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给 出 一 些 基本 概念 和 例子 ， 然 后 在 第 二 章 和 第 三 章 中 讨论 要 型 和 
上 同调 方法 . 我 们 不 打算 过 分 地 追求 一 般 化 ， 而 是 着 重 于 方法 的 
应 用。 本 蔬 最 后 岳 章 (第 四 章 与 第 五 章 ) 放 用 这 些 方法 研究 代数 山 
AURI RET) 598 EE Ve AER GR 

XUPPOBOLGIIE RRE, Pros JR IRE 22 W URU 
I5 5 AO SE EREEIP PAURA, PERRE DA L pas T 
竖 用 到 的 结果 ,而 不 需要 复 分 标 或 敬 分 几 付 的 知识 。 全 忆 共 有 400 
多 个 习题 ,它们 不 仅 握 供 了 许多 特殊 的 例子 ,而 且 也 介绍 了 正文 中 
未 涉及 的 一 些 更 专门 的 课题 。 节 后 三 个 附录 简要 地 介绍 了 当前 的 
一 些 研究 领域 . ` 

本 节 可 作为 代数 斤 何 基础 课程 的 教材 在 研究 生 的 抽象 代数 茶 
础 课 之 后 讲 报 。 我 最 近 在 伯克利 用 五 个 学 期 教 过 这 些 内 容 ， 基 本 
上 每 学 期 讲 一 章 。 第 一 章 防 可 作为 一 个 短 课 单独 地 讲 按 。 另 一 种 
值得 考虑 的 教学 方法 是 : 讲 完 第 一 章 之 后 立即 讲 第 四 章 ， 只 需 贤 
知道 第 二 章 和 第 三 章 的 少数 定义 ,并 县 承认 关于 曲线 的 Riemann- 
Roch ABIH. ERIT RRASA HY, 而 且 回 过 头 
来 再 认真 学 习 第 二 章 和 第 三 章 的 时 候 ， 有 了 更 多 的 直观 背景 、 

读 过 本 书 所 涉及 的 材料 之 后 ， 就 可 以 进一步 去 洁 更 高 深 的 著 
作 , 如 Grathendieck[EGA1,[SGA],Hartshotne[5],Mumfard[2，, 
5] 或 Shafarevich[1]。 

在 写 这 本 书 的 过 程 中 ， 我 试 风 介绍 对 于 代数 几何 基础 课程 来 
说 是 最 本 质 的 那些 材料 ， 我 希望 能 使 外 行人 容易 理解 数学 的 这 一 
领域 , 它 的 结果 至 今 还 分 散在 各 处 ,只 是 用 未 发 表 的 “民间 传说 "将 


这 些 材料 连 所 起来。 我 重新 组 织 了 这 些 材 料 并 改写 了 证 好， 于 是 
这 木 节 大 体 成 子 我 从 我 的 老师 、 可 事 和 学 生 那 里 学 来 的 知识 的 综 
各 休 。 他 们 对 我 的 帮助 太 多 以 鱼 我 无 法 一 一 列举 ， 我 要 特刊 感谢 
Oscar Zariski, J. -P. Serre, David Mumford 和 Arthur Ogus 
8 SE PERRO, 

£h“ edt HERB mtem. Wut 
之 外 的 材料 ,我 要 特别 感 央 A，Grothendieck。 他 的 巨著 [EGA] 
芷 概 型 和 上 同调 弄 论 的 权 或 件 参 基文 献 。 在 整 个 第 二 章 和 第 三 春 
h 对 于 他 的 结果 均 没 有 作 特别 声明 。 圣 于 其 他 的 结果 ,有 具 要 我 知 
道 ， 帮 设法 江 明 开讲 材 料 的 来 源 。 

在 写本 书 的 过 程 中 ,我 曾 将 初稿 寄 给 许多 人 ,并 从 他 们 那里 得 
到 了 有 价值 前 评 论 意见 .在 这 里 我 向 也 们 表示 谢 音 ,特别 要 感谢 了 
-P. Serre, H. Matsumura 和 Joe Lipmao， 他 们 仔细 阅读 书稿 
并 提出 了 详细 的 建议 ， 
我 在 哈佛 和 伯克利 教 过 这 些 材 料 ， 我 感谢 参加 听课 并 提出 窗 
有 启发 性 问题 的 那些 研究 生 . 
我 还 贤 感 谢 Richard Basseiu, 他 将 他 那 数 学 家 和 艺术 家 的 才 
能 陨 为 一 体 , 为 本 书 绘制 了 插图 。 

几 句 话 是 不 能 表达 出 我 对 妻子 Edie Churchill Hartshorne 
的 谢意 。 当 我 埋头 写 书 的 时 候 ， 她 为 我 和 我 们 的 儿子 Jonathan 
和 Benjamin 创造 了 温暖 的 家 庭 ， 她 那 永 恒 的 支持 和 友谊 使 我 的 
生活 更 富有 人 情 味 。 

我 感谢 日 本 京都 大 学 数学 研究 院 、 美 国 国 家 科学 基金 会 和 加 
州 大 学 伯 克 到 分 校 ,在 我 准备 本 书 期 间 , 他 们 提供 了 经 济 资助 . 
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FEL AERE SUC PUB Ug efe dip, wama 
个 艰难 的 任务 : ILBESEBEOUUL (TIS RA P. Tele E SS I BH 
这 一 学 科 的 现代 专用 术语 。 这 是 因为 在 代数 几何 中 ， 构 成 起 点 总 
直观 思想 和 当前 研究 中 采用 的 专门 方法 之 间 有 一 条 鸿沟 。 

第 一个 问题 是 语言 问题 .代数 几何 过 去 的 发 展 是 波浪 式 的 ,每 
次 发 展 都 有 它 自己 的 语言 和 观点 ， 从 十 九 世 纪 未 期 的 文献 ， 我 们 
可 以 看 到 Riemann WERDE, Brill 和 Noether 偏重 于 几何 
的 方法 、Kronecker， Dedekind, Weber 的 纯 代 数 方法 和 以 Castel- 
nuovo,Enriques 和 Severi 为 代表 的 意大利 学 派 在 代数 曲面 分 类 
方面 积累 的 大 是 材料 。 革 了 20 世纪 ,以 周 炜 良 、Weil 和 Zariski 
为 代表 的 “美国 学 派 "对 意大利 人 的 直观 思想 和 苔 予 了 坚实 的 代数 共 
ki. EUR, Serre 和 Grothendieck 创立 了 法 国学 派 ， 他 们 用 概 
型 和 上 同调 诸 言 重新 叙 坟 了 代数 几何 基础 ， 从 而 在 以 新 的 技术 解 
决 古老 问题 方 而 有 着 令 人 印象 深刻 的 记录 。 这些 学 派 中 的 每 一 个 
避 引 进 了 新 的 释 念 和 方法 。 在 写 一 本 引 论 性 书籍 的 时 候 ， 究 竟 是 
使 用 接近 于 几何 直观 的 古老 语言 好 ， 还 是 从 一 开始 就 采用 当前 研 
究 中 使 用 的 术语 好 ? 

第 二 个 问题 是 概念 性 问题 .现代 数学 具有 忽视 历史 的 倾向 ,每 
个 新 学 派 都 以 自己 的 语言 重 写 其 数学 分 支 的 基础 部 分 ， 这 在 逻辑 
上 上 是 一 种 改良 ,但 是 教 起 来 则 更 为 困难 ,如果 一 个 人 不 知道 代数 数 
域 的 整数 环 、 代 效 曲 线 和 紧 葬 屋面 均 是 "一 维 正则 概 型 "的 例子 , 屠 
么 工 使 知道 奏 型 的 定义 又 有 什么 用 呢 ? 一 本 引 论 性 书籍 的 作者 怎 
样 才 能 够 既 指明 数论 .交换 代数 积 复 分 析 对 代数 几何 的 推动 作用 ， 
又 向 读者 办 绍 主 要 研究 对 外 一 一 仿 尔 空间 或 射影 空间 中 的 代数 
得， 同时 还 采 衣 概 王 和 上 疝 调 这 些 现 代 语 言 ”和 逃 择 什么 课题 才 孜 
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能 表达 出 代数 几何 的 意义 又 能 作为 进 -- 步 学 习 和 研究 的 坚实 基础 
22 

ELO, Lid T BO (ur jim. RIAA, I URULUD0S 9 8 2: 
Te gi E A 01 25 ak 3) RESI EEG TE ORC E LB ER, 
Re JL Eng pue, MHNT E bkt- 在 
Addi BOT ke jc FI S tuk wH WZ TIT Ehr RARER 
m. LL RUE Stk Xm fd, TAUER EST 
ERES ch SCD ttp. BORD EIE S. XXPH EIU 
成 本 忆 的 技术 核心 . ELURRAREN ERE USE, BH 
不 瘟 力 妃 求 其 最 一 骨 化 的 叙述 。 例 如 ,我 们 只 对 Noether 要 型 的 
拟 瞩 聚 层 讲述 上 问 调 型 论 ， 四 为 这 较为 简单 ， 并 且 对 多 数 应 月 来 
KRERET., Li “ERRATU KE" ERE H a At AtA 
证 明 ， 而 不 是 对 任意 术 射 加 以 证 明 人 能 ， 基 于 回 样 的 绎 由 ， 我 
W G VEERLEGREA T. CARA, PRENIA, sies 和 topoi 这 
是 更 为 抽象 的 概念， 

EU EE RIA Tc Ub d Di AA EEs DI HE SP t RC d Ho Tad n, IL: 
XH bERHUEERCS, RRR iS e ANGUS TIR 
Bi ec B P fEB $8 DEE. 

我 采用 交换 代数 作为 代数 几何 的 基本 语言 和 最 辑 基 础 ， 它 的 
益处 是 精确 。 此 外 ， 在 数论 中 的 占用 名 要 追 使 我 们 在 任意 特征 的 
基 域 上 处 理 问 题 , 这 使 我 们 对 复数 基 域 C 上 的 古典 理论 争 予 新 的 
观点 。 几 年 前 , 当 Zariski 开始 音 备 写 一 老 代 数 几 何 的 时 候 , 他 必 
须 一 边 写 一 边 发 展 他 折 珊 要 的 代数 知识 ,这 项 什 务 不断 增 长 ,以 至 
于 他 写 出 了 专门 讨 交 换代 数 的 一 木 书 ， 所 幸 的 是 ， 现 在 我 们 已 有 
不 少 关 于 交换 代数 的 优秀 著作: Atyah-Macdonatd[1]，Bourh- 
aki[1] ，Matsumurat3]，Nagata[7] 和 Zaciski-Samuel[i], Je 
所 采取 的 办 法 是 引述 所 需要 的 纯 代 数 结果 ， 关 于 这 些 结果 的 证 明 
则 指出 参考 文献 ,本 己 末 尾 列 由 所 用 到 的 全 部 代数 结果 的 一 览 表 ， 

我 原来 打算 写 一 系 刘 附录 ， 对 当前 许多 和 研究 领域 作 简短 的 综 
述 , 从 而 在 本 节 正 文 和 研究 文献 之 间 起 到 桥梁 性 作用 .可 是 由 于 时 


由 和 篇 幅 所 限 ,只 保留 下 :个 附录 ,对 于 没 能 包含 其 他 附录 我 只 能 
ATRE, RIEBE Arcata XR (Hartshorne 网 [1]), 它 
收集 了 许多 专家 为 外 行人 所 写 的 关于 各 自 领 成 的 一 系列 文章 ， 此 
外 ,关于 代数 儿 何 的 历史 发 展 我 疝 大 家 推荐 Dieudonnt[1] .由 于 
这 型 股 有 篇 幅 来 探讨 代数 几何 与 我 比较 喜爱 的 那些 相 邻 领域 之 间 
IDEA, 我 建议 参看 Casel 的 综述 文章 《与 数论 的 联系 ) 和 
Shafarevich [2， 第 IL t6 41 ERE RHETPIUIE RR. 

Teen EMRE RAR AURPE ATARA. 
中 -一 些 习 题 是 正文 中 的 重要 结 扩 ， 庙 男 一 些 习 题 则 是 省 
来 山上 昌 -- 般 取 象 的 专门 性 的 例子 ， 我 认为 ， 研 究 一 些 特例 与 发 展 
一 般 促 论 赴 不 可 分 割 的 .用 功 的 学 生 应 当 尽 可 能 多 地 作 这 些 习 是 ， 
位 出 不 应 希望 立 列 就 能 解决 这 些 习 是。 件 多 习题 需要 真正 创造 性 
鸣 努 力 去 理解 它们 ,比较 内 难 的 习题 均 加 上 一 个 星 号 ,而 两 个 星 号 
判 表示 这 夫 一 个 未 解决 的 问题 ， 

第 一 章 第 8 节 对 于 代数 几何 与 本 书 内 容 作 了 进一步 的 介绍 . 


术语 

木 忆 采用 的 术语 弧 大 多 数 与 常用 术语 一 致 ,但 也 有 少数 例外 ， 
值得 在 这 里 蔡明。 一 个 代数 策 始 抱 指 的 是 不 相约 和 的， 并且 总 是 在 
代数 轩 志 上 的 代数 纠 . 在 第 一 车 中 所 有 代数 第 都 是 拟 对 影 代 落 角 ， 
第 4 节 中 我 们 扩大 了 中 义 以 包 信 抽 象 代数 徐 ， 这 就 是 
IERIE LIBOT A HIR UMEN, (iso. Eres 
MARET L1. 3 RUR, BEERA HA ARERI 
异 射影 响 线 ， WERE REHREAHERRLS. AP M 
RET. GENERE rh UD Hs He Fa PUE SERERE Shim, 

jk EMOBERUE [EGA] 第 一 版 中 咱 作 准 概 型 (prescheme), 但 
是 在 [EGA] HECE — 3) n B RRBENI, 

Jobi EAE RIBUR ERE EOS 15 [EGA] 中 的 相应 定 
CERS, TUR IG 4 节 和 第 5 节 ， 我 们 的 定义 在 技术 上 
较为 简单 ,但 缺点 是 对 大概 型 不 是 局 部 的 ， 


非 异 一 词 只 在 于 代数 秘 ， 而 对 于 页 一 般 的 概 型 则 用 正则 和 六 
Hox. 


代数 结果 


TUBUEVUR ME EGET TR HUE ME Noether KROBEIEARAES 
TORKAR, 3EB DER # E 6 2 UA 518132 P FCR 
代数 的 其 他 结果 ， 这 些 结果 只 要 是 需要 的 均 加 以 舱 述 并 给 出 参 孝 
ZA KEARELS A《 例 如 : 定理 3.94) 用 来 区 别 于 正文 
中 给 出 证 明 的 那些 结果 
下 向 是 一 些 基本 的 约定 ， 环 均 指 的 是 合 1 的 交换 环 ， 环 的 
ABAH MIKI ERRAR, I <0， 素 理想 (或 极 大 理想 ) 指 
的 是 环 4 中 理想 6, 使 得 商 环 4/? SERRA. Kit, RAS 
ABRE KRUGER KE. 

YR A TESTE HE AET AD LDRURSEBT RER 8 8 
L REE SA 定义 为 由 分 式 aiia € A, 668) 的 等 价 类 而 形 
成 的 环 ， 其 |h aja 和 ate 等 价 是 指 存在 Ces 使 得 n 一 
s) = 0 (例如 可 参见 Aciyah-Macdonald [1 第 三 章 ])。 下 面 是 
丝 常 便 用 的 着 种 特别 情形 。 和 如果 o 是 环 4 的 素 理想 , 则 8 一 4 一 
p 为 瑟 法 集合 ,而 相应 的 局 部 化 表示 成 A. ME JEA, Mj s= 
fpPla YU) 是 静 法 集合 ， 而 相应 的 局 部 化 表示 成 4, (A 
ABI 为 宕 零 元 素 , 刚 4, EST.) 


引用 记号 


引用 文献 先 写 明 文献 作者 ， 再 用 方 括 号 中 的 数字 指出 是 该 作 
老 的 哪个 苦 作 ， 例 如 Serre{3，p.75]。 引 用 同一 章 中 的 定理 ， 命 
题 和 5 至 则 用 圆 矣 号 中 的 数字 ， 例 如 (3,5)、 引 用 习题 表 成 《 习 区 
3.5)。 引 用 其 他 章 的 所 果 , 前 面 冠 以 第 几 章 , 例 如 (第 二 章 , 3.5) 或 
者 (第 二 章 ,习题 3.5)。 


第 一 章 f 数 * 


本 章 的 月 的 其 使 用 尽 可 能 少 的 工具 对 代数 几何 作 一 介绍 ， 我 
们 将 在 一 个 岗 定 的 代数 闭 城 和 上 进行 撤 述 。 我 们 定义 主要 研究 对 
象 一 一 仿 轩 空间 或 射影 空间 中 的 代数 艇 ,介绍 一 些 最 重要 的 概念 ， 
Au AER, E WE BC, ARRIE, IE PRA BFN E E ERN ORC S 
重要 的 是 : 我 们 在 每 节 末尾 以 习题 形式 给 出 许多 专门 的 例子 ， 选 
拌 这些 例 子 是 为 了 说 内 正文 未 能 提 到 的 许多 有 趣 和 重要 的 现象 
如 果 你 仔细 攻 研 究 了 这 些 例 子 ， 你 就 不 仅 能 很 好 地 理解 代数 几何 
的 基本 概念 ， 而 且 还 为 领会 岗 代 代数 几何 基 些 更 抽象 的 发 展 建立 
了 基础 和 背 最 ， 同 时 也 共 在 了 检验 你 直 党 能 力 的 一 个 来 源 。 在 本 
书 的 其 余部 分 ,我 们 将 不 断 地 参 净 这 些 例 子 。 

本 章 最 斥 一 他 对 本 书 作 进 一 步 的 介绍 ， 其 中 讨 沦 了 “分 类 各 
旱 ”, 这 个 避 题 大 大 推动 了 代数 几何 的 发 展 ， 这 一 节 还 讨论 了 代数 
几何 的 基础 应 该 扩 龙 到 的 广 咎 ， 正 是 这 个 提供 了 概 型 理论 发 展 的 
动力 。 


1. tb #)tÇ E 


简 记 为 ACOXGURBLT LOAD "元 组 格 成 的 集 台 .元 赤 PEA" 
WEB Ine P — (a. "aa € k, B| a, DE PISA, 

it A= hlr or] BA EnAHERISETUXH, 我 们 把 
-4 中 元 素 看 成 是 “上 维 伪 射 空间 到 下 的 函数 ,定义 为 FOP) = Ks, 
Sa) ,其 中 Fe dP E As. DUEB 164 是 多 项 式 , 我 们 可 以 
讨论 的 零点 集合 , 即 ZU) = {P e ACC) — 0), 3E m, 
如 打扰 4 的 任 一 子 集合 ， 我 们 定义 的 办 点 集合 为 了 中 所 有 元 

TE 


的 公共 零点 的 全 体 ， 即 
Z(T) 2 (P € A*| CP) 一 0, 对 所 有 FET) 


mE a 是 4 中 由 工 生成 的 理想 ， 屁 然 Z(T) = Z(a), 3t. m 
于 4 是 Noether W, GARE a 均 有 有 限 的 生成 元 集 侣 hatto 
L. Bm ZO 可 表示 成 有 限 个 多 项 式 hicc.f 的 公共 零点 个 


ES 
e. 


» 


EX As 的 子 保 合 Y 称 作 代数 集合 ,是 指 存在 子 集合 TC 
AiE Y — ZT). 
AML 两 个 代数 集合 多 并 


”证明 ”如果 YiZ(T2 Yi ZT) Wb Y,UY,— Z(T TD, 
其 中 T.T, Z T, 中 元 与 T, h;UKTDERUSE D. PRE, 
和 如果 PEY UY, MRK PEY, kx PEY, MAE TT 中 
BAEURMIEAE, E PEZTA 而 P € Y. MEE 
fe T, 使 得 P) 0, WENED ee TS UEXP) 一 上。 从 而 
KP)-—0, 于 是 户 E Yi。 

du Y. m Z(T)RUER IO n Y m 2(U T.) 


Am OY. ERRA. wE, &—Z(0, miS zug] A= 
z(0). 

定义 HD EGEGE HE A 的 开 集 ， 这 是 As 的 一 
个 十 扑 ,因为 根据 上 述 命 末 , 两 个 开 集 的 交 是 开 集 ， 任 意 多 个 开 集 
的 直 是 开 集 , 最 后 , 空 集 和 整个 空间 均 是 开 集 ， 我 们 称 As 的 这 个 
拓扑 为 2ariski EF. 

例 1.1.1 考虑 仿 射 直 线 A F) Zariski ih. dT 4 一 
&(z] 中 每 个 理想 均 是 主 理想 , 从 而 每 个 代数 集合 均 是 单个 多 项 式 
的 零点 集合 、 因 为 为 代数 用 域 ,每 个 非 零 多 项 式 均 可 写 为 f(x》 
=G — a) ole a) EH cma, Ek FE ZG fa, 
taaah gb, A 中 代数 集合 不 过 是 爹 名 有 限 子 集 人 《包括 空 
W) 以 及 整个 空间 (对 应 于 于 一 0)、 而 开 集 即 是 全 体 有 限 二 集 台 


DEL R26 LIES HEEE 这 个 再 扑 不 是 Hausdorft 
fen. 

XX HEERA KEEFE Y ne n AED, R8 
d i Y —Y UY, Eh Y, 和 Y, IEY fJ RCHRGE FLY " 

ZEA B VE REA TE MAT, 

例 1.12 A 是 不 可 约 的 , 兢 为 由 不 的 代数 封 团 性 知 A: — k 
EERE, ii e Ho f Pap FIC RORIS A. 

例 LLI 不 可 约 空 间 的 每 个 非 至 开 集 都 直 不 可 约 的 笛子 集 - 

例 11.4 any 是 XX 的 不 可 约 子 集 , 则 它 在 X 中 的 闭 包 了 也 
不 可 约 ， 

定义 A" rp TR ARTE Cn C HC US SH REO EFE USA 
EARR UG RERRO, TRER EEA ERR. 

reai RERI MR. BE ET 
Te IEEE 28, AETERNA HARATA, RAE 
MER A* 的 于 集 与 4 小 型 想 之 站 更 深刻 的 谱系 ， 对 每 个 于 集 Yc 
A", 定义 Y 在 4 中 的 理想 为 

ICY) 一 {fe ACP 一 0， 对 所 有 P eY], 


于 是 我 们 有 函数 Z 将 4 区 于 乐 映 成 代数 乐 合 ， 又 有 函数 了 将 An 
RITRAE. FaR SECO: T XB EA ECIS ERR. 
$5812 (a) BUR TET, 是 4 的 两 个 子 集 ， 则 2z(T)Ə 


2(T)>. 
" kid Y SY, E A' ROT TS H| IYE). 


yn i. ` _ 
(d) 对 于 每 个 理想 SAIO) = Va (a 的 根 )， 
SEQQ) = Y(Y DAR. 
证 明 (a) (b) 和 《c) 是 显然 的 。(d) EFESE Hil. 
hert 堆 点 定理 的 直接 准 论 ,因为 。 的 根 定义 为 


Va —AFC AL 存在 某 个 r> 1,80 Ca]. 


为 了 证 明 CO, RITE YCZUGOX mA AE, Mf Yc 
ZüQY». BAH, 设 WW 为 任 一 包含 Y 的 闭 集 , 则 W = Zla) 
《对 基 个 理想 a), TE 2(a)ƏY mh (b) 则 有 IzS). 
但 是 显然 aC IZ(a), 从 而 由 (a) X W = Z(a)ƏZI(Y). (8 


E ZI(Y) = Y. 
ER 13A (Hilbert FARE) Apa kuya aX 4- 
£n] NUS f 


"um Me 156], 或 者 MM [1, p.85], 
或 者 Zariski-Samuel(1,38 2 3&, p.164]. 

系 14 在 At 的 代数 集合 和 4 的 根 式 理想 ( 即 诺 是 a 二 Va 
APEE a) le AER Yr 1). ai> Z(a). 
此 外 ， 代数 集合 


是 ， 当 目 仅 当 它 的 理想 是 素 理 想 。 
AS) ARENA 


部 分 .如 果 y 不 可 约 ,我 们 证 明 1Y) 是 
RUE. WERE fee (Y), BE YCZ(fe)=zZ(/)UZ(@. 
TR Y —Onz(0DUODnz(G»D. 右边 两 项 均 是 y 的 闭 于 集 . 
内 为 了 是 不 可 约 的 ,从 而 了 = YNZ YEZU) Sis vc 
Zo, 8 fe KKY7) ;或 者 ge (Y). 

反之 , 设 o 是 素 理想 ,如 果 2(p) = Y UY M p= YNA 
YDA = 1) dE o (2). 因此 ZG) 一 或 者 
Y, 80 Z(p) 是 不 可 约 的 。 

例 1.4.1 A ERTAN, AK ERAF ARRE iF 

ERREN, 

BILA2 RfE A= kr, y] 中 不 可 约 多 项 式 ， 由 于 4 是 
唯一 关于 分 解 整 环 ,从 而 生成 4 中 的 素 理 想 ,于 是 零点 集合 了 一 
ZO) 二 不 可 约 的 ， 我 们 将 了 叫 作 由 方程 fx，y) m 0 定义 的 
DRRR, MRi 是 4 次 多 项 式 , 则 称 y 为 4 次 曲线 . 

例 1.4.3 更 一 般 地 , 设 f 为 4m Anse z.) 中 不 可 约 多 
BR MAHDA Y ZU) n — 3 时 叫做 曲面 if mom 3 
时 叫做 超 曲 面 。 


例 1.4.4 A= kles ru] 的 极 大 理想 m 对 应 于 As 中 
BO ASS] R. fn AUR P = Ga... a). XX 
Rf A rh F RAWIS: m — (2, — stan, — aa) HU 
4,577.04 € k. 

例 1.4.5 如果 已 椒 是 代数 持 闭 的 ,这 些 结 果 不 再 成 立 。 例 如 
W&—R.AB + + 1 —= 0 在 AR 中 没有 点 。 从 而 (1.24) 
TERS. EEJ 1.12, 

定义 ”如 果 YCA 是 仿 射 代数 集 台 ,我 们 把 A/C) 叫做 
Y 的 仿 射 SEGUE AQ). 

EN 46 如果 Y QURE, B) AQ 2688905, sh, AQ) 
ROBUR k FOR. E THIRD k tC p I OUS, 
Ju dA SET OLHERIO EAR ESTA, 事实 上 ,8 = Ala Kb A= 
Anson) 是 多 项 起义, 而。 2o 409384 Bf, TRY 一 Z(a) 
Ba. 

# Ok RIP ICHU EI DERRI KERE 
Har EGEA RARER. 

EN FINX KEE Noether 的 ,是 指 它 满足 团 集 降 链 
条 件 ， 对 每 个 剑 集 序列 YDY: D-o, PERR r, 使 得 Y= 
Yi 一 

例 147 A^. 是 Noethec HHE AAE YY: 
EARE S IY C IY) E 是 4 一 下 x xu] 的 理 
EHM. ATAR Nocher 环 , 这 个 埋 想 链 是 稳定 的 。 但 是 对 每 
£ iY = UYD FEE (Y) 也 是 稳定 的 . 

命题 1.5 在 Noether uM 每 个 非 空 闭 集 Y 均 可 


ELE Y VU Uu DETER 
YEY; (Qum i i 
的 不 可 约 分 京 。 

证 明 区 证 Y 的 这 和 表达 式 的 让 在 佬 ， 4 8 为 XX 中 不 能 写 
成 有 限 个 不 可 约 佬 子 集 并 的 非 空 册子 集 的 集 侣 。 如 果 皇 非 空 ,由 
FX Noether 的 , 从 而 6 必 包 台 极 小 元 Y. TEH S 的 定 


ega 


义 知 Y ETEA MA [pO Q Y-Y UY”, Eh Yt qu Y" PJ 
ERE., HERREY PAR TAE, dry 的 极 小 性 可 知 Y' 和 Y“ 均 
可 表示 成 有 限 个 不 可 约 例 集 的 并 ， 关 布 了 出 是 如 此 ， 这 就 导致 
JB. Mafüfg- (SE Y PNE EOROSLG VRAT SEEGDH-PRSE RU dt, 4498 
HAHAE Yi 我 们 总 可 假定 当 is (Dh, YEY, 

现在 假定 YSU -UY 是 男 一 个 这 样 的 表达 式 . 则 y C 
Y= YU UY, Ari Y, = U(Y:nY,), IE Y, 不 可 约 ， 内 
而 存在 某 个 i， 全 得 YOY, hik ? 一 1， 类 似 地 有 某 个 ;使 
得 YEY. Ta 人 EY, 从 而 i=], ZAER Y = Yi。 现 在 
Q Z—(V —Y).. M Z= Y,U- UY, = YU UY f 
后 对 r 归纳 即 可 证 (Y; 的 唯一 性 。 

RLS ADRRLOERGAIE ERT RTR TIE 
的 并 ， 使 得 这 些 DAR EARS 

定义 XM. E [把 关中 存在 长 为 的 不 相同 的 
不 可 约 闭 集 链 ZXCZ Ceo CZ. ER 的 上 确 界 称 作 是 X 
的 维 数 ， 表 示 成 dimX。 一 个 仿 身体 或 者 拟 仿 射 敌 的 维 数 定义 成 
把 它 看 成 拓扑 室 间 时 的 维 数 。 

$11.61 A 的 维 数 是 ,因为 只 有 略 个 空间 和 一 点 是 A 的 
Au g nak, I 

定义 KEW ADUEGEMR o 的 高 定义 为 4 中 地 在 不 同 素 理想 
的 链 np Cn, m o 的 整数 4 的 上 确 界 。 而 4 的 维 数 (或 叫 
做 Krull 维 数 ) 定 义 为 4 中 所 有 案 理 想 的 高 的 上 确 界 , 

GELT üyggétiEo. Mv pix omn 
BIRK ACY) ipit, 

证 明 如 果 Y 是 A HARRERA, 则 So ERE TE 
对 应 于 4 — kinar] 中 包含 HY) 的 素 理想 。 耐 后 者 又 对 
应 于 AQY) 中 素 理想 。 于 是 dimY 等 于 AO) 中 案 埋 想 链 的 
ERKE HE AY) 的 维 数 . 

一 厨 题 可 使 我 们 将 Neerner 环 维 数 理论 中 的 结果 用 到 代数 

LEER 


* 10. 


Em LBA op 为 整 环 同时 是 有 限 生成 代数 ， m 


height p+ P = dim B, 

MES] Matsumura (2, 555 EE, 814], 4 4 XO CEC HKI 
可 见 Atiyah-Macdunald[1, 第 二 章 ]。 

命题 1.9 A yi 

证 明 ”根据 (17》， 命 是 1.9 "m 于 党 多 项 式 环 Rx. £l 
的 维 数 是 mn, 这 由 上 述 定理 的 《〈e》 部 分 椎 出.。 

命题 110 MEYA LER 则 dimY = din Y, 

证 明 ik znczc My 的 不 可 约 例子 集 新 列 ， 则 
ROLADA Z CZ < eZ z Y 的 不 可 约 闭 子 集 序 列 ， 从 
fü dimY C dimY, RPA, dimy 有 限 。 从 而 可 取 一 个 二 长 链 
Z.C-. CZ, n= dimY. 这 时 Z, 必然 是 一 点 ,而 由 (1.13) 可 
Af P 一 ZCC, BERRA UTE PAAT Y 的 仿 射 坐 
mH AG) DRAKE m,Z, 对 应 于 包 台 在 mo haga, M. 
ili height mes, 男 一 方面 ,由 于 P 是 仿 射 空 问 中 的 一 点 ,由 (1.4.4) 
知 A(Y)/ym= k. Fh CL8AD) BIA n» 一 dimACY) = dimY, 
于 是 dimY ~ dimY, 

定理 1.11A (Kull 主 理想 定理 ) RAX Noether ES, f € 
4, URRASBIEUTUME, RIO S emma 
AS L 
证明 Aúyah.Macdunald[ 1, p.122], 

命题 1.12A 一 个 Noctber EHA &n& — ULT JMEO A 
PETES gros mi. 

证 明 Matzumura[2,p.1411 或 者 Bourbaki(1, 36 7 Æ 8 3], 

$BLD AUnQIEYSAÉGE n  LABGUYRS 
BOE ZUD Reb ERE A= Assn z. PETERR 
HEPER. 

证 明 i0 二 是 不 可 约 多 项 式 ， 我 们 已 经 知道 Z(O 为 代数 


簇 。 它 的 理想 是 素 理想 p= (f). (BCLLLA)AI p 的 高 为 1, 理 向 


qu 


8A) 即 知 ZO) Boe 0 一 1， 反之 , n 一 LEE ORC E 


应 于 高 为 1 的 一 个 素 理想 p。 但 是 多 玩 式 环 A DIE ELT ONERE 
环 ， 从 而 下 《1.124A) 可 知 p 是 主 理想 ,于 是 p 必然 由 一 个 不 可 
约 多 项 式 上 生成 ,从 而 了 = ZG), 


注 1.13.1 多 硕 式 环 中 高 为 2 ERBE- RERA ER 


生成 (本题 1.11)。 
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E! 题 

(0) Y RREME y = e (MYSER 1 一， 一 e HERR 
6). Rl AQ HAF k t — PERIERE, 

(h) B Z Kd = = 1, RE ACD 不 同 构 于 上 一 个 变量 的 
多 项 式 环 ， 

*G) Ub f R bes] 中 不 可 约 二 次 多 项 式 ， wh f EXE RH 
R KIEA) AHT AQ) EE AZ), REAA AO) 何 时 
为 A» 

EKAR TTA BRE Y = (onse. Ei Y i 
UR OR IC) KUERGURA, 证明 AO) MET ktt 
SEE S IRC. v 是 由 参数 表达 站 z = y = ry =r Heb 


1.3” 设 Y 足 A' HAZIK < 一 ys 有 zz — z 定义 的 代数 集合 。 求证 


1.4 


v 是 三 个 不 可 约 分 支 的 并 。 号 出 这 三 个 不 可 约 分 支 并 求 出 它们 的 索 
pF. 

infe A ERSAT A x 入， 求证 A: 上 的 Zeri 拓扑 不 等 
FAS A 上 Zariski HRS PUBL. 


1.5 求证: 4 (ç BEST At (EXE a) 中 某 代 数 梨 合 的 仿 射 坐标 环 ， 


当 且 仅 当 8 是 有 限 生 成 的 代数 并 划 没 有 考 零 元 案 。 

不 可 约 扬 朴 空间 的 每 个 非 空 开 集 艾 中 不 可 约 的 笛子 集 。 mE YEM 
扑 空 间 站 的 子 靠 , 并 且 了 对 于 其 诱 学 拓扑 是 不 可 约 的 , 风 其 闭 包 Y 也 
Rug. 

GO Kul The ñi x #J F Pluie liuc SU. G) X RE Noether 
拓扑 空间 ; GO 每 个 非 空 的 出 集 族 均 有 极 小 元 ; Gu) MERRI 
TRAE. (Liv) 每 个 必 空 的 开 集 族 岁 有 极 大 元 ， 


ene 


(b) Noerher Hz ZEIT UR E WS FE ESA ARTMA. 
(€) Naechee 扔 扑 空间 的 每 个 千 集 对 于 诱导 拓扑 仍 是 Noerber fEiF 
Aal. 
(A) Noether, Hausdortí fpe 814 M PUR A MEITE. 
1.8 i9Y £& As rh e HE 39. K% A hinm, 并 且 YEH, JU Y 
NH 的 每 个 不 可 约 分 支 者 是? 一 维 的 ( 它 的 推广 见 (7 3). 
L A= hfaa] 中 用 了 个 元 索 生 成 的 理想 ; 则 za) 的 每 


(b) Im {Us} EEE AAFAA dink = supdimU,, 
CO RIRA x RYERORUT SEU HAT tE} diot cdimx, 
(d) ünf& Y RARER Rites a HO HET SES JE Bdimy —dimx, 
M) Y = x. 
(O 给 出 无 限量 Noetber 拓扑 空间 的 例 于 ， 

uH dv E A: ha eS it 一 Piy 二 1， 一 给 出 的 曲线 ,求证 
HY) 是 [zy541 中 高 为 2 的 款 理 想 * 并 且 不 能 由 两 个 元 素 生 成 .了 
不 是 局 部 完全 交 ( 参 见习 是 21.10. 

Dar 给 出 不 可 约 多 项 式 PeR[ny] 的 浏 于 ;使 得 它 在 AL 中 的 零点 集合 
ZO) 不 是 不 可 约 的 (参见 1-4.2). 


2 射影 代数 入 


定义 射影 代数 偿 与 定义 伪 身 做 的 方式 类 似 ， 只 是 我 们 要 在 射 
影 空 间 中 处 理 问题 

设 大 忌 固定 的 代 煞 闭 域 ， 元 素 属于 4 的 QD) 元 组 Go 
eun) 8 《0，…,0)， 的 等 价 类 集 台 称 作 是 上 + 维 对 影 空间 ， 
RER Pi GUDEA P) ,其 中 等 价 关系 是 (aos… se) ~ Gas, 
ea) GU ek, 1e 0)， 另 一 种 说 法 是 ，P” 作 为 集合 
是 rt 一 (0，.…，0)}】 对 于 如 下 等 价 关系 的 病 集 合 ， 共 中 在 
Att 中 同一 条 过 原点 的 直线 上 的 点 均 彼 北 等同。 

P 中 元 素 叫 做 点 ， 如 果 P 是 点 , 则 等 价 类 中 每 个 Cn + 1) 
元 组 (au a) 都 叫做 P 的 齐 次 华 标 。， 


ET 


设 3 是 多 项 式 环 kenc nh ROBAH SAISIE 
环 , 先 让 我 们 简单 回忆 一 下 什么 是 分 次 环 。 

一 个 分 次 环 是 环 3 以 及 将 3 分 解 成 一 些 Abel 群 5， 的 直 
和 : s= IHARRA due 220, 3a S, S5. S, 中 元 素 


P 


你 作 是 d RERE. 于 是 5 中 每 个 元 素 均 可 唯一 地 写成 《有 限 


AOEUOURZCRL 3 的 理想 a 叫做 齐 次 理想 ,是 指 一 个 (an 


S). 我 们 需要 关于 齐 次 碧 息 的 一 些 基本 事实 《可 见 Matsumura 
[2,8 10] 或 者 Zariski-Samuel [1, 第 2 #, 第? 85,821). HA 
a EFRA HHR a 可 由 一 些 章 次 元 素 生 葡 . 齐 次 理想 之 和 、 
积 , 交 和 它 的 根 均 是 齐 次 的 ， 为 了 检验 一 个 齐 次 理 乱 是 否 为 索 丙 
想 ,从 需 证 明 : RHET AE OUR fO alin E. jg ta, 则 féa 
或 者 gE a. 

我 们 将 多 项 式 环 3 一 [zo，…… ,zx。] 作成 分 次 环 , 办 法 是 : 取 
S, 为 了 中 关于 zas z, 的 4 次 单项 式 的 全 部 大 线性 组 合 而 构 
成 的 集合 。 如 果 1€3, 我 们 不 能 用 它 来 定义 P 上 的 函数 , 因为 
并 次 坐标 可 有 多 种 取 法 。 但 若是 4 次 齐 次 多 项 式 ， 则 {Cas 

terlan) = A [Gas ye)， 从 而 了 是 否 取 值 为 零 这 一 伺 质 只 依 

CF (a. eis da) 的 等 价 类 。 于 是 f 给 出 从 P^ 到 {0,1} 的 函 
数 ， 当 其 oo as) 一 0 时 令 帮 P) 一 0 而 当 成 co， oo) = 
0 时 令 /CP) 一 1. 

因此 我 们 可 谈 及 -- 齐 次 多 项 式 的 零点 集合 , 即 2( 力 一 {PeP 
HCP) —0). dn T E S 由 任意 齐 次 元 素 集合 , 我 们 定义 了 的 淮 
ARGA 

Z(T) = (Pe P''f(P)— 0, 对 每 个 TETH 

如 果 a 是 3 的 并 次 理想 ,定义 Z(a)— Z(T), 其 中 T 是 a 中 全 
部 齐 次 元 央 级 成 的 集合 。 由 于 3 是 Noether 汪 , 每 个 齐 次 元 素 集 
合 T 均 序 在 有 限 子 集合 hoch, E ZOS). 

ES P' 的 子 集合 Y 称 千 是 代数 集 台 ,是 指 存在 5 的 一 个 充 


次 ;康乐 全 了, 使 得 Y-—2(D. 
命题 21 两 个 代数 集合 前 ERREG TE EETICET 


iË ORBE Gili OA 

定义 H Pt 中 全 休 代 数 集合 的 补 集 为 开 集 ,由 此 定义 的 P" 
AOE Zariski jr. 

—B#T tsi, RIE PH 上 节 中 定义 的 不 可 约 子 
SUR Tk Ubat EMS. 

OER Ps denas (n ET HRS RR 

AURISISHETARDUMGQUM GER, AI 

I 是 它 作 为 拓扑 空间 的 维 数 。 
如果 了 是 P" 的 子 集 , 定义 Y 在 5 中 的 章 水 理想 为 由 ff 为 5 
TGREXGR 1f(P)》 一 6, 对 每 个 PeY} 所 生成 的 理想 ， JURE 
(QD, in efle, EX Y foe SO = s 


IQQ), 关于 半 影 空 疝 中 代数 集 台 与 KGEDOSUBIU de RES TUB V. 
ks 21—27, 


LA EEES x EME 23 EEUU tb n 维 个 射 空间 作成 的 
Pa (ROSE RARA HOO ME FRU ATE RERR 
我 们 先 介 纪 ae, 

如 果 了 是 s 中 线性 齐 次 多 项 式 , 则 了 的 零点 集合 称 作 起 平 而 . 
特别 对 每 个 1 一 0,… D H. 表示 xz OS OE. + U, 为 
JEE P'— H. M| P HETE U, 所 改善 ,这 是 因为 若 P mn, 

is) EAS TIER TS a, x0, FE PEU, XAN 
wa, A", BR P — (ssa) € Un M pP) = Q RRO 
el 


LER PER 

(Es) (mu) 

为 仿 射 从 标的 点 , 注 登 比值 a/a SSSETUBATATIEHCN CENE 

TRA p 是 可 以 定义 的 ， 
$H22 W4 o E U ITERE 到 A"( 对 于 Ze 


. 15. 


rski ip) tadi. 

证 明 p. PAE- 1 RARE U; 中 闭 集 由 p 可 等 
AF As KHE, Aik Pm 0, m U, 简 记 为 U, pa 简 记 为 
@:U — A', 

4 Am [yl sys END a:5  — A, 和 B: A— Sh, 
其 中 S ES EJE ASS 6. 对 于 íe St, $ a) = fuss 
van). BA ATAP e DOO esI pnmo n 
za) 是 “次 齐 次 多 项 式 , 令 它 为 Aa). 

现在 设 Y 是 UU 的 闭 集 , 令 Y ACE Pr 中 的 闭 包 , 这 是 代数 

合 ， Ad Y-—2(0), T 是 $t n rh, 令 T =al) 

可 直接 验证 p) = ZT). 反之 , 设 W 是 A" 的 闭 集 , 则 w= 

Z(T),T' E AUT FE. E50 p CW) 一 ZATY)ND. 从 
而 PP 和 o7 HERS, BA U XB RT. 

推论 2.3 HAMA IH qasa < 


3 5 


24 EB JEDRALUTE A EBE”. 如 果 a 为 s 的 齐 次 理 仿 ，1 为 5 中 次 数 
>1 的 并 次 多 项 式 ,并 且 KP) = 0, 对 P 中 每 个 点 PEZO), ME 
在 «21.8818 1 6o, [提示 : 将 问题 化 成 (" + 1) 准 仿 射 空间 中 的 同 
题 ,使 此 + 1 维 仿 射 空间 的 仿 射 华 标 环 为 5。 然后 利用 通常 的 零点 
定理 (1.3A).] 

22 igo 是 3 中 齐 次 醒 龟 ,求证 下 列 诸 条 件 逢 此 等 价 : 
Gi) Z(a) = 2 (2383; 


GVT =s RE Va = s. = CDs 


(1) feit 4» 1 使 得 aƏs,, 
ea GO) ik ToT, 为 P RFR, TET, RE 2(T03D(r2, 
(5) 3& Yi, Y, 20 P* hq, Y Ys IOS) SIQL). 
(<) 对 于 P' HERENT YR Yu Qu Y) (YO (Qn), 


C4) # a 为 的 齐 次 理想 并 且 ANN C200) = VG 


£5 


21 


(e) 对 于 每 个 了 第 YCPU CO) = Y, 

Ca) Yet(Y) fa eZ(0) 论 出 集合 (P^ 的 代数 集合 Y) (s 的 齐 
WARE closes.) 之 间 反 库 ( 指 包含 序 ) 的 一 一 对 上 应， ? 

Ton 在 这 个 一 一 对 应 中 不 出 现 ， 有 了 时候 s, 称 作 是 s Ogi 
m. 

(8) P* 中 代数 集合 Y ERTH SANA KY) ARRE 
(e) 求证 P 本身 是 不 可 约 的 . 

(4) P* 是 Naethec 拓扑 空间 。 

(b) P* 中 每 个 代数 策 合 均 可 唯一 地 表示 成 有 限 沾 殷 此 不 相 包 售 的 不 
可 约 代数 策 合 之 并 ， 这 些 不 相约 代数 集合 叫做 它 的 不 
设 Y 是 射影 看 ,5CY》 是 它 的 刘 次 仅 标 环 ,求证 dimSCY 
(BER: Hb ou UA" BODHAR Y: UMS o (Y n 
UD, AQ) 是 Y, QUAERO, 求证 ACE) 可 以 等 同 于 局 事 环 
CY)-， 的 志 次 元 素 于 环 。， 然 后 证 明 SOUSA orh [AA 
Q.D,G-8A) 和 习题 1.10 并 考虑 契 赵 次 黎 1, 问 时 还 得 出 结论 : 当 
Y; 非 空 时 dimY = dimY;, 

(a) dimP" = n 

(5) AE v & P* dup ERG M dimy = diaY, [提示 : 利用 习题 
1.6 BITS 10. 

Pr BRE Y 的 维 数 是 * — 1， 当 且 仅 当 Y 83 EA RIA 
KBNGRIBUEREA. vn P pagim. 

CAPONEN ip 是 A 中 的 仿 射 个 ， 利 用 同 是 映射 2, 将 
A" 等 同 于 Pr 的 开 如 J,。 于 是 可 以 说 Y 在 P 中 的 闭 包 Y, dfe 
E vmm. 

(a) 证 明 IC) Eh SOC) de BUS GERE RI. 2 证 明 中 的 
ws. 

(5) B YCA' R3 L2 pin RRR CHEE 了 CP m 
做 P^ 中 的 三 次 扭曲 线 ， 求 (Y) 和 KY) 的 生成 元 。 利用 此 例证 
明 : 如 果 oon, ER TOC). Bs) R RER IT). 
SHERLAR. RYE P hipanta p 0A 一 


Coss 9) 一 P” HRAMA (as o n) PERURRUIRICA AUR 
《ear) 的 点 。 EX Y EOS OR 


(Y) = 021(Y)01(0,- 0), 


"47 ， 


zu Pe pig 


ii P' pi nde 
C) 求证 AY) A AE ipm es em Se s NY) CR 
Asse.) REIR Pal. 
(h) C(Y) mL BBC Y 不 可 约 。 
(c) dimCCY) = dimY + 1, 


AH 8412608 CY) 在 Pr" høye CC, zmie v 上 的 
nyme. 


EB RACE TIG > tts h TEO ARSE til. 
G) T POBWREEY 的 下 烈 御 件 等 价 : 

(CO KY) 可 由 一 些 线性 多 项 式 生 艳 ; 

Gi) Y R—HEBTEn. 
在 这 种 情况 下 y 叫 作 P «psg, 
(h) iiv 2 P" th r HER RUE NY) An = r PRESTAS 
BA RA 
CO itv uz REP" hitg dUuaY = rudimZ =i, Hota 
m6 WB Y nZ Z. dd. YNZ, YN ZEER + 
s — a GREEN. (将 AH gu k ADB ii, PHH L0DPUR T 
zu. 


212 4 EIER. GR doti 和 yi Ma 为 关于 n+ 1 TE 


Boss BAR RR n (C T) ex os 
POP" f P = laysa) REAL palP) m (M (e), Me 
OF nonse. (CARERE Mi). JANU P' 在 PY 中 的 4 重 分 
ERA. HWT a = d md. WEN = i P' U 8 K A E 


i 


2.14 


245 


P! cuu g v 56 he. 

(2) 8 Ük sys dl rens z+] Fl, Hos MUR M, $ 
a= kel. q ERRERA MAT Z 是 PP do HR 

(b) 证 明 ps 的 象 十 2Cq)，( 容 易 诈 明 一 个 方向 的 包含 关系 ,而 另 一 
Ata 一 些 计算 ). 

Ce) 证 明 o, 是 P^ RHEE ZC) ERIAM 

(4) 证 明 P* 中 的 三 次 州 却 线 (习题 2.9) 等 十 P 在 P 中 的 三 重 分 
UR AU E SR RH bu 
设 ?是 P' Gu — d REALE PB Aig Vennes (Ë 
RZE r ED RCMRUE -AHER RIEPEN 

66 raro 

Segre BA. iR g P' x PILPS ES (sn) X Chai 
bye Ges abis e) CÉCABEREE BAIE. N = noe rer) IER 
第 可 定义 的 ,并 且 是 单 射 ， 这 有 让 Segre 康信 .证 明光 的 
PE. Dx: 设 P" MERLE lokiai iig a 
为 向 态 kpl rere s]etuam nos MR 证 明 fud 
=z(a).1 

ZALEGA D. AE zy 一 sw 一 0 定义 的 P chisi 
Q (Iani 98 RO. 

(4) EAGT P' x P' 在 P' 中 的 Sege RA ODE 3 ñ IRBD 4 
[33 

《by VERB Q 包含 两 个 以 ，eP， 参数 化 的 直线 话 Es 1) C— 8 
性 锋 M 作 直线 ) 并 且 具 有 各 下 性 质 : 如 果 Lost, LOL 一 Z; 
R MOM, MOM, = BSRTER nes L nu. 均 为 一 点 。 


(<) 证 明 除了 这 些 直 线 之 外 还 包含 另 一 些 曲线 ;从 而 0 E Zariski 拓 
扑通 过 少 不 同 肛 于 P x P gg te Corte P 均 具 有 Zarisk, 
Rap. 


246 (a) FR 022 T — E W. 例如 设 Q, 和 0, 分 别 是 由 


方程 t yw = Q 和 sy 一 zw = 0 AEH P: 中 二 次 曲面 证明 
9,09, 是 一- 个 三 次 扣 曲 线 和 一 条 直线 的 并 . 

(5) 即便 两 个 射影 路 XX 的 交 X0 X, EHEM, U XN x, 的 
型 根 出 可 能 不 一 定 为 Xx， 和 x, 的 理想 之 和 。 例如 设 c 是 由 方程 
et ye = 0 给 出 的 P 中 圆锥 曲线 ,为 直线 y = 0， 求证 CN 
fr Poifi KC) + ISNIC). 


2.17 ER. Pi 中 ， HERY RFE ARNZER Feli Y) 可 


dr — XR YER kue REY 可 写成 。 一 "个 
ME i BJ ze. 

(0 EY 8 P^ SAIS Y = z(a), EB. BRE a 可 由 4 元 生成 . 求 
证 dimyr> 一 4， 

(t) UELUT I 5E € Zr LA RUE A Io SER. 

«(c),Ch) 的 逆 丰 成立， 例如 设 Y 是 P* 中 三 次 扭曲 线 ( 避 题 2.9). 证 
BH (Y) 不 能 由 2 元 生成 ， 另 一 方面 ? 求 2 次 起 曲面 H, 和 3 DUBER 
面 H. (Ë Y = HNH, 

es(4), P! 中 每 个 不 可 约 闭 曲线 是 否 均 为 两 个 曲面 的 集合 三 的 交 , 这 
是 一 个 未 解决 的 问题 。 见 Haruharaet 和 Harishorne (55 111,85] 
中 的 评论 ， 


3 oS HH 


TEXTU SERE, eite zie 


许 什么 样 的 映射 。 ROGER UIN ORO 是 同 构 
的 。 本 节 中 我 们 将 讨论 代数 徐 上 的 正则 隙 数 ， 然 后 定义 代数 钱 之 
闻 的 态 射 ， 从 而 我 们 可 以 处 于 一 个 良好 的 范畴 中 。 


HY E A" 中 氢 仿 射 能 。 我 们 要 考虑 从 Y 到 不 的 函数 f. 
定义 ”函数 f:Y 一 大 称 作 在 点 Pe Y EN E EE be 


UCP EUCY) 和 多 项 式 ghe A= Assn IEU L h 


+ 20 < 


处 处 非 零 并 且 fm h. (这 出 将 这 二 多 硕 式 大 成 是 At LYH 
POLT LEY KARRO MR f EYETAN. HER f £ 
Y Lig. 

3834 GRGBMUDEAGAN. PUpECSEIT A 关 且 采 
A Zariski fath. 

证 明 RREANRHRENENY. 由 下 A HARR 
# TIBA, MILRAPHSA aek, WEA (a) = {P €Y] 
KP) = l 是 采集 ， 这 可 以 局 部 地 考查 括 利空 间 Y 的 子 集 Z 
是 财 的 , 当 且 仅 当 Y RAF LU ,使 但 对 每 个 U;,Z NV， 是 
U: 中 闭 集 。 现在 取 UU 为 一 个 开 集 ， 使 生 在 U 上 不 取 零 值 并 和 
j 一 8 及 其 中 she A. M| JINU m IP eY e P)/AQ 
a. 但 是 CPAP) mas BUS 《4 一 a 和 )CP) = 0. MÑ 
PONU 一 Z( 一 a) U, BERR 于 是 PI) 在 了 中 
H. 

BE Bum EE YEP, 

XO AR HY — k FRETES P € Y TEM, ERRETEN N 
UCP e UCY) 和 同 次 数 的 齐 次 多 项 式 g, he S m kles stals 
BEU E ACRBURÜOER. | = e/h ERER RT ME 
8 和 不 是 Pt 上 的 函数 ， 只 要 清关 0， 它们 的 商 可 以 定义 成 区 
教 ,因为 8 和 上 的 次 数 相 同 ,) 如 果 了 在 了 的 每 个 点 均 正 则 , 则 称 f 
EY LEN. 

注 3.1.1 D09802, ERR- GORGE CUERT 
由 读者 补足 )。 由 此 得 到 一 个 重要 的 推论 : MRIN 是 射影 入 
X 上 的 正则 函数 ,并 且 在 基 个 非 空 开 集 UCX 上 |— z, Mj#E X 
的 每 个 点 处 均 有 f 一 4， 这 是 由 于 1 一 4 一 0 的 点 集 为 稠 团 集 ， 
从 而 等 于 

现在 我 们 可 以 定义 签注 贱 . 

EN AA REEMA. k LORO MRR EA 
土 所 述 的 任何 仿 射 筹 , 氟 仿 射 入 HER, RAMNES MEX 
和 Y ERTE MEN p XoY 是 指 人 是 连续 映射 ,并 且 对 年 个 


2 


JEE V SY KA IERI fV 一 4 函数 Fpp V) o k 8 
Er 


Mee M SR E As Muf P FREI e fe a 
地 ， 我 们 有 辣 父 艇 你: BICIS pX Y Rie ES 
BHEILGTEHCRAL 四:Y 一 X ,使 得 eg 一 ide, pop = idv, HE 
总 问 构 一 定 是 -一 对 应 和 双方 连续 的 。 但 是 一 个 态 射 如 果 双 方 连 
BOE H—— HE IR SERERE MS CSIRO 3.2)， 

MENGT BO eT. 

XX AYAR UAY) 表示 Y LAENE SKU ONT 
H. dn PobY 上 一 点 ,我 们 定义 Y 上 在 的 局 部 环 Oo GRO 
记 为 c0 为 了 上 全 部 在 附近 正则 函数 的 芽 形 成 的 环 。 BAE 
说 ,Os 中 的 元 素 是 《Uf), 其 中 是 Y 的 开 集 并 且 包括 P, 而 f 
是 U 上 正则 王 数 ， 若 《7 ,g》 也 有 此 性 质 , 并且 在 UV 上 f= 
Lmg U, Da V, O 等 癌 。[ 利 用 (3.1.1) 难 证 这 是 等 价 关 
Zl 

注意 Cr 是 局 部 环 : 它 的 唯一 极 大 理想 N 是 在 P 取 零 值 的 
正则 函数 全 全 体 。 因 为 若 KP) = 0, 则 11f 在 P 的 某 个 邻 域 中 
也 是 正则 函数 ， 剩 余 奖 域 Oj MAF K, 

定义 BYER, MFEXLY KRYE KO) KO) 中 元 
RE QD WEMA JPU Y 的 非 空 开 子 集 ， 为 上 正则 
函数 ， 并 且 当 在 局 站 了 上 上 一 OH, RIA QU, f) 等 同 于 
Vre) KO) 中 元 素 叫做 Y 上 的 有 理 函数 。 

注意 KO) 事实 上 是 域 。 因 为 了 不可 约 ,从 而 任意 两 个 非 空 
开 集 区 有 非 空 交 。 由 此 可 定义 KO) 中 加 法 和 乘法 ， 从 而 成 为 
I, mF UE EKO) Æ j= 0,0 i ERE vou — Un 
ZG) 上 处 处 下 为 零 ,于 是 u 为 了 EENE, (V1 为 
QU f) g. 

NTETE Y RTI ES T ERAKI OY), EY 中 一 
点 了 的 局 部 环 o, MAA K(Y)。 通 过 函数 的 限制 ， 由 (3.1.1) 
可 知 自然 喘 射 CY) 一 Cr 一 K(Y) 多 是 单身 ,从 而 通常 我 们 把 


lm 


i 个 起 四 


u 


OY) 和 @, BER KUO) KTA. 

将 Y 换 成 男 -- 同 构 的 给 ， 则 相应 的 环 也 同 构 ， 内 此 我 们 可 以 

下 一 个 任务 是 研究 OY), Or W KY) 与 仿 射 答 的 仿 射 谷 
标 环 ACY) 和 射影 窟 的 并 次 从 标 环 SO) ZARA. 我 们 发 
AATA 了 ,ACY) 一 27Y), 从 而 这 是 同 构 不 变量 (RUN. 
FHKE Y, SY) ARE fa EE: EAT Y ER RESP [IBS E 
ACHSE 3.9). 

定理 3.2 设 Y At qubd, A(Y》 为 它 的 访 射 坐标 环 ， 
Ej 

(a) em AQ). 


Ge) 对 每 tA P ,@,= ACY )m,,dimÓ, = dimY, 


(4) KO) BBT AC) iiis Adj KO) XAAR 
ERTS PILAE k 0 885 dimy. 

证 明 我们 分 儿 步 开明。 首先 定义 把 射 aA) n (Y), 
每 个 多 项 式 EA 一 ta nl 定义 出 At E—TIERDAH, 
从 而 也 是 v IGGAM. TREAS 4 OCY)， 它 的 被 为 
IQ?) ,从 而 得 到 单 癌 态 aA) AY). 

由 (上 .4 我 们 知道 ,Y 的 点 ( 即 Y 的 极 小 代数 陪 集 合 ) 和 4 的 包 
& 1(Y) 的 极 大 班 想 之 问 是 一 一 对 应 约 ， 以 1Y) 作 商 环 之 五 , 它 
们 又 一 一 对 应 于 ACY) 的 极 大 理想 ， 进 而 ， 通 过 将 AY) 中 
元 素 等 同 于 Y 上 正则 函数 ， 则 对 应 二 的 极 大 理想 丛 好 是 m= 
{fe QD fO — 0). 这 就 证 明了 《by。 

对 每 个 P FEAREN 4(Y)m 一 Or。 由 于 (为 单 射 ， 
从 而 这 世 是 单 射 ， 再 由 正则 育 数 的 定义 可 知 这 也 是 注射 。 于 是 
ACY)m =Ø. Mf dimé, = heightmp。 由 于 ACY) m=, M. 
(L7YfI CL.8A) BHA dimó, — dimY. ZELT (e). 


(3 


由 《<) 知 ACY) 的 商 域 同 构 于 A, 的 商 域 (对 每 个 P), 并 
BST K(Y); 这 是 因为 每 个 有 理 函 数 均 在 某 个 Or 之 中 。 由 
+ AQ) 是 有 限 生成 代数 ， 从 而 KO) Rb k MERER 
d. 3tB& (7) 和 (1.8A) 可 知 KCO) 的 超越 次 数 等 于 
dimY。 这 就 省 明 了 (d). 

为 证 G), 注意 BC(Y)S ( rn 其 中 所 有 环 均 看 成 KOY) 
MAC. RUE (b) m (O) =n 

ACGY)Ce(Y)S () 4)», 
其 中 m ACY) RAMAR. PPEBCRGE BEA tü a E B 
A AO) = eC) 08 B AERD B — (| 8, Rm R B 


的 全 部 极 大 理想 ， 


证 明 ”我 们 已 经 汪 明 了 这 是 同 胚 快 射 ， 因 而 只 需 再 骆 证 在 任 
意 开 集 上 正则 函数 相同 .在 U, 上 的 正则 函数 局 部 是 关于 matis. 
z, 的 同 次 数 齐 次 多 项 式 之 商 , 而 A" 上 正则 函数 局 部 是 关于 ». 
eux. 的 多 项 式 之 商 。 通过 (2.2) 证 明 中 的 映射 a 种 不 难看 出 
这 两 个 概念 是 一 致 的 . 

在 叙述 下 一 个 结果 之 前 我 们 要 引进 一 些 记 号 . 设 s 十 分 次 
环 ,p 为 4 的 齐 次 索 理 根 ， 我 们 以 Sa ， 表 示 3 对 于 乘法 集合 T 的 
局 部 化 中 0 次 元 素 构 或 的 于 环 ， 其 路 了 为 5-p 中 齐 次 元 素 全 体 . 
注意 TCS 其 有 由 seg(H 的 一 degf 一 dege 给 出 的 自然 分 次 ,其 
rh f,g PARERE fe S,ge T. Su) 是 局 部 环 ， 其 唯一 极 大 
理想 是 (p. TS) So, FRESHER, MHF p 一 《0) R 
们 得 到 域 sm。 类似 地 ,如 果 了 为 3 中 齐 次 元 素 , 以 So 表示 局 部 
化 3 中 人 0 次 元 素 子 环 。 ; 

3834 RYA PU PREES EERIRURRUR M 

(a) @(Y) — &. 


enr 


fe SCY)| ERRARE, M Go 一 Suv. s 

(e) KO 8s Jerone 

证 明 设 U, A P^ ESE n 0,Y; = YANU, Bio) 
HTA p TA U. FREI F A^, 从 而 不 妨 将 Y; BED H. 
我 们 如 下 鬼 作 间 鬼 pt: ACY (Qua: BEATA Roo css, 
yen, tr fO I ful tis cos rial 
*abxm. cca z f) (OUQ2)0SüE38), KAR (Y) BR 
ICQY )$6 220,218 2.9), f& e P AANA E AAE gp. 

现在 证 明 〈b)。 设 疡 为 Y 中 任 一 点 ， 取 /; 使 号 Peyi。 由 
(3.2) 知 OPSAL Jm Up w, Z AYD mo RET POBRE 
想 ， 易 知 p) 一 mp SC )up 但 是 # 和 mp， 而 局 部 化 运算 
是 可 传递 的 ,从而 AQ) eESQY) (ne) REAT (b). 

为 证 了 明 (<) ,我们 再 利用 (3.2) 可 知 K(Y)=K(Y;),ifi KY) 
为 AQ 818,8: o? HAE XREÉT (Yu. 

为 证 明 (a), 4 feo(Y) DEEE, 则 对 每 个 i，f 
在 Y, 上 正则 ， 从 而 由 (3.2) 可 知 f EA). BERIME T 
ACT DSS Japs Mm f TBR g/zN;, 其 中 ges) EO N, 
次 齐 次 元 素 . 将 O(Y),K(Y) 和 SQ) ARR SY) 的 商城 工 
的 子 环 , 则 对 每 个 pxyifeSC7)w) 取 N 2 EN; Il SCY) 是 由 
XToan,ccon ÜNTORUDUBED XC z 的 次 数 2 Ni 的 
那 绪 张 成 的 -向 量 空间 ， 于 是 SCO) e ESC) 通过 选 代 
可 知 对 每 个 g> 0,8(Y), * PESCO Y .特别 地 affe SC) 《对 
#+ q>0). 这 表明 工 的 子 环 SCY)[f] 包含 在 ns) 之 
路， 而 后 者 为 有 限 生成 SY) BR. 由 于 S(Y) 为 Noether f, 
SODI 是 有 限 生成 SCY) Br, bof f dE S(Y) EEC Atiyah- 
Macdonald[1,p.59])。 这 意味 着 不 在 元 素 41,…,an € SC), 使 


fe 


"aft! +: + a, = 0. 
出 于 上 的 次 数 是 0， 我 们 可 把 as 改 成 只 用 a fo 次 齐 次 分 量 ， 


2 


ESRARI (UE SO T 从 而 a ek, FERE 
GL GB REIR STE FER RART EA 
一 个 结集 末 明和 如果 XX 和 是 仿 射 访 , 则 X 同 构 于 YY, 当 卫 
IAEA k 代数 ACO JAF 4(Y)》， 但 事实 上 证 朋 给 出 更 多 
OWE MEREU TERMAR. 
命题 3.5 E YE. 则 存在 集合 多 
Bus 


a; Ham(X , Y) &HomCA(Y) ,6CX)), 

其 中 左边 Hom RRUGA MAA Hom 表示 k (COS. 

证 明 ATEN p:X—>Y, oq "pv ERIS X 上 正 
MN Maio ipo H CCY) 一 OCX) EB E SA E & IÇ 

数 同 态 ， 但 是 在 (3.2) pom BCY) 兰 4(Y)， 从 而 又 得 到 同 态 

ACY) 一 £00. xm i RA 

反之 ， it ADAQ) -> OX) ^ 4 RAAS. MRY 是 A 
HAR, 刚 ACY) = k[z, cs AIC), A n ERa fE 
ACY) PAIR, BER 8 = AGO al), GT X ER 
函数 ,从 而 用 它们 可 定义 映射 eX — A, p) — E) 
SCP) 闪 对 于 P € X). 

我 们 证 明 Imo CY 由 十 Y —20007), REEN EA 
fe (Y), KGGCP)) — 0 即 可 但 是 

KAEN — KG GO», 8C. 
ME f EZAMA A k POOR. Mi fe (Y) 可 知 
FCD), SEU) = AGO. DCP) 一 0 

TE $y di SPIRAL 六 一 了 ,而 此 映射 诱导 出 给 定 的 同 态 加 

为 完成 证 斗 ,我 们 只 需 丰 证 和 是 态 射 ,这 是 下 面 引 理 的 推论 。 

引 理 3.6 jk XERE, vob A^ hyg, WEOgE 
由: 天 一 也 RES. 当 具 公 当 每 个 i, zog PrE ENEY dt 
Pomor DA [iint 

证 明 HUS HER 2051, V ARNE ned HA ENTIA SR. 
B2, Biz nog 正则 ， 则 对 姓 个 多 项 式 f dna, fot 
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tfe x uet. di T Y 的 闭 集 均 可 由 多 项 式 的 公共 零点 
来 定义 ,并 且 正 则 函数 均 是 连 绕 的 ,从 而 42 ' 34 UH SE B DX HIR, Bi 
PERII. BRA, HPE Y DTE BIENUKI PA SCR RUN E: 
项 式 的 障 , 从 而 对 于 在 Y EGHIR KEMTA geod 均 
正 唱 ， 于 是 中 为 态 射 。 

317 i Xm UB. XY 回 构 
和 AQ 省 为 不 RAER. 

证 明 由 工 向 AAEE. 

RARE A, LE R GA pz FER: 

W 38 Uf XAO Mh k E05 
CERERI Z I LAS 

最 后 我 们 般 述 一 个 代数 结果 ; 它 在 习题 中 要 用 到 。 

定理 3.9A CEGIBUSTSEREEO 设 4 为 整 环 , 同 rf 
限 生成 代数 ,大 为 4 的 商城 ,了 为 大 的 有 限 代数 扩张 ， 则 4 在 工 中 


meme 4 是 有 限 生 威 了 樟 , 也 是 有 限 生成 k 代数 
证 明 Zariski-Samuel | 1,25 1 46,36 5 SE, SER 9, p. 267], 


3 "5 
324 (a) 求证 A: EGRE UC HEP At 或 者 同 构 于 A'-(0) 
(8088 1.0). 
(b) 求证 A mn T ERO EE RT ROT-T EGRE Ro] Hik KATKA 
Bi 6.7). 
(e) P: h ty e Rikra TIT. P 
(4) RAAE ASIB 4.5), fE RARMAN. (d gë GE 
明 A: REEF P", 
(6) m KO HIST RE — AHE RU C k W EUR 
3.2. WE nan RB RR E ETETIS (RE REDDE H MET- EERIE. 
G) Anit p: A'OA'S OQ), 证明 v 定义 出 从 A' 到 曲线 
rtm L-R ALAD ER dH 48 REP ARE ERR 
(b) Xin; AER k HIER po os E X pi Ati Ati. R 
VE 9 --— XL ERO ER BR AR xc o pe Frobenius d 
eMe 


3.4 
3.5 


3.7 


g. 
G) 设 o:XOY 为 套 射 。 则 对 每 个 PEX p 诱导 出 局 部 环 的 同 态 
PE: One pu 

(b) iE: Sie Xl, SARA PRAEFATI P e X, d 
FoU LWE SS zz EMITIR. 

CO 求证 若 eCOÓ 在 了 中 国 密 ; 则 对 每 个 PeX, vg Hapy 
XE P 的 2 UYKU AC 188 3.12) 是 P。 与 灌 和 人 象 之 问 的 记 构 ， 
uk iion aC ERIA RATRE TERE “tr 
射 的 "， 如 果 HCP* Kuih, -H fob. uas D 
HIRED 4, B P 在 P" 中 的 4 EIRA H H BI AUTE H 
35 P" Mk TE THEO.) 

#EIDDW SBS ME. Bln, IEA X = A: — (00,0) REY 
SH. (BUR: 证 明 PD ed oes] 并 且 利 月 (3.5。( 第 三 章 HE 
人 .3 给 出 另 一 证 明 .| 

44) GRIE P: d LEER Ao eoo 2s e Ez. 

O) ERME: GYA P het WHER HAERE, 
则 YnHseo. (B3: 利用 (习题 3. SARI 1e) ETE I E 
JFTC). 


3.8 i H, 和 H; 23 P* 中 由 z = 0 f s; — 0 EXEC 


3.9 


j). 求证 一 CHiN Hi) 上 的 正则 函数 必 为 常数 《这 给 出 〔3.44) 
RT Y =P 情形 的 务 一 个 证 明 ). 
IRHEGEIRUAERHORRERIEIRISE. Pig] X — P', Y Xp PU # 
P 中 的 2 4A WE XY 【习题 3.4)。 但 是 证 明 SCCRSQD, 


324 于 于 拓扑 空 间 的 一 个 于 第 叫做 尾 员 部 闭 集 ,是 指 它 是 它 的 闭 包 的 开 


E RESIA TARRE NARD. 
JURE AURCACR UH IEBO, Y 是 的 不 可 约 的 局 部 闭 子 
RNY RA 仿 肌 (或 射影) 室 间 的 局 部 闭 于 伟 ， 从 而 也 是 氢 仿 射 这 
EURER). REKRY 上 的 诱奸 结构 并且 称 ? 为 x 的 
TR. 
设 pY X58, VOX 和 YEY HERBATE HA 
PONDSY, 求证 plet >Y AEH. 
1 Ex XERE,P eX. IRURE O, HEREN 的 包含 ?的 闭 
TEXHRE-— HR. 
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Auf PREX F— J UI dino, = dimX。 [提示 : Eh HAER 
后 利用 (3.2c]] 

TERUERUR. UY 4X T3. Ov $ QUID 的 等 价 类 集合 :长 
hu W X HERR, Un Yes Ø, HAIA KEMAH. de). 《D512 
H O40 等 价 基 指 在 Fn E f — s, RE Or,x AB, HA 
伞 类 域 为 K(Y). 并 日 dimOy,x = dimX 一 dimY, ixWüfgx fev 
MX. 注意 着 了 一 “为 M) Ov = O, T Y = x 时， 
Ovx = KOO, MEY 则 KCY) Ue 1VS9DBDER, 由 此 我 们 
PRSLES RUK, HORA EBURACEUB09. 

M 8091894. $ P' 为 P^" 的 一 个 二 平面，Pe Pre — Pho 
映射 gP 一 {Pj 一 P",p(2) = 过 PP 和 0 的 唯一 直线 与 P" 的 交 。 
(a) 求证 9 是 态 射 。 

(8) iv 为 P' REKHA EE P gua I ERANA 
1.12)5,4 rw X P! 上 并 次 坐标 ,我 们 称 Y 为 由 参数 化 《zyaeiw ) 一 
Goyder) 给 出 的 曲线 . 设 Pm (0,0,1,0), P 为 起 平面 = 一 


9, 求证 Y 从 点 ?的 投射 是 平面 中 一 条 有 人 尖 点 的 三 次 曲线 ， 决 定 此 曲 
级 的 方程 
Tl Bi. 设 XCA* fn Y= A” ffr. 


G) RIE Xx YC Ace" 对 于 其 诱导 拓扑 是 不 可 约 的 。 [gos 8 x 
xY 是 两 个 闭 于 集 之 并 LUZ. 4 和 一 frexizxyE2，f=1 
2, 证 明 X-OGUXQ ER X. X, SUB. 于 是 X 一 X 或 省 
X, 从 而 XxY=Z, 或 者 Z MAME XXxY fex Sv 28. A 
DIM X XY 的 拓扑 一 般 不 等 于 于 拓扑 (可 题 1.4)。 

(8) RE AX KOZARA), 

《<) 求证 Xx Y AI MTS OD ENERA: 

G) AM XxX 和 XxY—ƏY HE ef (G) AAT 289 Z 
一 X，2Y, 则 存在 唯一 的 态 射 ZO xY, 使 得 图 表 是 交换 的 。 


(4) 求证 dim(X x Y) = dimX + dimY, 
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3.46 fUMIEEAI f. PMM Segre IK ACH 2.1048 Tx P" SF en 
POMPE PaPe DOS ERAI. DET HEBR THU SERERE XE 
P^ Ki YZP*,X IE XYP Pr 
(4) R X XY RUE W. 
(5) fü T CR Y MERERI WI X x Y. fe hie. 
“Cc) 求证 Xx Y AKARIN. 


3.17 E. 禾苗 作 是 让 点 F 处 正规 的 ,是 沸 Or ERMIR. BYES 
RUSSES v iu 
(O 求证 P! da^ BA UEM. 
(b) 求证 P dT Quen = ze 和 Quy = t E E RÉ) OR 
后 者 参见 (第 二 章 ,习题 6. 0.). 
(e) RIE A! BASURA! mn RER 
(4) E v 3p RERG Y ERSAY) fft. 
(O B v SNE. KUEEEMRDSE Y 和 态 射 fY 具有 
如 下 性 奈 : BZA EWE H ert Y ARREN gZ 在 ?中 
Ti) GE rnb— Had Re ZPE o = ==8, Y DRY RIEN 
化 ,证 明寺 要 前 面 的 《3.94)。 

3.18 


iG 222 MR RUCALARAA SO) REM. 
GO E Y RRHESUEBIO Bi v LEN. 
(b) IERERIzSIBL D EE E E HURCI EAE IE HAS Bán E v X P: 中 
由 参数 化 Crayossu) = Grana) LIP ERR HR, REY E 
RORHERER STRAIT CREE SE 5.6). 
(e) 来 证 土 坟 四 次 租 曲线 癌 构 于 POT P AHERENI FEH 
影 式 正 贡 性 与 花 人 方式 有 关 . 

39 A" WARR. iR p:A* 一 A* 是 由 “变量 oeste 的 多 项 起 Fans 
f, BaBi825 84, 2 一 de (35) 是 9 的 niti 多 项 式 。 
G) Bv HA CE A" SAADA EFRA. 
t") SEAT + = 的 情形 GO 的 说 总 藻 成 立 ， 也 是 未 鲜 决 问 
Ea, un l, Vitushkin?tl, 

3.20 Y ARRS f PO YO IEHL, 1 为 Y—P LEMAK 
fa) 求证 了 可 扩充 成 了 十 正则 函数 。 
(b) RES dimY = 1 时 这 不 再 成 立 ， 关 于 进一步 准 广 见 (第 三 音 ， 
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Um 


518 3.5). 
an A DEROGRY RUM p: YxYOY EOS Y RARA TERE 
URP OHNE sor LETH YY, 
(4) MER G, IR A 和 态 射 u: AIOAS is 的 = a ta 
给 出 的 ,求证 G, EHR 
(b) ARER G, EAR A'— ((0)) MAH pees b) = eh iN 
BRE Ga JER. 
(<) MRCOHRR, X HERR RE Ham(X,G) RA PRIRA 
H. 
(D 对 于 每 个 路 ,我们 有 加 法 开间 构 Hoax, 
(O) RETP-AA-R X, RIDEI] Hom(x,G. 
B. 


4 有 理 映 射 


本 节 我 们 介绍 对 于 繁 的 分 类 很 重要 的 概念 : 有 理 映 射 积 双 有 
理 等 价 。 有 理 陕 射 是 只 定义 在 某 个 开 子 集 上 的 态 射 ， 由 于 伐 的 开 
守信 是 向 密 的 ,这 号 书 经 具有 了 许多 信息 。 从 这 方面 来 看 ;代数 几 
何 比 微分 几何 或 者 拓扑 学 更 为 * 刚 性 "特别 地 ,只 在 代数 凡 何 中 才 
有 双 有 理 等 价 概 念 ， 

BRAL XRY ARpA XY PISA, HUE 
非 空 开 集 SEX， 使 得 plm hlo ç = #, 

证 明 可 设 YEP (对 某 个 a)。 通过 与 包 侣 态 射 了 一 已 
ARRITE Y =P ABR P" x P"， 它 共有 由 Segre (E 
人 给 出 的 射影 入 结构 ( 习 显 3.16), 态 射 儿 和 由 决定 出 映射 中 x +. 
X 一 P" x P*， 由 习题 3.16(c) 知 这 是 态 射 。 令 A= (P x P| 
PEPY 是 Pex Pr AATE CMAR (zi = ayil < í, 
| nt 所 定义 ,从 而 是 P* x Pt 的 团子 集 。 由 假设 可 知 p x h 
《UV)SA。 但 是 上 在 X 中 秽 密 ,而 和 为 闭 集 ,从 而 o x oSA. 
KU p — 0. 

定义 ” 设 X 和 Y X, ARAH p:X>Y 指 的 是 (U, pa) 


BEMI hu X XI IEEE euU — Y ESAE. OERQU, 
qu) 53 (V, ov)? Str, SERA: UNV E pe 与 qv 一 致 . 
如 果 等 价 类 多 中 对 于 某 个 《po》( 有 从 而 每 个 《Doo》》。tmerw 
TEY rb Rida, UBI ERS O 是 支配 的 ， 

注意 由 引 理 4.1 TALARN (U, eu) 之 间 的 关系 是 等 
NEA KEEB: HERH p:X 一 Y 一 般 不 是 集合 X 到 的 
映 剂 ， 支 配 的 有 理 觅 射 的 复合 显然 仍 是 支配 性 有 理 觅 射 ， 从 而 我 
(SEL E RS ICHE B E HELLO B TRE TER Hb h“ F 
uuu AA, 

RRECETEHRM oY —CEBIHDURIS dog 
id 和 pog 一 idy， 和 如 果 存 在 从 X 到 Y 的 双 有 了 再 映 射 ， 则 称 天 
Tay X88 T HOCH FOU SUC AN, 

本 节 的 主要 结果 直 ; SOS üa 8 ER HARNES MF 
k VE PACHOR SE L) E ORC EA RC RE RAT 
UE Hess DUE HE EFI Ee UIT T ot e HS 2n 
RA BEET (UR, RIRA nik A ERR B On. 
引 理 42 iY E At hi Ka, cun) 一 0 给 出 的 组 
dU, 则 A'—Y ET AU dd naf = 1 给 出 的 起 曲面 


H. 特别 地 全 一 了 Eom. 3E B 0645 t e A kirta 


EAM 

证 明 对 于 Plasa) E PP) m (ssa. PL 
q:H—A* 显然 是 态 射 , 它 对 应 于 环 同 态 A> An HH A 二 kn， 
有 一 mg 显然 是 一 一 对 应 ,而 img = A’ — Y. 为 
证 四 是 同 构 , 只 需 再 证 s 为 态 射 ， 但 是 plassa) =U 
051/ 大 a 00)), 从 而 由 《3.6) 可 知 p 29 A^ — Y HHR 
的 态 射 ， 

命题 43 GORY 均 县 有 由 一 些 开 仿 身子 集 构成 的 扩 扑 基 。 

TA 我 们 需要 证 明 : HEEN PEY 和 开 集 U P.G 
ffi V EB PeVeU, HX. TUER m RITR UV 一 


die 


Y. K. HC Y S T OSEE (hatiin 8: T u X uk 
Y 为 A* RUGHE. eZ = 了 了 一 了 ,这 是 A PAR, e YG 
A= kiant] 是 Z 的 至 想 。 由 于 Z 是 闭 集 ， 并 有 PEZ, 在 
在 多 项 式 fe af, 使 得 其 P) 关 0. AHA A ririk R f — 0,8 
ZEGH, 但 是 PRH, 于 是 Pe Y— YO H, fiev KIFE. 此 
^4 Y—YnH 又 是 A'—H min R maA A'—H o 
仿 射 的 ,从 而 了 一 YNH 也 是 仿 射 的 ， 于 十 Y — Y Y H BS F 
TR P LOT A d, 

MEIER TEREE, A q aX Y ZAHER AI, 
《U ,pu》 是 它 的 一 个 表示 , 令 fe KC(Y》 是 有 理 函 数 ,表示 成 《V ， 
I, rn V JE v 的 开 集 , f AV EIEWGUE. AF quU) 在 Y 中 
天 密 ,pz《Y》 为 XX 的 帮 空 开 集 ,从 而 opr 是 ganV)》 上 正则 二 
数 。 由 此 给 已 XxX 上 一 个 有 理沙 数 ,并 且 定 义 出 从 KCY》 到 KX) 
的 ARCU a. 

定理 44 ZANY PERMANE REGATAN 
集合 之 间 的 -二 对应。 


证 明 R ki EERIE 设 0.K(Y) — K(X) 是 
代数 同 态 , REGE Y) XEY 的 一 个 有 理 喘 射 ， 由 (+3) 知 了 
BORSE DUC y Ur. E A) o8 Y rati it Ser 
Hyo. y, 为 下 代数 ACY) HERO IE 00), … :907。) 是 
XX 上 有 班 函 数 。 我 们 可 已 求 得 开 集 U 刁 XX， 使 得 所 有 函数 90) 
4EU FfSiERM, T EO 定义 出 大 代数 单 同 态 AQ) 一 OV)， 由 
(1.5) 知 它 对 应 于 态 射 pU — Y. 这 就 给 出 从 XX 到 Y 的 一 个 支配 
的 有 理 映 射 。 TERHERE U) PRA G) HKN, 
并 且 是 包 前 定义 的 映射 的 逆 。 

为 了 看 出 定 丙 中 所 述 的 范畴 等 价 性 ， 我 们 只 需 检 查 ， 对 每 个 


2i 


É 了 ,KCY) 任意 上 是 有 限 千 虐 的; 反之， 如 果 K/A 为 有 限 生成 
扩张 , 则 存在 其 个 Y 使得 K — KY) Any 082, WAY 的 仿 
HFE U 使 得 K(Y) — KU), 因此 可 设 v 是 仿 射 的 ， 然 后 由 
(3.24) 知 KOY) IE K IAR ERT IR. 另 一 方面 , 设 关 是 六 的 有 
WERE ER AR yu so y. € K 是 其 生成 元 集合 ,8 是 由 ec, 
y, 生成 的 玉 的 下 子 代数 。 则 8 十 多 项 武 环 A= kleit] 的 
商 , 从 而 在 A" hH RAE y tE B = A(Y). FE K SKY), 
这 就 完成 了 证 六。 
RAS 对 于 任意 
G) Xñy3 


BTEXmY, 下 烈 族 条 件 彼此 等 价 , 


Gi) 存在 开 集 UGX 和 VCEY, 使 得 与 7 同 构 ; 
Gü) KQO = K(Y)G RRA). 


证 明 G) (D. 设 p:KX Y Ja quY 一 XX 是 互 逆 的 有 
Ek. o ETE CU, o), $ 表示 成 《V 2. WE doo TR 
TÈ (p (V), doo). HF dog 一 idx《 作 为 有 理 映 射 )， 从 而 
dep 在 a (V) 上 是 恒 等 映 射 。 类 似 地 ,wow 在 pU) 上 是 
ERER. MER gd 《DD)) 为 X 中 开 集 ， 取 nC QD 
为 YIR 开 焦 , 由 由 构 作 方 法 可 知 呈 和 中 给 出 这 两 个 开 集 是 辐 构 的 。 

(i) e Gii). 由 前 数 域 的 定义 推出 。 

Gii) = (i). Pise RE 44 推出。 

作为 双 有 理 对 应 这 个 概念 的 一 个 说明 性 例子 ， 我 们 现在 利用 
域 扩 张 理论 的 某 些 代数 结果 证 明 每 个 仁 均 双 有 理 同 构 于 超 曲 面 . 
我 们 假定 读者 熟悉 域 的 可 分 代数 扩张 ， 女 越 基 以 及 域 无 限 扩张 的 
超越 次 数 这 些 峰 念 ( 见 Zariski-Samuel [1,28 2 $1). 

定理 4.6AC( 本 不 元 素 定 理 ) T C/K 录 域 的 有 限 可 分 扩张 ， 


AETR eé LER L = Klo). Amm 了 上 一 天 (8 
DEDI ROLE a= at 
十 十 cp 

证 明 Zariski-Samuc| [1, 第 2 Xt, jp PR 19, p.84], RZ 
iet BER iN, 


Hc 


ES. sirik Ki od 作 可 分 生成 的 ,是 指 存在 K/ 的 超越 
E {si} ,使 得 KAU ATARUDI, a KERER E or 
penr. 

boh “tA ue Kik EARRA ET, 


Pu Zariski-Samuel [1 FE g. a 30,p. m 
定理 SA ik dis FACI IRE RA FEI) E 


证 明 Zariski-3amuel [1,55 2 #, He 31, p.105], E 
Matsumura [2,58 10 32, &, p.194], 

$H49 $T Mp XURNTAST PU CEDE 
ET 

证 明 X (DER ELE K ER ARERI f, 由 (4.8A) 知 K/k 
是 记分 生成 网。 从 而 有 超越 应 xus € K, E KR 
x) 为 有 限 可 分 扩张 。 HE (46A) 我 们 可 后 该 到 ye K, E4 
K Ans xs y), RUE GE kenter) 上 上 代数 ,从 而 了 是 
ADET kotiti) 的 基 个 多 项 式 方程 的 零点 , 通 分 后 得 到 不 
林 约 多 项 式 大 xy) m 0, CELT Ar 中 一 个 规 曲面 ， 
并 且 其 函数 或 为 天。 由 人 (4.5 可 知 此 超 昌 耐 双 有 理 等 价 于 X, E 
的 射影 者 包 ( 计 是 2.97 就 是 所 求 的 超 曲 面 Y CPI, 


KF 


lA XCEPIULTIS mt, RENERE ANK 
FITERE ERREARI MEIERI A 

BERE A 在 点 e= (0, 70) HEF. SAR AX 
P+" HAE 3.16 ARUHE UR or 是 A" 的 人 
AUG yes, PIT ARA ROK SRESKE), gl 
A* x PT chino EERST zu 的 多 项 式 定义 的 ， 并 且 这 
些 多 项 式 关于 诸 v, Rant. 

A" 在 点 O REJEA A* x PU 中 由 请 方程 noie 


EE 


ziy | Sii n) E 28931 T 3: X. 
x. At x Pa" 
— 


vo 


通过 A" x Pi 到 第 一 分 最 A 上 的 投射 我 们 得 到 自然 态 身 
多 :于 一 在 "， 钢 在 研究 天 的 性 质 . 

A) 如 果 Pe ÀA', P s< 0, piP) 是 一 点 BEE, P 
给 出 问 构 X — g "0) & A* —0, AIE P=la taa), H 
中 其 个 o8 0, PXx(y6 YE p 00D hy; 
Cadai ift Go: y.) 作为 P 中 的 点 是 唯一 决定 的 , 因 
为 令 ycce RITTER isr) =la, sa). 于 是 COP) 
是 一 点 . 进而 若 PE A" 一 O, RR &(P) (a, t 22 X (a 
to, a.) 便 定义 出 P HF. KAA X — ea) AAF 
A'— 0, 

Q) 970 & P^, 这 是 因为 gC0) 一 人 点 0x810~ 
Crist sYa) € POR JB fe GUB D. 

G) 970) 中 点 一 一 对 应 于 A" 中 过 O 的 直线 。 事实 上 ， 
A" 中 过 0 的 直线 上 可 由 人 参数 方程 z 一 aaa <i =< n) 给 出 ,其 
中 ack REDE, Mical 现在 考虑 X — o (O) 中 直线 
L = e (L 一 0), 它 由 参数 方程 = ar, yi = ar, 16 A'— O 
1&0. (BRE y, 为 P^" 中 齐 次 坐标 ,从 而 L 同样 可 描述 成 z, = 
at, yj a, EA — O. 这些 方程 对 + 一 4 也 有 意义 ,由 此 给 
出 L 在 XX 中 的 闭 包 L. REL 与 (0) 交 于 点 Q — (a, 
ese) €P 1! 从 而 我 们 大 到， 上 站 > Q 给 出 A' hito 直线 与 
P(O) maii A . 

(0 x ERITAR. 事实 上 ,XX 一 (X 一 pg (0)Ug XO. 
WARAPA 一 O, 从 而 不 可 约 。 另 一 方面 ， 我们 已 经 知道 
9 (0) 中 每 个 点 区 在 X — e7CO) 的 某 个 子 舍 ( 即 直线 L) 的 
闭 包 中 ,从 而 X — pO) 在 XX 中 稠 ,因此 XX 不 可 约 ， 


` dé 。 


fi ou 

fX HYE A MATEK OEY, 我们 把 了 一 《qt 
(Y 一 0))Y HER Y ZEGOBIBET, Kn pX — A" R.E E 
还 的 A* 在 点 0 的 胀 开 .我 们 还 以 qiY c Y 表示 将 py:X A" 
限制 于 多 侧 得 到 的 态 射 通过 坐标 线性 变换 将 点 P 变 成 0 之后， 
可 以 得 到 在 Az 中 任何 点 P 的 胀 开 。 

注意 给 出 同 构 了 一 yg (Q0) 兰 Y 一 D， 从 而 9 是 了 到 Y 
的 双 丰 再 态 射 ， 又 注意 : 胀 开 的 定义 看 起 来 依赖 于 Y 在 A" 中 的 
RA O3: EBHITES TUMT RN PE ROS T $e, 7.151). 

36 Y ch — gum foede RiEdk o 附近 党 过 O 直线 的 不 同方 
F0 Y "YE" ,我 们 将 用 例子 说 明 这 个 作用 ， 

例 49.1 谈 Y 是 由 方程 y= z(x + 1) 给 出 的 平面 三 次 曲 
££. RIMENO H Y IET 3), ix ($0 f: P 的 齐 次 坐标 , Ml 
A) $O lI X 由 A! x P! 中 方程 su —iy REX, CER 
A) 于 是 把 口 氛 成 P' SXEODMIIESUEIBH SN, RITXI P 
LAER s JE ELZIN E. 

Jd A: xP 中 方程 组 y= r(t 1) 和 xu = dr, i8 
到 YY dc XeBüu ui, P 由 两 个 开 集 : s 0 FE e 0 fr 825, 
现在 分 别 考虑 这 两 个 请 集 ， 如 果 (06 0 可 设 一 1， 用 “作为 仿 
间 人 参数 ,于 这 我 们 有 A' 中 以 ry ua 为 坐标 的 方程 组 

y = (r + 1), y = zu, 
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做 变量 代 换 得 到 ru — xxr 1) — 0, 左边 可 因 式 分 解 ,从 而 我 
们 得 到 两 个 不 可 约 分 支 ,一 个 定义 成 :一 0,y 一 0, CORE, XE 
是 EE; 而 另 一 个 定义 发 # 一 x 十 1,y 一 zw, 这 是 Y. 注意 Y 与 
EZTA n= 十 1 这些 点 对 应 于 Y 在 O 处 耳 个 分 支 的 斜率 ， 

类 伏地 可 以 检查 ,* Bb AS SEI E E Fa AAR ERR, 
后 者 叫做 轴 的 SEARRE E 对 应 于 直线 L= 
z : 


MO. F :于 点 # 一 0。 如果 考虑 AP X P' 的 
万 一 开 集 x =< 0, TRY 9007248383 5; E zz T 


=0,#=1, 


RRE Ps, ER RNE BDE YH RQ O 39 HR 
4484843623). mR Pe e E lk S, EN 
deer X h Bde, BEENS E 221413 2) J 


3 


4.1 BARBIE xf iu 和 VvV KAEWA, MO BZ u n v 上 
f= REBEL 上 为 户 在 了 上 为 g" 定 义 的 函数 在 VU UV 上 正则 . 
TRGS! T Xx EATRR MEE X9 TETTE U, HR rU 
EaR EMEK. Ws Eu 的 诸 志 有 

4.2 ”对 于 有 埋 映 射 可 所 同样 问题 ， 没 Jo:X 一 Y 为 有 理 映 射 ， 求 证 存在 x 
的 最 大 开 集 URGEL BETREE. RMY 在 di dg 
Xx. 

43 《9 设 1 为 PP 上 图 f = rz 给 出 的 有 埋 函 数 .。 求 1 有 定义 的 点 
FEFE AU LEON prio ic BIER sz. 

(b) 现在 把 上 述 f fk t Dk PA, 将 A' XL P' ch, $ 
PPP ARAARA PIR t. REAREA HEI A 

(4 AR Pf Pe (WAN n) #33& Y EA B BhA. Sya 

以 等 价 地 定义 成 : KO) Ë A AREK) 

(a) P 中 每 个 区 狼 此 线 都 是 有 理 同 线 . 

Cb) ERRAR y: 一 8 是 有 理 曲 线 ， 

(e) ikv 为 P: RIKA ARE y mro 5), 

求证 由 点 P= 00,1) HEH a = o 的 投射 《 习 申 3.14) EFAA 


，38 ， 


v Sj P^ AMARA Md Y AENA. 

求证 P' 中 四 次 曲面 gt: cy = = HERBOT Pu SARSI 
P (BILI 1.15). 

Tu Creciaoa Ed. P: flea mdigen Sew Arn TER Cremona 
GER. KPAH A dORIUOUE TERT ODER v: 
di2) essais te) Caste. Š RTT 33). 

G) REP ARARE BAN 2 15. 

(b) RFE UVP) p:U DA. 

(e) R € 和 po 有 先 义 的 开 集 ， 划 描述 相应 钓 态 射 ， 还 更 (区 五 章 
4.1.3). 

设 关 和 Y MNE, deeds P en Q ev, EERME Art 
和 ow 作为 代数 是 问 仙 的 。 求 证 存在 开 集 D fü V, PeUCxX, 
9cYC» fu s v fq P ki 0. 

(a) RIEA EER >l 003605 C S. RẸ: 先 作 A 和 Pth 
后 对 任意 的 X 对 于 dimX 8L BH (4.9) DiX RARS ismi 
ERCP, 利用 习题 3,7 证 朋 从 # 外 一 点 将 所 到 Pt 的 役 射 是 注 
WE P 中 每 点 的 原 像 绝 是 有 限 个 点 
(b) 自 此 推出 《和 任意 两 个 易 线 均 富 师 ( 参 见习 古 3.1). 
[IL r AHER + 2， 求 证 可 适当 迄 取 了 和 线性 
R Pr EP HOA PT] PIT is IE 3.14) WSB x 到 
CRXCPO TAB, AREMA (1.64), (4.74) 和 
(48A). SERIUERECA 3) ib) Ek EL SUE SERE FG ER 
射 得 到 

设 Y 为 A: 中 三 A sa, 在 点 0 = (0;0) FERT. 全 
为 例外 曲线 ， 为 的 严格 变形 .求证 ? 与 了 交 于 一 点 并 且 Y 
A BARET GH o: PY 为 双方 途 续 的 一 一 对 上 但 不 是 加 
B. 


一 Pa Cang 


5 3 # E 


PORULII TIE pika au Fin hik 2. 例如 在 复 


BRE LAERIHE KE BA IEEE HE MUE ESPERTI ELE x 
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HOLE E Es mg 9233 UE FSU T se x BR HUS # 
项 式 的 微 商 . 

XXL 设 Y As MARR. forthe A 和 zl 
R Y WJ tai k CE. MRE COR Oso 的 秩 为 
2 r (r = dinY) ikv 本 点 P € Y 是 非 居 的。 如 果 Y 在 每 点 
均 非 异 , 则 称 Y Jc lesen. 

让 我 。 洗 先 ， 生 任 付 城 上 多 项 式 对 它 某 个 变 最 
的 偏 微 商 均 是 右 辣 义 的 。 谍 们 可 以 吕 应 用 通常 的 微 俩 法则， 而 个 
FARME, HEERE p> 0 的 情形 和 挟 发生 一些 古怪 的 事 
情 。 便 如 让 于 在 中 p 一 0, 尖 而 当 f) m r^ 时 ,dffdx 二 px? 
二 0。 在 任何 情况 下 ,如 朵 f e 4 为 多 项 式 , 则 对 繁 个 i，Of16x; 
LESTE. HE (COR Ox PL ffe PAS Jacobi BF. + 
准 证 明 ， 上 异性 的 这 个 定义 与 ¥ 的 理想 生成 元 集合 的 选 正 方式 是 
无 关 的 。 

我 作 定 文 的 一 个 缺点 是 它 看 起 来 依赖 于 Y e o EZ ia hast 
A. RẸ Zariski 在 -一 篇 商 东 性 文章 由 中 证 明了 ， 非 异性 可 以 用 
局 部 十 语言 内 萄 邮 加 以 搞 述 。 

定义 设 4 为 Noetber 局 部 环 ,n 是 它 的 极 大 理想 屎 一 4/ 
m 荐 它 的 剩 条 类 域 ,如 果 dimm/m' = dimA, MER 4 为 正则 局 部 
环 . 

定理 5.1 irlé At hip, PeY, Y 在 点 P 非 异 ， 
RRETAN Ory 3EMIS DE, 

证 明 设 P= {atsa JEA, a = (nass xL 
aa) 为 4 — hn, occur] 中 相对 应 的 极 大 理想 ， 定 义 线性 映射 


8: 4e, 90) = (S os CP)) Ge), 


显然 {U(x 一 ab < int 形成 如 的 基 , 并 且 Ka) = 9. 从 
而 日 诱导 出 同 构 0: np fal — k, 

& * XY TE AB098948, 1, F, 25 5 的 生成 元 集合 ， 则 
lacobi 阵 [(0f,/ Os;)C POI 的 秩 等 于 如 的 子 空间 8(b) 的 维 
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XC URBI O 可 知 这 又 等 于 a/o 的 子 空间 (6 + ak)fak 的 

ER. A-D, ALA à 然后 在 航 大 理想 a, 处 作 局 彰化 就 得 

Hv Ede PARRE 人 2s。 从 而 车 m Os 的 极 上 大 理想 , 则 
mfm 2 apf Ch + a1). 

计算 诸 向 量 空间 的 维 数 ,出 知 dimm/m' + raukJ = n. 

Jl dimY =r. 则 由 (3.2) 知 e $r RREK, Wi De 
正则 <=> dimamfnf = r, ALEF rauky 一 na 一"， 即 等 价 
+ p kh Y mp A. 

注 以 后 我 们 搭 给 出 非 异 点 的 另 一 种 描述 方式 〈( 第 二 旬 
8.15), Fl Y ERRERA). 

现在 我 们 知道 非 异 狂 是 内 袭 的 ， 这 个 定义 可 推广 到 任意 久 
+. 

定义 YIEEE. DATE Y dp é Y 是 非 异 的 ， 是 指 品 
S Ony HERMA. WE Y ERASER, MY TUA 
ET. WEY REA, WEY ERRU 

HAET- ERER: ”一 个 流 形 的 多 数 点 都 是 非 异 的 . 
为 此 需要 一 个 代数 预备 知识 。 

dH 52A AA Noeether 局 部 环 , m AO OS DICK ER 
BIR Ji] dim,m/m' 2 dim A, 
证明、 Aii yeh Macdonald | D, 1L15,p. 121] BERE. Matsu- 
mura [2, p. 78], 

定理 53 访 Y 为 处， 别 Y 的 彰 点 全 体 玉 戌 的 集合 siogy 是 
Y ta E. 

证 明 《也 可 见 第 二 章 9.16) 先 证 SingY HAE. 这 只 需 证 
] 明 对 Y BUE TERES Y = UY, SingY, 岁 是 闭 集 。 于 是 由 (4.3) 
4I E v RE pA. EDIC DAER TR [TQ i, Jacobi 
阵 的 秩 永 远 迄 m 一 "从 而 奇 点 集合 即 是 (P € Y| Jacobi 阵 在 
处 的 秩 <a 一 小。 从 而 SingY 是 由 ICY) RA laf, azl 
的 全部 (a 一 r) 阶 子 阵 的 行列 式 一 起 生成 的 理想 所定 义 的 代数 
集合， 于 是 SingY XHAR. 


db 


为 证 SingY lE Y JA T- TR, RAERD Y RARS GG 
T P+ beha ROSNU TRIS ERA UE UC ETAGE SE, M 
ime y 25d. dir FUGO Y OSEE —UT UHR, MORET 
设 了 是 由 一 个 不 可 的 多 项 式 Gs n) m 0 定义 的 A" 中超 
fais. 

于 是 SingY = (P£ Y|(6//0x0(P) —0, Li x nak 如 
F Singy = Y Wii afi Ox; dk Y E og, i f] 
Oxc KY) (E IQY) 是 由 ERUERR, IRRE i 
deg(5//0x;) < degi — L, 从 而 必然 Off Ox, — 0 (HA i). 

在 特征 0 情形 这 是 不 可 能 的 ,因为 若 x, 出 现在 寺中, 则 af 
Bxi = 0, 于 是 chir& o p 0, HEH Of/ Bx 一 0 可 知 f 为 
z 的 多 项 式 (对 每 个 门 ,联系 数 的 了 次 方 根 (注意 为 代数 用 的 》 
我 们 得 到 多 项 式 Kz，…,x。) 使 得 f — z. 但 这 与 了 的 不 可 约 
RAPE M SinsY < Y. 


m 


完备 化 

为 了 对 奇 性 作 局 部 分 析 ， 我 们 现在 鲜 述 完备 化 技巧 ， 设 4 为 
局 部 环 ，m 是 它 的 极 次 理想 ， m 的 全 部 短 定 义 了 A 上 一 个 拓 打 ， 
nyi m 进 拓扑 . 由 对 此 拓 外 的 完备 化 我 们 得 到 4 的 完备 化 4. 或 
者 也 可 将 4 定义 为 逆向 极限 lim 4/m*， 关 于 完备 化 的 进一步 知 
识 可 见 Atiyah-Macdonald [1, 第 10 Æ}, Maisumura[2, #9 E], 
或 者 Zariski-Samuel [1, 第 2 卷 ,第 8 RET. 

完备 化 在 代数 几何 中 的 下 贤 音 义 在 于 : HERE X 6 B P WJ 
局 部 环 作 完 备 化 Bj， 我 们 可 以 研 愉 XX 在 了 阶 近 的 局 部 性 状 。 我 
MARI (CJE 43), WREAP € XQ € Y fia mmo 
XR. PUO DARII TUER FERAE, Xv RARE. K 
表 骨 通 上 局 局 部 环 Ar Ju taa Y x 的 全 部 但 是 我 们 将 看 
到 ,完备 化 Ôr CALSE, 更 接近 于 我 们 在 拓 丰 学 或 
微分 几何 中 对 于 “局 部 "信义 的 直观 理解 ， 

让 我 们 岂 忆 完备 化 的 代数 性 质 然 后 给 出 一 步 俩 子 。 


C4. 


定理 54A DA Noether 局 部 环 ,m FERRER, À 
E At; 


(e) dim = diim, 

CD AEN KERS ERI. 

证 明 Ü, 'Atiyah-Macdanald [1,310,118], RË Zaris- 
ki-Samuel [1, 第 2 d, 01 8 81, 

定理 55A (Cohen HH E BR) Ray 
HHEH Te WR 4-—A[n 


icio 局 部 还 


“EA Matsumura [2, %2, p. 206] 或 者 Zariski-Samuel 
[1,882 (6, #., p. 307]. 

定义 点 EX f Q € Y nA emt k RAE 
Wa Ór = Oo. 

$05.61. iPP EXMO EY 解析 同 构 ,他 dim X = dim Y , 
这 是 基于 《5.44A) 和 如 下 事实 : 铸 夺 一 点 的 扁 部 环 的 维 数 等 于 此 
艇 的 维 数 (习题 3.12), 

Bj5.62 Æ PeX,QcY 是 位 上 的 非 异 点 ,dimX = dimY, 
则 了 和 日 解析 问 掀 。 这 可 由 《5.4A4) 和 《5.5A)》 Heb. ix PUT 
是 下 面 事实 的 代数 类 比 ; 维 数 根 间 的 两 个 (拓扑 ， 微 分 或 者 复 ) 流 
形 是 局 部 同 构 的 . 

倒 5.6.3 油 X 是 由 方程 y= rl t1) AARET RA 
点 曲线 ，Y 是 A! 中 由 方程 zy 一 0 定义 能 代 救 集合 。 我 们 要 证 
明 X 上 点 0 = (0, OF Erf F Y ER O (2801 6 h 
TERNAR GE RERO, 我 们 其 定 定义 í, = 
C&[r,y]1/Czy))(z,y), FE a = REUS 311/0902 这 个 多 上 
Au F in F LIPE X EA O] JE fB REVR AR H zz B sÇ 


为 证 上 述 结果 ,我 们 考虑 完备 化 @ox， 它 同 构 于 KO((z.y11/ 
Gri) XREF: 方程 的 主要 部 分 y —É*^ DUK 
个 不 同 的 因子 y+ z 和 y— = (j chark 关 2)。 我 们 断言 
k[[z,y]] 中 存在 形式 罕 级 数 

d—ytsrtnad4atoe h=y—x+h d h+ 

《其 中 gh Di ORGETREDGO. EF e e = gh. XH 
逐步 构造 8 竹 [ A. 为 决定 n 和 hdi 

Cy = üt (y + DA — — 2, 
这 是 可 能 的 ,四 为 了 一 * 和 ?十 * 生 成 A[[z,y]] 中 极 大 理想 ,为 
决定 和 和 加 我 们 需要 

(y — z)g; + G + Dh gh 
这 二 同样 是 可 能 的 ,如 此 等 等 ， 

于 是 Box 一 [x,y]11C84)。 tE FEAA (JE f IDA Je 
自 型 ,从 而 存在 Riz, y HAHH E RIA Y pay, y 
证 明了 所 需 拓 采 ox S kllr,y]1/(zy). 

注 总 在 这 个 例子 中 Oor 为 整 环 ,但 是 它 的 完备 化 不 是 整 环 。 

KIEME- TREGER, CEFA SIDERA, 

定理 9.7A( 消 去 理 沦 》 dE 四， 天 是 xo ttar, 的 齐 次 
FAR RED ai 则 存在 以 诸 aj 为 来 定 元 的 奖 系 数 多 项 式 
fortulo Ë R 
i. cn 


F^ Van del Waerdenll, 第 H #@, $30, p p. 8. 


E m 
5.1 DF A: qr TIR tP y G EUER SECO. 《假设 char ka 
1。 图 4 中 的 曲线 分 别 是 哪个 2 
G) = = = + y5 
Q) n = e + y5; 


C rsy += yu 


ttn 


PL 


m =xa ET 自己 点 
Bla AERA ap SE 
Cd) £y + zy! = zt y, 
决定 A 中 下 列 曲面 的 奇 点 并 撕 给 其 奇异 特性 ( 息 设 char £42) 图 
5 中 的 山 而 分 别 是 哪个 ? 
G) sy m; 
(b) z: + ym n 
(c) zy + r' y — 0, 


ET ZERA nea 
(8s 揭 而 的 奇 蜡 特性 

重 数 ， 设 YC A: 是 由 方程 (3) 一 0 XAMR. P = (as) 为 
上 :中 一点 ， 作 坐标 线性 变换 使 变 到 点 (030)。 则 = f + i + 
c fa B t ARFI 次 者 次 多 项 式 ， 定 尖 P 在 了 十 的 
EY (ETR MO) 为 使 fyx0 成 立 的 最 小 e (注意 Peya 
us) >0.) f 的 一 次 因子 叫做 Y 在 ?的 切线 方向 。 

CO RE: mO DHARA P 为 Y 的 非 异 点 。 
(b) REG AB S.) 中 每 个 奇 点 的 重 数 。 

相交 章 改 如果 了 和 2 是 AJ 中 分 判 由 方程 1 一 0 和 8 一 0 定义 的 
POTM. Pevnz, 定义 Y 和 2 在 P 的 相交 重 数 (Y ， 2 


为 Or B 6, /(bza) ERE. 


ema 


5.1 


5.8 


(a) RUE CYA 2), AHH (v + eae Y) * CD. 

(b) 如 果 P ev, 有 证 对 于 几乎 所 有 ( 印 除了 有 限 个 之 外 ) 的 过 疡 直 纯 
L, (Le Y)o e na Y), 

(c) ir v E P: paktn P 中 直线 ,LY 求证 (L. y)= 
<。 这 理 我 们 定义 


(= D UY 


ritar 
Tm (L. y) m P' pringga 
对 每 个 次 孝 4 > 0 Rifsás p = ü 
— a delphi F Te. 
puka. 
(a) ib? 2921 Ei 5. Lh AA ea HAS A PAR, RE Y dE o= (0.0) 
AT TEE P 是 非 异 的 (参见 (1.9.1) 和 习题 4.19)。 
(b) 平面 由 线 的 一 个 二 重点 ( 即 重 数 为 2 的 点 》 如 果 具 有 两 个 不 同 的 
切线 方向 [习题 5.33, 刘 这 点 叫 散 结 点 (或 党 二 重点 )。 温 AEN 

结 点 ,求证 eC) dükuME Y 上 两 个 不 同 的 非 异 点 构 成. 

UE P RET PARE”. 

(<) 设 P evo s.t RWANDA e:P—YV HipPISHOT. Aut 
e (P) 是 一 个 结 点 、 "MH (b) Gne B AT M EtA 
ERMA it aA. 
(d) 设 ? 为 平面 曲线 V =, CEO 有 “高 阶 尖 点 "， 有 承 证 0 为 三 重 
点 ;并且 在 0 的 胀 开 将 它 变 成 二 重点 ( 何 种 类 型 ?再 作 一 次 性 开 即 可 
ARE, 
E 我们 以 后 在 (第 五 章 .3.4) 将 看 到 ,平面 出 线 每 个 奇 点 通过 连 线 作 
AMAER HT AMARE. 
iv 3X P' 中 次 数 >1 的 非 异 平面 曲线 , BAE Karna = 0 HE 
X. 又 设 X 是 A' Bun PEOUSULSERROR E v ESP RED, LA 
题 2.40). 4 P = (0,0,0) GXIZ EIE CR. eii 为 
XE PST. 
GO RUE X FUR — TRAWA P). 

EE AIRRA RAR E 
Ce) Lo" CP) 同 要 于 Y. 
设 了 为 P' hr WHERE. heh ES m [zone] 为 生成 的 


ER. 
OR. DOAG BiREGE p Q F. P' 中 


. 4“. 


TERI AR PIB t. P ev, P = (ana) HEKUR. REH 
Y bise, SBR Ilion Cases aal HRA n — n. 
LB: (a) ik "Ë š P EOF E HOO RS, (b) 转 到 包含 
PR CIAA DCP RITA H Macobi WF; (c) 还 需要 Euler 
引 理 : # í 24 306 mk M) pz(af/azi) = 4 + 1.] 

设 I ekley] 为 齐 次 多 项 式 ,Y = Z0) 为 P 中 由 /定义 的 代数 
集 台 ,位 设 在 每 个 点 Pe Y，(3118z)CP),C81f6y)(P) fa (6//0z)(P) 
不 全 为 0， 求证 1 是 不 可 约 的 (从 而 Y A ERR ER: 利用 习题 
3.7] 

X Tix E— pe m 为 局 部 环 o, 0 KEY, RIELE 
PW Vari 切 空间 为 m/m! pd 2 AES, RE 

(a) HEA Pe X, dinT,(X)z-duaX, J£ B. dimTA(X) = diax, 4 
且 仅 当 了 为 非 蜡 点 . 

(b) ELAI v; X—Y ARET L k RER Tap): TeX j 
Tos Y). 

(c) Bo X BAISER z = v! P| z 轴 上 的 垂直 投射 ， 求证 在 原点 的 切 空 
间 的 诱导 映射 CE T 


P chinki. 设 Y 为 P 中 由 方程 e- aa- ye 一 0 和 
yz 一 zw 一 3 一 0 定义 的 代数 集合 . P = (z,y,-ase)=(0,0,0,1), 


?为 从 已 到 平面 和 一 的 投射 。 求证 9 诱导 出 Y 一 P 与 去 梓 点 《1， 
小 一 中 的 平面 三 次 曲线 ye- 局 + = 一 0 同 构 。 再 证 了 为 不 可 约 
作 异 曲线 ;这 刚 P' 中 四 次 桥 生 出 线 、 由 于 它 由 再 个 方程 定 又 的 ， 辽 
EREL AM 2.17) 的 文 一 个 例子 、 

TREAT. FUR charac, f HHF nes z 的 二 次 齐 次 多 项 


ia) 求证 通过 适当 的 变量 线性 变换 £ 可 变 成 形式 É = ai t o + z: 
RT barga), 

(b) 求证 了 不 可 约 , 当 且 仅 当 ai 

(e) BGR 022, 0 是 P" 中 出 /定义 的 二 次 超 曲 面 。 求 证 @ 的 奇 点 
FA Ze Sing Hari RRRA 2,11); 特 别 地 D XE 
异 的 , 当 且 仅 当 rr = a, 

(q) mi rcn RU Q RE XSESe— KAWE OSP 上 以 ZAHKNA 
E GATARA 2.10 AELE 如 果 Y 为 P' wA 


DETE 


Tj, Z n P 中 。 一 ”一 上 维 找 性 子 空间 ,我 们 将 Pru Pr 中 并 
B Paz = g, Y AZARAE X AREY HAN zp 
E EB B 402236). 

IRRE (Macama[2 EB 36 oni p. TF JE 
EG 320 8D. 864 EE HEURE IK TL AEST T CB 3.17). 在 
AIMN, HEMS 32) UE iT RIO AE E UR UO Wí S 
[m ento i bre RO 951. 


5.14. 解析 lj 构 的 坷 点- 


(a) Wm» e YMO Ez AREARE R v 的 奇 点 ， 求 证 
Bp X ) 一 pa(Y 交 习题 5.3), 
(b) 小 广 正文 网 于 (5.6,3) 以 证 明 : 将 (= f, + oec e ERES 
?11， 并 且 f = cho Iih z, 和 4, 分 别 为 了 次 和 上 次 并 次 多 项 区 
并 且 届 有 公共 一 次 因子; 则 存在 kiei] 中 花 式 宕 级 数 

£= ¿ú +g tao hd tres 
使 得 上 二 gh 
(e) 设 Y 为 A: 中 由 方程 ay) = 0 定义 的 yp 一 (003 Xv Er 
重点 ,于 是 f 展 成 * Fo e £ iki eq Fm 1, + 高 次 项 。 如 果 
为 个 咎 此 不 同 的 一 次 因 于 之 积 ;由 称 P AR 重点， 求证 : 任意 
两 个 党 二 得 点 光 解 折 问 构 。 对 于 帘 3 重点 这 也 成 立 ， 但 是 ,证 明 存 在 
彼此 互 不 癌 蜀 的 常 EANES KE. 
*(4) 假设 charan, 求证 一 平面 曲线 的 每 个 3 重点 艾 解析 疝 构 下 
曲线 y'= e 《对 唯一 决定 的 r>2) 在 (030 的 奇 点 。 若 r= 2 Ml 
BRACIE 5.0). r = 3 MAARA E rm 4 出 这 是 自 切 点 、 
HESRLORER. 1.9.5) 


as PERHE XT roe Besoin em rie (10) nx 


数 , 令 这 些 系数 表示 P IA, N= J- = 4n). 
(2) 来 还 这 给 出 P" 中 点 与 P 中 可 由 一 个 4 次 方 得 定义 的 代数 入 
AZO- MAE. AT i 有 备 因 于 的 某 些 情况 之 外 ,这 个 对 应 是 一 
对 一 的 , 

(B) 在 这 可 对 应 下 ; 米 证 4 次 ( 厅 可 约 ] 非 异域 线 一 一 对 应 于 P” 中 一 
322 Zuriaki FERRAR ER: (1》 将 消去 理论 (5.10 用 


(2 


. 48. 


FARER Əf/az,,.... ofjóz., 《2) RII ERPTZM 5.555 .86 和 
5.9.] 


6. dE Fe BH 


FRHERERFIREE. KIKE S, t bt W 
分 类 问题 时 ， 我 们 可 以 分 列 成 一 些小 问题 : (a) 38 TEMEL SE 
HIR: (b) 在 每 个 双 有 和 理 等 价 类 中 均 求 出 一 非 异 射影 艇 来 ;(c) 
将 一 给 定 双 有 理 等 价 类 中 的 全 部 非 异 射影 唉 分 类 .。 

一 般 来 说 ， 这 三 个 同 昨 者 非 常 困 准 。 但 是 对 于 曲线 倩 形 则 要 
简单 但 多 。 本 节 我 们 回答 问题 Cb) 和“《c), 证 明 在 每 个 双 有 理 等 
价 关中 均 有 唯一 的 韭 异 射影 曲线 ， 我 们 还 给 弛 例子 表明 不 是 所 有 
的 曲 钱 均 彼 此 双 有 理 等 价 ( 习 帅 6.2)， 干 是 ,对 于 一 给 定 的 超越 次 
数 为 1 的 有 限 生 成 扩张 KIA 《这 叫 工 维 函 数 域 ) ,我 们 可 论 及 函数 
域 为 天 的 于 今 非 奇异 射 昆 曲线 Ce 我 们 也 将 看 到 , 若 K FK, 
Hiel ARR, MEA cus K, -> K, 均 可 白茶 个 访 射 Cx， 
Cr, AFR 
Fa TRAT] S FRIELEAS 3 REI TAE BA ÉORUR PERS "he 
JESUS AR" ERROR m ki S RUE EARM BERTA E 

会 看 到 我 们 没有 定义 出 新 东西 

首先 回忆 关于 赋值 环 和 Dedekind 整 环 的 一 些 基本 事实 。 

定义 AKAR, CHEF Abel W. KEKIT GARA 
ERER F tr BJ: BI v:K 一 {0 — G. HTE z,y € K— 
IUE ` 

(1) e(zy) = v(Ov(y); 

(2) ole + y) 2 min(e(x) 02). 
hi ecoWEE, MEA R — (se Klel) 20)U(0) 为 天 的 子 
HE v 的 赋值 环 。 TR m= (z€ Kl) > QUO) 为 R 的 
TARIE (R,m) 为 局 部 坏 ， 如 果 一 个 整 环 是 它 商 威 对 茶 个 赋 
CAORA, METAR EERHP MERE 是 赋 信 环 并 且 其 


. 4. 


MHR K WRR ROR EIRE. WMR k fE K if f Agt vae) 
ü 《对 每 个 rek— (0D, MIR oX Kr nik TRA KIR 
赋 贷 环 (注意 赋 信 环 一 般 不 是 Noether HO, 

定义 ” 设 4 和 #8 为 域 K 中 的 局 癌 环 。 WRASBHA mn 
á= ma WERB XR A 

ER 6. l^ 1 K 2058 OH K TER IRET, ERE 


"umb Bourbaki [2 Bona 1,3] 或 者 Atiyah-Macdonald 
(LÆSE, p.65 HIA, p72] 

定义 ”如 果 赋值 MRA RG ERRIME RE Z, M v 为 离 
散 赋值 ,而 相应 的 赋值 球 出 离散 威信 环 。 


HE Noether MEM. m 为 它 的 极 太 


定理 6.2A 设 4 为 一 
理想 ， JT 1 Git f. 


B 


Gü) 4 ES: i 

Ciii) ARENGE Hs 

HDEE L 

证 明 Atiyah Macdonald [1, 命 题 9.2 p.94]. 

定义 “一 维 Noether WMR Dedekind WM, 

AFTENER (Aliyah-Macdonald [ 1, é 85.13, p. 
63])， 可 知 Dedekind 3. dESE RE PEUIEHO Rd 15351 E: A Pk HL 
IER. 

EH 63A 设 4 为 Dedekind EI., K% ARTS IR L/K 为 
ROARY MAEL Tea nae Dedekind r. 

证 明 Zariski-Samoel [1,22 1 卷 ,定理 19, p.281], 

现在 我 们 设 £ Xy J CHIK, MAR k ERG 1 Se 8 $e bk 
KRNEZA ARRO K DUAE SE gh ARI K/A 的 离散 赋值 环 之 问 
建立 联系 ， 设 P 为 非 寞 电线 了 Y. 一 点 ,由 (5.1) 知 局 部 环 Be 是 1 
从 正则 局 部 环 ,从 而 由 《6-24》 邮 知己 是 岗 散 赋值 环 , 它 的 商 域 十 


. 50. 


YARRAK, SHUT C, lai Or 2: K/k ARAR. F 
JY A. AARIEEEEXT Kk ERRERA RA Cx 的 
—^ Tika. 这 促使 我 们 得 对 后 而 关于 抽象 非 异 由 线 的 定义 ， 人世 
ASA E fA RO VS, 


KO) TE) WM P — Q. 

证 明 将 Y 区 到 某 个 P” 之 中 。 通 过 将 Y 改 成 它 的 用 包 , 我 
juj ye H ik. de P* 中 一 个 适当 的 坐标 线性 变换 之 后 ,又 
Tjik PROHA Eh 和 一 0 定义 的 超 平面 H zh. FE P, 
E YACC 一 各). 而 右边 是 仿 对 的 ,从 而 我 们 又 可 设 了 是 仿 身 得。 

4 A MY AASR. — 则 有 A 的 极 大 埋 想 m 和 nm， 使 得 
@, = An Og = A, WE OZO, i nEn, 但 是 mm 为 极 大 理 
起 ,从 而 m= n FEA (3.2b) 可 知 P = Q, 

31:65 设 K/& X: V RRI, e€ K, MH) (Re Cki s KR) 
apum. 

证 明 ER BREL] ek R => r€ a FEG y—1/ 
z, RIRH: 0 = ye K > {REC yem} 为 有 限 集合 。 
如 果 y Ee 不 , 则 没有 这 样 的 RFR y&k. 

考虑 KK 的 子 环 Ly]。 AFARA, TTR Y # AER 
Bam Ay] 是 多 项 式 环 。 进 和 而， 由 于 多 记 是 有 耻 生 成 的 并 且 
超越 次 数 为 1， 从 而 KAO) HARRIE. $BH Dy] EK 
iif d (63A) MLB dE Dedekind 整 环 ， 并 且 由 《3.94) 
XB h E i ER A TUM. 

现在 若 ， 在 KIRWA ROKEM RIS RY]CR, HRE 
KRÉTA BER, 4 n= mAB, N 为 中 的 极 大 理想 ， 并 
且 号 由 只 支配 。 但 是 B. 也是 KK/ AREER, rh lf ERR ERE 
大 性 (6.14) 可 知 B, — R, 

如 果 又 ye mz, 则 yen, Süfedi( 1.4.00 B i A RUE Y 
的 仿 射 坐标 环 。， 由 于 8 为 Dedekind $&J6, "DALY ARA tE 
非 异 ， 而 yen 意味 着 作为 ”上 的 止 则 函数 在 Y 上 对 应 于 的 
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点 处 取 值 为 0. 由 于 y> 0, 它 只 存 有 限 个 点 取 值 为 0, 由 (3.2) 知 
这 些 点 一 -- 对 应 于 8 的 全 部 极 大 理想 , 而 只 一 B, 是 由 极 大 理想 
n 决定 的 。 于 赴 只 对 有 限 多 个 Re Cx，y€ mo， 证 毕 . 

系 66 K/A UI RURIBARUDSCAE RT HER hit 
miam. 

证 明 给 了 R, £ ye R— k. 由 (6.5) 证 明 中 的 构 告 方式 就 
给 出 所 Wende, 

现在 定义 抽象 非 奇 异 曲 线 。 设 K/k X) 1 HEDATICHRCBIER tk k 
数 为 1 的 有 限 生 成 扩张 ) C, 为 Kk 的 全 部 离散 除 值 环 构成 的 
EE. Ck 中 元 素 有 时 间作 点 ,并 且 记 成 PECe Kp PRIE 
值 环 Res， 注意 集合 C. LRH, AAEE ARANIR KOE 
个 非 奇异 曲线 的 所 有 局 部 环 , 由 (6.4) 知 这 些 局 部 环 彼此 不 同 并且 
共有 无 限 多 个 (习题 4.8)， 取 Ce 的 全 部 有 限 子 集 和 C. 自身 作 
为 Cx 中 闭 集 ， 由 此 将 Cx 作成 拓扑 空间 。 Ju Ux Cx 的 开 


XE OB BLU 9B & REC JR e P € UG KP) = fimo R, 
的 极 大 理想 ) [注意 由 《6.6) 知 对 每 个 Re Cx，R MBA 
526 人 .如 果 fge OU) 定义 出 同一 函数 , 则 对 无 限 多 Pe Cx 
SA f 一 g me， 由 (6.5) 和 它 的 证 明 可 知 j 一 g。 因 此 我 们 可 把 
CU) 中 元 素 等 同 于 从 书 到 的 函数 ， 泪 意 由 (6.5) 可 知 标 个 í 
€ 天 均 是 某 个 开 集 忆 上 的 正则 函数 。 从 和 布 第 3 节 中 定义 的 Cx 的 
函数 域 正好 是 K. 

定义 “抽象 非 异 曲线 是 C, KATRU GER K/k 为 1 维 
函数 域 ) 和 它 的 诱导 拓扑， 连同 在 U 的 开 于 集 上 诱导 的 正则 函数 概 
£ 

EB: 我 们 事先 还 不 清楚 这 样 一 个 抽象 曲线 是 一 个 护 。 于 是 
我 们 加 进 这 些 抽 尔 曲线 而 增 大 族 范 畴 。 

定义 在 抽象 非 异 曲 线 或 之 间 的 态 射 p:X 一 Y 是 指 9 为 
连续 肌 射 并 且 对 每 个 开架 VY 和 每 个 正则 函数 V >k, fe 


e 


HR eO) WEMA. 

这 看 想来 似乎 是 增 大 了 范畴 。 我 们 的 任务 是 要 证 明 : 每 个 非 
奇异 拟 射影 响 线 均 同 构 于 某 个 拍 象 芋 奇异 些 线 ， 并 且 反 过 来 也 成 
立 。 特 别 地 ,我 们 将 证 明 C, 和 白 己 同 构 于 一 个 非 异 射影 曲线 . 

命题 67 GIPPUNVOAYTSERTE HR EM 
GA 

证 明 iK% YAR. MCs. (62A) 可 知 每 个 
局 都 环 OP EY) HE K/k 的 次 散 赋值 环 。 又 由 (6.4) 知 不 向 
点 给 出 KK 物 不 同 子 环 .因此 ,车 令 UV 为 ?的 局 部 环 全 体 组 成 的 保 
EI) p:Y >U, P —> Or 是 一 一 对 应 ， 

我 们 先 证 如是 Cx 的 开 集 ， 出 于 非 空 开 集 均 基 有 限 集 合 的 
补 集 ,从 而 只 条 证 明 上 包含 要 个 非 空 开 集 即 可 。 由 (4.3? 可 设 Y 是 
优 射 的 ， 而 4 是 它 的 仿 秃 沧 标 环 。 则 4 是 有 限 生 成 克 代 数 ， 又 由 
(3.2) 务必 为 4 的 商 域 , 并 且 尽 是 4 在 它 的 所 有 极 大 理想 处 的 网 部 
化 集合 . 由 二 这些 局 部 环 均 是 岗 散 赋值 征 ,从 而 忌 即 是 由 天 /和 包 
含 4 的 苑 些 疯 散 贼 值 环 所 组 成 的 。 令 xi zs DAER ERE 


成 元 集合 ,由 4G Re, 当 目 仅 当 ze R..FE U = f) Us 


其 中 VU; 一 {PECxlzik R} 但 是 由 (65) 知 (P eCklz;e Re 
EARRA MMED U0， 均 为 开 集 , 于 是 U 也 是 开 集 。 

于 是 我 们 证 明了 上 面 定义 的 尽 是 抽象 非 异 曲线 ,为 证 ?是 同 

构 , 只 需 验证 在 每 个 开 集 上 均 有 同样 的 正则 西数 集合 .这 一 点 由 正 

则 函数 定义 和 下 面 事实 即 可 推出 : 对 每 个 开 集 VcY, eqo- 
MN 2or 
Pev 

现在 我 们 需要 关于 从 曲线 到 射影 艇 的 赤 射 扩充 的 一 个 结果 ， 
这 结果 本 身 也 是 很 有 意义 的 ， 

命题 6.8 i XE FR, P e X, Y INEB, o: X 


—P Y 为 态 射 , 则 Pp 可 扩充 成 唯一 的 M eur. 


证 明 8 Y ult P^ WATE, ANRE ER? VIE 3 
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REI X — P*， 因 为 这 时 其 像 必然 企 含 在 Y 之 中 ， 于 是 我 们 归 
结 为 了 = Pr 的 情形 , 

U P* HERES xz xyz 为 开 集 (Qe cons ra)lxo 
sy 均 不 为 0}. 对 #4 作 归纳 法 ,我 们 可 假定 PCX 一 P)NU x 
9$. Ed; e(X — P)NU = d, A] p(X — P)CP^—U, 但 
E P'-U 为 由 x 一 0 定义 的 她 平 而 HOIS a) 之 并 .由 
于 e(X— P) 不 可 约 ， 从 而 它 包 含 在 某 个 H, 之 中 , 从 而 H= 
Pr UBER RR. 因此 我 们 可 设 p(X 一 P)NU x< @. 

对 行 个 了 nz, 为 世上 正则 函数 ,通过 中 的 拉 回 , 我 们 得 
HIXHRI F, dm DERE x ESA Run, 
Bn fa é K,K JX TES. 

设 v 是 KK 的 相伴 于 赋值 环 R, 的 赋值 ， 令 rne io) eZ, 0 
€i» HP z/zi= Gin Gl aa) 从 而 

wf) n—rn (0 < ;,j < n). 
BA (Ë rem mindro cos rh. WHE i, Chd 2 0， 于 是 
fus os fa € Re, 现在 定义 (P) o P), o GOD) 和 
PA) = p(Q) GEO = PN), 我 们 断言 p EEH X — Pr, JE 
且 为 外 的 扩充 ， 而 且 p 是 唯一 的 。 由 构造 方式 显然 推出 p 的 唯 
一 性 (这 也 可 由 《4.1 推出》 为 证 p 为 态 射 ， 只 需 证 明 e(P) 的 
邻 域 上 的 正则 函数 均 拉 珂 成 XY 上 的 正则 函数 ， 设 U, 为 P" 中 由 
a O 决定 的 开 集 ， 由 ha (P) 一 上 可 知 PEUL 现在 U, 
REL SEIIJE ELEC US BESSER HOS 
An zk， 

WR n/r it xf ck HAR fas js， 庄 构造 方式 知 它们 人 在 
忠平 则 由 此 立刻 推 吕 对 PP) KENAR VCU, V RE 
贝 函数 均 拉 回 为 X 上 正则 现 数 ， 从 而 p 为 态 射 。 这 就 证 明了 命 
mn. 

现在 证 明 我 们 的 主要 结果 。 

定理 6.9 z K/A 为 一 维 函 数 域 ， 则 上 上 面 定义 的 抽象 华 寿 异 


eMe 


证 明 证 明 思 想 是 这 样 的 : 首先 用 一 些 开 子 集 U, EAC 
Ce RULED U， 均 同 构 于 非 奇异 仿 射 曲线 ， 令 Y; 为 U, 的 身 
影 闭 包 ， 然 后 用 (6.6) 定 义 一 个 态 射 quic Yu MARIZA 
BB 3 pg:C — MY, $Y% eCC) pm, W YA Eh, 
H EIEH e E C 到 上 的 同 构 。 

首先 设 Pe C， 由 (6.6) 可 知 存在 非 异 仿 射 曲线 广 和 点 8 EV 
使 得 Rc €... TIEVISIBEUROS K, TEH. HICO 7) um v ed 
于 CC 的 某 个 开 子 集 。 这 就 证 明了 对 每 个 点 PE CHAF URAH 
T*— th g. 

BTcdiiüEe 可 知 C 有 有 限 个 开 子 集 U, 构成 的 覆盖 ,每 
+ t, FACTOR Vis € V, P| As p, H A" 看 成 是 
Pu 的 开 子 集 。 令 Y, V, d P' 中 的 射影 闭 包 , 则 Y, 为 对 
BE, $R RI16 SW pU: >Yn EJE U, 到 pW) 上 的 同 
18. 

将 (6.8) 用 于 有 限 集合 C 一 U, (SIS p: >Y 为 
p 的 扩充 . 令 MY, ARER Y, 的 积 (习题 3.16)， 则 MY; 也 
EREE. $ o: 5 IY; A RA R, e CP) = [Le (P), 
LEYA KC) GARY 25058 Sil pm:C — Y 为 态 射 ,并 
E w(C)》 :EY PR, 《从 而 Y AMR) 

RUREK? PHK., HEDA Pe C, MU PEU, GE 
个 门 ， 于 是 有 支配 态 射 的 交换 图 表 ， 


c ——$——5 Y 
J 1 
u — Yx 


其 中 = 是 到 第 i 个 因子 的 投射 。 于 是 由 习题 #.3 便 有 局 部 环 的 包 


Oort; Darr C c. 
革 是 左右 晤 个 局 部 环 同 构 ， 从 而 它们 也 与 中 间 的 局 部 环 间 构 。 于 


是 我 们 证 明了 对 每 点 P € C Bb ff pius > Dec 均 是 同 构 。 

其 次 令 QEY. B| Go i K/k PRERE R Pr BO 
《例如 可 起 RR 为 Bo。 Wut uH — T BCKPEIRZEUS ES Me), 但 
是 R= R ARA PEC), HA Bun RR， 从 而 白 (6.4) 可 知 
Q — (P), RENTERS. MT TRAIR AA C 的 不 同 点 
对 应 KK 的 不 同 了 环 ， 二 是 p:C 一 Y 为 一 一 对 应 的 态 射 ， 并 且 对 
每 个 PeC, o? 均 是 同 构 。 由 习题 3.3b (EXT P SEES, 

* 6.10 HH COE dde 每 个 


系 6.11 

证 明 PHAR 曲线 ,函数 域 为 天 ， MY RPE SIF Ce 
而 Cx WIARA EAR. 

Kel 下 虎 三 个 范畴 彼此 等 价 。 


证 明 ML G) #| GD ADANE. MO GD BI Ci) 
有 函 子 了 上 > KCY)， 并 且 由 《4.4) 知 这 是 范畴 的 等 价 ， 我 们 还 需 
构造 从 〈iii) 到 G) BERT. 

每 个 函数 域 K, METH Cr， 而 由 定理 6.9 知 Ck 为 非 
RHES. WE K.— K, 为 同 态 , 由 《ii 一 (ii》 可 知 它 诱导 
出 对 应 曲线 上 的 有 理 映 射 。 这 可 表示 成 态 射 p:0 — Cx, 其 中 U 
为 Cx, ORR. 根据 (6.8) 可 将 外 扩充 为 态 射 p:C. > Ce. 如 
果 K,— K, > K, 是 两 个 同 态 , 由 (6.8) 的 唯一 性 部 分 可 知 相 对 应 
Hy C, C> C, 和 CC 是 相 容 的 。 从 而 K- C< 是 
B. Gu) 到 (i) 的 函 子 。 它 显然 是 前 面 给 出 函 子 ()- (ii) — 
Gu) 的 逆 , 于 是 为 范畴 的 等 价 


习 题 
et (ML. MES P 的 曲线 叫做 有 了 理 曲 组 (习题 4.4). 设 了 为 


. 56. 


T] 


Em H PP fi Eat B + li P. 

《4) 求证 了 同 构 于 A' 的 一 个 开 于 集 . 

(b) REY 是 仿 射 的 . 

Ce) 求证 ACY) 为 唯一 因 于 分 解 整 环 。 

PREIS iv 为 A: 中 曲线 roa! — n) HULER A SERE 2. 
ABD RREA Y REAA, A KCY) 不 是 大 的 纯 址 趣 
PES 

(a) 证 明 Y 是 非 异 的 并且 4 = COR [no ]/G* — 2 + z) 是 整 
闭 整 环 . 

(5) ix 4[z] 是 外 二 在 4 中 的 像 生成 的 K = KO) 的 于 环 求证 
[z] 是 多 项 式 环 , 并 且 A k[z] #EK chiy rn. 

CO 录 证 存在 自 辣 构 2:44 E ay) = -y (z) = a。 对 每 个 
a€A X alio Na) = a. (a). REN € t[z], NOJS 
1 并 日 对 任意 abed, N(ab) = N(a)N( 5), 

(0 利用 范 证 明 : 4 中 单位 恰好 为 中 非 零 元 素 。 证 了 明 < 和 了 均 是 
4 中 不 可 约 元 素 , 证 明 AIR REDE ECT AREE 

(e) 证 明 Y 不 是 有 埋 卓 线 (习题 6.1). 关于 这 一 重要 结果 的 其 他 证 
上 明 风 (第 二 童 ,8.20.3) 和 (第 三 章 , 习 轿 5.3). 

DEEESLDL ZOLL LI 或 者 (b) Y 不 是 射影 的 ， 则 (6.6) 结 
REH. 

设 Y XUIESEMBEUUR ORE Y 上 每 个 不 为 常数 的 有 理 函 数 f 均 定义 出 
一 个 满 的 态 射 p:YOP. HENDA peP, o7 D HSARA 
设 xX 为 非 奇 易 射影 网 线 , 并 且 x 0E Y HORAE 
3.102. 求证 xX 事实 上 为 Y (EET RET REGI T (0,5108 4.4). 

P 的 自 间 构 。 将 P^ ER AUi 定义 P 的 分 式 线性 变换 为 
rra(zz + 5)/(2z + d)s a5byc,d € k, ad — bes<0, 

Ca) 求证 分 式 线性 变换 诱导 出 P^ 的 自 同 构 ，《 即 P^ 到 自身 的 一 个 
AH). 以 POLO) 表示 全 体 分 式 线性 变换 形式 的 群 ， 

(b) 4 AutP' 为 Pt WARRE RE APSA), ZZ 
AC) 的 上 自问 构 群 . 

(ce) EA O 的 每 个 * 自 同 构 均 是 线性 分 式 变换 ， 由 此 得 出 PGL 
CGO AwP' Kang. PES 以 后 将 团 到 (第 二 章 ，7-1 .1 和 类似 结果 对 
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Pr 也 上 成立; P" gya Pi SUASIT ER JE Doe V I ERE ELA , 

67 dE Pasa 0o, 0, 为 A: 中 彼此 不 同 的 点 . 如果 A! 一 (Ps 
vaP AAF A! — (Q... QJ URUE t =, 这 命 题 是 否 正确 ? 参 
RH 2.4. 


7. 射影 空间 中 的 交 


本 节 的 目的 是 研究 射影 空 问 中 镀 的 交 。 如 果 Y 和 ZzZ 均 是 P 
TUS, XT YAZ 我 们 能 说 些 什么 ? 我 们 已 经 看 到 YNZ 不 
一 定 是 镁 (习题 216)。 但 它 是 代数 集 台 ， 从 而 首先 可 以 问 它 的 不 
可 约 分 支 的 维 数 ， 从 向 量 空间 理论 我 们 可 以 得 到 一 些 自 示 : 如 果 
UU 和 VV 分别 是 # 维 向 县 空间 WW 的 + 维和: 维 子 空间 , 则 UV 是 
Hd m rei n 的 子 空间 ， 此 外 , mikun yki RA 
位 置 , 则 只 要 "十 :一 > 0, UNV 的 纵 数 等 于 十 :一 a 由 
启 量 空间 的 这 个 结果 立刻 推出 P 中 线性 子 空间 的 类 似 结果 (34 
题 2.11)。 本 节 第 一 个 结果 是 :如果 了 和 2 是 P" 的 维 数 分 别 为 
rz 和 :的 子 签 , 则 Y Z 的 每 个 不 可 约 分 支 的 维 数 rin, 
HE rts nm 0.b Y0Z = @. 

如 果 知 道 了 关于 dimY NZ 的 某 些 信息 , PAETE A 
的 问题 ， 例 如若 十 :一 a 并 且 YNZ 是 有 限 个 点 ,那么 YN 
拓 有 多 少 个 点 ?让 我 们 看 一 个 特殊 情形 。 如 果 Y 是 P 中 4 次 曲 
线 ,Z 是 P 中 一 直线 , 则 YNZ 至 多 有 4 个 点 ,并 且 在 适当 计算 
EROR, YOZ 恰好 有 4 个 点 (习题 5.4)。 这 个 结果 推广 成 
普 名 的 Btzout 定理 ,这 个 定理 是 说 , 如 果 Y iz D gli d eR e 
次 的 平面 曲线 ,Y s Z，, 则 在 务 虑 重 数 之 后 , YNZ 恰好 有 de 个 
点 ， 我 们 在 本 节 后 面 (7.8) 将 证 明 Bézout 定理 。 

Bizou 定理 推广 到 P"， 理 想 情形 应 当 是 这 个 样子 : 首先 定 
义 任意 射影 入 的 次 数 。 设 Y 和 Zz 为 P" hi, AO oo eR s, 
次 玖 分别 为 4 和 e B iy 和 Z 夭 于 相当 一 般 的 位 置 ， 使 得 了 个 
Z 的 所 有 不 可 约 分 支 的 维 数 均 为 rf 十 :一 a， 并 上 且 设 rr 十 :一 9 


. $8 


20, # Y 2 的 每 个 不 可 约 分 支 W, GE Y faz W 
交 重 数 (YZ W). H1Z0UMOSM Tr 

ZiY ,ZW)' degW = de, 
Fah Rana YAZ M ARTIA. 

这 个 推广 的 最 困难 部 分 是 如 何 正确 地 定义 相交 重 数 ， 《项 便 
指出 ， 在 Severi 几何 地 和 Chevalley 由 与 Weil! 代数 地 给 
满意 的 定义 之 前 ， 芒 史上 曾经 有 过 许多 种 尝试, ) 我 们 将 只 对 2 为 
起 曲面 的 傅 形 定义 桐 交 重 数 。 关 于 一 般 悄 形 见 附 录 A. 

本 节 中 的 主要 任务 是 定义 P* 中 一 个 + GERA. Yd 
数 经 典 定 义 为 Y 与 相当 一 级 的 n 一 + 维 线性 空间 工 的 交点 个 数 . 
但 是 这 个 定义 化 几 起 来 很 办 难 . 依 多 用 n 一 个 相当 一 般 的 起 平 
HER Y, 可 以 求 出 一 个 ”一 ” 维 线性 空间 工 ,使 得 L Sy RZ 
于 有 限 个 点 ( 刁 题 1.8)，, 但 是 交点 个 数 可 能 依赖 于 二。 此外, 也 很 
难说 清楚 什么 是 “相当 一 般 "。 

Aik, RITARA HERI Hiibert 多 项 式 给 出 次 数 的 一 种 
纯 代 数 定义 。 这 个 定义 的 几何 背景 不 十 分 了 明显， 但 它 的 好 处 是 精 
Je. 我们 在 习题 中 将 证 明 ， 在 特殊 情形 下 它 和 经 典 定 尽 是 一 致 的 
C388 7.0. 


证 明 分 几 步 进行. Zú EASE p 
# 了 CZ RER. S YEZ RZE YOZ 的 每 个 不 可 约 分 支 
WORRALL 令 AY) 为 y (OS SERERE, M YNZ 
的 不 可 约 分 支 对 应 于 AY) HERB CD 的 极 小 素 理想 p, 由 
Kroll 主 旦 想 定理 LIIA) ,每 个 这 种 p 高 均 是 1, 从 而 由 维 数 定 
理 (1.8A)，dimACr)/p = r — 1。 由 (1.7) 可 知 每 个 不 可 约 分 支 
WHERE. e — L 

HT-A KER Yx ZC AN, 38 3.15 知 这 是 ， + 
r EE. AXE (P x P|P é As) Au 由 映射 PI P 
XP 知 A REST A, 并 且 在 这 个 同 构 之 下 ,Y YZ 对 应 于 (Y x 
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2)0A, HT dimA =n, fB rt s— n (r + Ə + n — 28, 
从 而 将 问题 归结 于 讨论 A pADR Y x Z 和 A 的 情形 。 93 
EAEn SAAE n y = Qu x, — y, = 0 的 交 , 其 
向 at yy 为 A” MEER. 将 前面 特殊 情形 利用 
次 即 得 结果 。 


此 外 车 r +:—n2 0, A YAZ = ø. 

证 明 ib hia TE 推出 ， 因 为 P+ 由 = 维 仿 射 空 
ES. 关于 第 二 个 论断 ， 令 CO) 和 CZ) 分 别 是 Y MZE 
A"*' 中 的 锥 (习题 210). MY dimCCY) =r + 1, dimC(Z)= 
{十 1。 并且 CCY)N CCZ) = 6(IR2— SB AUR P — (0, 
0). EDU HEAESIGEPÉXI dimc(Y)n 60) 2 (r + 1) + G 

. 士 ]) 一 (aa 士 1) 一 r 士 :5 一 下士 上 2 i, CCY)0ncc2) rmt 
ERA S= PA YNZ = @. 

现在 我 们 定义 射影 仍 的 Hier 多 项 式 ， 其 想法 是 : 对 每 个 
HEE YSP 结合 一 个 多 项 式 Pre Qll 由 这 个 多 项 式 可 得 
到 了 的 许多 数值 不 变量 .我 们 将 从 齐 次 坐标 环 S(Y) 来 定义 Prs 
事实 上 ,更 一 般 地 ,对 每 个 分 次 3- 模 均 可 定义 Hilbere 多 项 式 ,其 
中 3 一 让 zs]， 三 面 几 个 结果 虽然 基本 上 是 纯 代 数 的 ,由 
于 找 不 到 适当 参考 文献 ， 我 们 这 里 仍 给 出 证 明 。 

定义 多 项 式 P(z)€ Q[z] 叫 数 是 整 值 的 ,是 指 对 充分 大 的 
整数 a, P(n)é Z. 

$H73 G) f Pe QLz] 为 你 全 多 顶 式 , 则 在 在 Ce 
cZ em 


P9 -6(1)-c(,*,)* "nS 
其 中 
的 D.C — r + 1), 
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特别 地 ， 对 所 有 n6 Z He P(n)e Z. 
Q) 设 1:2 一 2Z 为 任意 函数 ， TREES 9e, 


证 明 (a) 对 “P 归纳 。degP 一 0 的 情形 是 显然 的 。 由 
于 (?) 一 */r! 十 -…, 我 们 可 将 每 个 + 次 多 项 式 Pe Qfz] # 
成 命 是 中 形式 ， 基 中 CoC EQ RT EEAPEXED 
$i AP h AP(O e PGHD- FO) b a( 5) = (, E) 
可 知 


AP 一 cf 二 cd) 二 二 Cr 


由 归纳 假设 得 出 “Ce Z 再 由 对 充分 大 的 n PO) eZ, 
Mim c,«Z, 
[OR 


o-c(1)* c. 
其 中 Cat, EZ, 2 


Pr 1, )+ 2 + o 
则 AP = GQ， 从 而 对 充分 大 的 n, AQ — P)Xn) = 4， 从 而 对 充 
分 大 的 s G= Pa) 一 Cn 常数 )。 于 是 对 充分 大 的 n, 
Kn) = PC) + Criss 

此 即 为 所 求 。 

其 次 我 们 需要 分 次 模 的 一 些 知识 。 设 3 为 分 次 环 (参见 $2). 
一 个 分 次 3- 模 好 是 指 M 为 $ 模 并 且 有 Abel HERSE M 一 
(Dua. s.M,C Mr。 对 每 个 分 次 $ 模 MM 和 每 个 eZ, E 


“z 


X MC) DAER I 位 而 得 到 的 分 次 了 模 ， 即 MOD, — Man 
MG) BHERMISIBEHL IM USES 模 ， 定 义 M 的 零 化 子 
为 AnnM = (e€ SIM — 0] 这 是 3 的 齐 次 理想 。 
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一 结果 与 Noether 环 上 有 限 生成 公 次 模 的 一 个 著名 结果 
CBourbaki[ 1, 4 M 1 No,4] 或 者 Matsumura [2,p.51]) 根 类 
似 。 由 于 缺乏 性 文献 ,我 们 给 出 证 明 。 

命题 7.4 po Noether TU S LARERE, 则 
Ada 一 MGM'S 


= ,特别 好 ， KA P "T 
IRRE Ano M 的 
B EL 


P pasion PHP CRM 
WOTÉRUMEA. 由 于 0 模 是 这 种 子 模 从 而 此 集 非 空 ， 国 为 M 为 
Noether 模 , 从 而 好 中 有 这 种 杖 大 子 横 M'GM. 现在 考虑 M “一 
MİM’. 如果 M" 一 0， 则 证 老 。 ip M” 关 0， 考虑 理想 集合 
各 一 (1, = Ann(m)| m 为 M" 中 非 零 齐 次 元 素 }， 每 个 La 都 是 
齐 次 理想 ,并 且 1.26 3。 由 于 8 Noether 环 ， 从 而 存在 Om 
€ M", 使 得 1, 为 集合 5 的 极 大 元 。 我 们 断言 : f。 UXOR. 
设 abé $, ab€ I, 但 是 bkin, 我们 要 证 明 ee 1。， 通 过 分 成 
齐 次 分 量 之 和 ， RTE a RI b SUEGRÜGUE. HELK bm € 
M”. BF BRI, 从 而 bm = 0, 但 是 fal 由 I. 的 极 大 
性 可 知 Ln = 4. HF ab€ fo 从 而 abm — 0, FE a€ hu 
lar ULSIDGHCGR, FE fr 为 的 齐 次 素 理 想 。 将 它 叫 作 p W 
m 的 次 数 为 I. Mh AERE NGM” MAF C/i). 设 
N(GM) 为 NHN 在 中 的 原 像 ， 则 MWEN 共生 N'/M' e (sip) 
(一 站 于 是 N 也 具有 定理 所 述 的 滤 链 。 这 就 与 M” 的 极 大 性 
Taf. MM M =M. SMERT MORETE 

现在 假设 给 了 M DUXFH T dit. E PDAM >p 
AonCM'/ M^) Og 34 门 。 但 是 AnnQG/s)0D) = u. 这 就 证 
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BET (a). 

为 证 〈b) 我 们 在 极 小 素 理想 p 处 作 局 部 化 ， 由 于 e 在 {pt， 
…p} 中 极 小 ,局 部 化 后 ,除了 vi 一 b 的 二 之 外 P" Mi-MU, 
HEE sm PÍ MiMi = (fe), = AC) (HARRER ifo 
RAR) KER s HE M. 的 长 度 等 于 p HRERA [pot 
Y 中 的 个 数 。 

定义 ik p 为 分 次 3 模 订 的 极 小 素 理 想 。 定义 M 在 p 的 
重 数 为 S, É M, 的 长 度 , 胡 示 成 RUD. 

现在 我 们 可 以 定义 多 项 式 环 3 — klti xl 上 分 次 模 好 
的 Hilbert ZER. 首先 定义 李 的 Hilbest 函数 qu 为 对 每 个 
leZ, 


Tull) = dim, M, 
ERIS (Hilbert-Serre), kpi nbi 


mo - "A 。 此 外 ， des Pun) Ze) 其 中 za 
REKAAN o 在 中 的 过 点 集 令 (参见 第 2 1D. 

证 明 FoM > M> Mo 为 短 正 合 序列 则 qu 一 
py 十 pw， Z(AnnM) 一 2(AnnM')U2Z(A4nnM”)。 所 以 若 定 
Eat M A M" RY IM Gr. ROAM GIG CR 
SAE GIU Krb p 为 齐 次 素 理 息 ，!€ 3， 从 而 我 们 娄 结 
T M e GROYU) 的 情形 。 但 是 平移 ! 位 对 应 于 多 项 式 作 变 量 
RR si z + 1, 因此 只 需 沽 虑 M=Sh 的 情形 。 如 果 nos, 
tx) Eo 0 时 eu) = 0, 从 而 对 应 多 项 式 为 Pu 一 0， 
而 degew 一 dimZ(b) 【这 盟 我 们 规定 零 多 项 式 次 发 和 至 集 的 维 
数 均 为 一 1)， 

如 果 p S< nsn sk, EIER 0 — M 
M > M“ > 0, rh M” — MIzM. WÍ pu) — eu — qu 
U= = CAeyX1 — 1). BHR, Z(An M“) = Z(p) H 
HH WEET z — 0. 由 z 的 选取 知 Z(p)SH, But 
(7.2) &I dimZ(Aunn M") = dimZ(p) — L. 现在 对 dimZ(AnnM) 


n 


用 归纳 法 , 我 们 可 设 pu 为 多 项 式 函 数 对 应 于 多 项 式 Purs T 
degPu" 一 dimZ(AnnM“)。 由 (7.3) 即 知 pu 为 多 项 式 函 数 对 应 
于 一 个 dimz) REER. Pu 的 唯一 性 是 显然 的 . 
定义 “定理 中 的 多 项 式 Py 叫做 MM 的 Hilbert 多 项 式 。 
定义 设 Y 为 P* 中 s, 维 代数 集合 ,定义 Y 的 Hilbert 多 项 
式 为 其 齐 次 坐标 环 SY) 的 Hilbert SHR. 《根据 上 述 定理 ， 
这 是 次 多 项 式 . ) 而 Py 的 首 项 系数 的 ri 倍 称 作 是 Y 的 次 数 。 
命题 7.6 (a) 着 ó«YCP HlY Rk kpi. 


ny) <, Ml degY — degY, + dogY,, 
(c) degP" = 1, 
(4) Int Fk P digiti, IUE t 4 次 齐 次 多 项 


Cum (4) HIT Y = 8 ,Py 为 非 零 多 项 式 并 且 degPy 一 "一 
dimY, H (7.32) 知 degY = «€ Z, 因为 1 充分 大 时 PO) — 
qua) 2 0 (其 中 1 为 Y 的 理想 ), 从 而 ce 为 正 整 数 ， 

(b) i n fü 1 29 Y, Fn Y, 的 理想 则 1 一 Nt 为 Y 
的 理想 .我们 有 正 合 序列 

0— $/1— S[6G$[ — Sh + h) 0, 
现在 ZO +h) = Y. Y, 的 维 数 小 于 r, 从 而 degPou us 
r, T£ Ps 的 首 项 系数 为 Py, XI Pon 的 首 项 系数 之 和 。 
(c) 我 们 计算 P* 的 Hilbert 多 项 式 . 这 是 Pr S= Rx 


Dp) 
它 的 首 项 系数 为 /al ,于 是 degP" — 1, 
(8) 设 16 5 为 4 次 齐 次 元 素 , 则 有 分 次 $ 模 的 正 合 序列 
0 x —0 s 5G) 0, 


从 而 
Pann) m 90) — ex — 4), 
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于 是 H 的 Hilbert 多 项 式 为 
tuo (117) - (174) rms 
因此 degH = 4. 

Hl Rue X: T SIS RSMA I) SEE AR, X É 
Btzour 定理 到 高 维 射影 空间 的 部 分 推广 。 设 Y 为 P+ 中 + 维 射 
ER, Hh H Ata YY， 根据 (?.2) 可 知 Y nH = ZU 

sUZ, 其 中 Z; HA r— 1 R W p 为 Z; 的 齐 次 素 理 
R.RUES Y IH W 8 Zi 的 相交 重 数 为 人 YH; Z= al 
Cy b 14,308 1, 和 fw 3312 Y H Jr, OM — 
SIC + la) ERFA Irt iati ZU b In) m YOH, 从 
而 p; EMPR RREH H EFELER. 

定理 7.7 设 Y 是 P pR, H 是 起 曲面 并 县 不 包 售 了 ， 令 
Z2, Æ Y H 的 全 体 不 可 约 分 支 ， E 


> i(Y,H;Z;) * degZ; = (degY )XdegH), 


ud 设 H 由 d 次 章 次 多 项 式 f 所 定义 、 考 虑 分 次 5 模 的 正 

REF 
0 SADES M 0, 
其 中 M = S/ICIy + la). FH Hilbert 多 项 式 即 知 
Pul) = Prl) — PyCz — 4). 
比较 些 等 式 两 边 的 首 项 系数 即 可 得 到 结果 .“ 设 dimY 一 +t 而 
degY = e, MI Pyle) = (e/r1)z 十 …… 从 而 右边 为 
Cefri rrr efr dY + 
= (def(r — 1127! os, 

现在 考虑 模 M. 由 (7.4) 知 M fpi 0-M'CM'C- CM! 


j ;其 中 商 MIM e GIA), 于 是 Pu 一 S1P Pi 为 (Sj 


g) 的 Hilbert 多 项 式 . 设 ZU) 20 r, Æ fi KAER, 则 
P, — (fil rr^ + t", 


. 655 


H & 4 EREA P. ANAM. 由 十 我 们 只 关心 Pi 的 
首 项 系数 ,从 而 可 略 去 P. 中 次 致 沾 于 "一 ! 的 那些 项 ， 我 们 由 
保留 使 q, 为 M 的 极 小 素 理想 的 那些 P. (El ç, 为 对 应 于 某 个 
Zí(l«i«) 的 素 理想 v). 每 个 m 出 现 zi(M) 次 ， 从 而 
Py 的 首 项 系数 为 


(E cv,uzpaazi)/G — Di, 


将 此 式 与 上 式 相 比较 即 得 所 证 结果 ， 


D O, Z; P;) = de, 


证 明 只 需 注意 每 个 点 的 Hilbert 多 项 式 为 1， 从 而 次 数 是 
1 《第 五 章 ,1.4.22? 绎 出 另 一 正明 。 

注 7.8.1 我 们 这 里 用 齐 次 坐标 环 给 出 的 相交 重 数 定义 与 早 
些 时 候 给 出 的 局 邹 定 义 ( 习 题 5.4) 是 不 同 的。 但 是 不 难看 出 ,对 于 
平面 曲线 相交 的 情形 这 两 个 定义 是 一 致 的 。 

注 7.8.2 容易 将 (7.8) 的 证 明 推 广 到 Y 和 Z 均 是 “可 约 曲 线 ” 
(8I P: 中 一 维 代 数 集合 ) 的 情形 ， 只 要 了 和 2Z 没有 公共 的 不 可 约 
分 支 。 


习 = 


TG Ga) 求 P 在 P" Da RARAC DARK. ER: 21 
(b) x P' x P' 到 PX 中 Segre 散人 (习题 rak. US; 
CHY 

7.2 Wr) P dr Re Hiler 多 项 式 为 8.. 称 PC) 一 (一 1)"x 
CKO- DO Y 的 算术 气 格 ， 这 是 一 个 重要 的 不 变 妈 ,并 且 (在 第 三 
E, HE 5.1 中 将 全 看 到 ) 它 与 y JNE A E. 

G) 求证 pP") = 0. 
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(9) v 为 4 次 平面 曲线 ; 冰 证 nO = HU 一 (a 一 3), 


(O EHE n Pr ie nili, RECO = (1). 
(4) BY P^ PORA 2 KL b RIT IBI SERE TEC 2.17), 则 


nO) = eG 4b—4)tl 


(e) 设 Y 和 Z 分 别 是 P^ 和 Pt rh HEE AER e Rl oy x Z 
CP* x P=—P" 为 Segre I A. 求证 

BC x Z) = PLY YPZ) + (1V PLY) + CT! PLZ) 
MERA dace P phg P' 中 全 部 直线 组 契 的 集合 看 或 是 
另 一 个 射影 空间 (P*)*， 办 法 是 : 取 nonus) 为 直线 Lir, t 
ec unn = 0 HFR HECERA P é Y, 求证 存在 唯一 的 
直线 TOY) 65 Y 在 ?的 相交 重 数 > 1。 这 是 ?在 了 的 切线 ， 求证 
E POTY) 定义 了 态 射 Regy~(P*)"， 其 中 RegY 为 的 非 异 
AA. KAERA ANEU v RRA YPE). 
给 了 P: 中 一 条 4 次 曲线 了 ,求证 存在 CP')* (对 其 Zariski 拓扑 的 》 
POATE ,使 得 对 每 个 L eu, LS Y AMET d 友 [ 提 示 : 证 明 
see (P9 中 直线 LL 或 者 与 了 相 切 ;或 者 过 Y 一 个 奇异 点 } 包 作 
在 一 个 真 肝 于 集 之 中 .1 这 一 结果 表明 ， 我 们 可 以 定义 的 次 数 为 2, 
使 得 P^ 中 几乎 所 有 的 直线 均 与 Y 交 于 4 点 。 这 里 “几乎 所 有 " 指 的 
是 P' 中 直线 集合 (看 或 (Pt 时) 的 一 个 非 空 开 于 和 集 ， 
(Ga) 求证 P 中 次 数 4 > 1 的 不 可 芍 曲 线 Y REFERED > 4 的 点 ( 习 
E. 5.3). 
(b) 设 y 为 次 数 4 > 1 WO AFi RI B FEW 3k 4 一 ! 的 点 , 则 
Y ATA 60. 
RER. 求证 旨 纺 数 为 “《 即 每 个 不 可 约 分 支 的 维 数 均 为 ry 的 代数 
集合 Y 的 次 数 为 LAARA YAREBA 2-11), {指示 : 首先 
用 (7.7? 处 理 dimy 一 上 的 情形 。 AGIS E Z RI Jt RU PATERE 
理 一 般 情况 .] 
设 Y 为 P 中 ?维和 次 数 4 > | 058. ?为 Y 的 非 尼 点 。 定义 X 为 
所 有 直线 POCO e Y, Qi P) 之 并 的 闭 包 。 
C) REXA r t VERI 
(b) 求证 degX<4d。[ 提 示 ; 对 dimy 归纳 ,] 
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18 设 Y 为 P" 中 2 砍 ' 维 该 ， 求 正 Y 包 含 在 P 的 ”+ LAUREETTE 
间 工 之 中 ， HürffT P+ 中 的 二 次 超 曲面 《习题 5.12). 


8 什么 是 代数 几何 ? 


我 们 已 经 接触 到 一 些 代数 徐 ， 并 且 介 绍 了 关于 它们 的 某 些 主 
要 概念 ， 从 而 现在 是 癌 下 列 问题 的 时 候 了 : 什么 是 代数 几何 ? fr 
么 是 这 个 领域 的 重要 问题 ? 它 的 发 展 方向 是 什么 ? 

为 了 定义 代数 几何 ,我 们 可 以 说 , 它 是 研究 4 维 仿 射 空间 或 
维 射 影 空间 | 品 多 项 式 方程 组 解 的 一 门 学 问 ， 换 句 话说 , 它 是 研究 
ORI DI? al. 

在 数学 的 每 个 分 支 中 通常 都 有 一 些 指导 性 的 问题 。 这 些 问题 
是 那样 困难 ， 以 至 于 人 们 不 能 期 望 彻底 地 解决 它们 这 些 向 是 是 
大 量 研 究 工作 的 推动 力 ， 也 是 黎 量 这 一 领域 进步 的 尺度 。 在 代数 
几何 中 ， 分 类 问题 便 是 这 样 一 个 习题 。 它 的 最 强 形式 是 : 将 所 有 
代数 镀 作 同 构 分 类 ， 我 们 可 把 这 个 问题 分 成 一 些小 问题 ， 第 一 个 
小 问题 是 将 代数 忠 作 双 有 理 等 价 分 类 .我们 已 经 知道 ,这 相当 于 
上 蚂 数 域 ( 即 有 限 生成 扩 域 ) 的 同 构 分 类 问题 ， 第 二 个 小 问题 是 从 
一 个 双 有 理 等 价 糯 中 选 出 一 个 好 的 子 集 ( 如 非 异 射影 徐 全 体 ) 并 和 
将 这 个 子 集 作 同 构 分 类 。 第 三 个 小 问题 是 研究 任意 代数 签 与 如 上 
选取 出来 的 好 的 代数 簇 相 距 多 远 ， 特 别 地 我 们 想 知 道 :《2》 一 个 
非 射 影 禾 加 进 多 少 东 西 能 得 到 一 个 射影 乌 ?《b》 奇 点 具有 什么 样 
的 结构 ? 如 何 分 解 奇 点 从 而 得 到 一 个 非 异 徐 ? 

代数 几何 中 每 个 分 类 问题 的 窜 案 一 般 都 分 成 离散 部 分 和 连续 
部 分 。 从 而 我 们 可 把 问题 重 新 叙述 成 如 下 形式 : ELK RIR 
值 不 变量 和 连续 不 变量 ， 使 我 们 利用 它们 可 将 不 同 构 的 代数 能 区 
别 开 来 。 分 类 问题 的 另 一 个 显著 特点 是 : 当 存 在 着 不 同 构 对 象 的 
一 个 相 续 族 的 时 候 ， 人 参量 空间 自己 往往 也 可 赋 以 代数 每 结构 。 这 
是 一 个 很 有 威力 的 办 法 ,因为 这 时 ,代数 几何 的 全 部 技巧 不 但 可 以 
川 来 研究 那些 原来 的 代数 繁 ,而且 也 可 用 来 研究 参量 空间 
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让 我 们 通过 描述 已 经 学 过 的 (在 一 固定 代数 闭 域 * 上 的 ) 代 数 
曲线 分 类 知识 来 说 明 这 些 思想 。 有 一 个 不 变量 叫做 曲线 的 亏 格 ， 
这 是 双 有 了 理 不 变量 ,并 且 它 的 值 上 均 是 非 负 整 数 ， 对 于 g 一 0,48 
有 一 个 双 有 理 等 价 类 , 即 有 理 曲 线 类 ( 双 有 理 等 从 于 P 的 那些 曲 
线 ). 对 每 个 z > 1, 均 存在 双 有 至 等 价 类 的 一 个 连续 族 , 它们 可 以 
参量 化 为 -- 个 不 可 约 代数 泽 Me , 称 作 是 亏 格 8 HRE. 
g = | hf, dimqng — (, m 2 > 2Ihf dimMg = 3g— 3, £ — 1 
iod ADU K e RU sp. TE ,曲线 的 双 有 理 分 类 问题 由 亏 数 (这 是 
离散 不 变量 } 和 模 宕 (这 二 连续 不 变量 ) 中 的 一 点 给 出 解答 。 详情 
LEMAH. 

关于 曲线 的 第 二 个 问题 即 描述 一 给 定 双 有 至 等 价 类 中 的 所 有 
非 异 射影 曲线 ， 这 个 问题 有 简单 的 答案 ， 因 为 我 们 已 经 看 到 每 个 
双 有 理 等 价 类 中 恰好 有 一 条 非 异 射影 曲线 。 

至 于 第 三 个 问题 ,我 们 知道 ,每 个 曲线 如 进 有 限 个 点 便 可 作成 
射影 几 线 ， 从 而 这 方面 没有 太 多 事情 可 说 。 关 于 曲线 的 奇 点 分 类 
ACAH, 3-9.4), 

对 于 分 类 问题 我 还 想 描述 一 下 另 一 个 特殊 情形 ， 这 就 是 在 一 
给 定 双 有 理 等 价 业 中 非 异 射影 曲面 的 分 类 问题 ， 这 个 问题 已 有 满 
意 的 答案 ， 即 我 们 已 经 知道 : (l) 曲面 的 每 个 双 有 理 等 价 类 中 均 
有 一 个 非 异 射影 曲面 。(2) 有 具有 给 定 函 数 域 K/k 的 全 部 非 异 射影 
山 面 构成 的 集合 是 一 个 偏 序 集合 ， 其 偏 序 由 双 有 理 态 射 的 存在 性 
给 出 . G) 每 个 双 有 理 态 射 FEX Y 均 是 有 限 个 “在 一 点 胀 开 ” 
的 复合 。 最 后 ,(4) 如 果 天 不 是 有 至 的 ( 即 KKP) 也 不 是 直 
纹 的 ( 即 K s K(P' x C), E c 为 曲线 ) 则 上 述 偏 序 集 有 唯一 
的 极 小 元 ,这 个 极 小 元 称 作 是 函数 域 帮 的 极 小 模型 , GITAAR 
和 直 纹 的 情形 ,存在 无 限 多 个 极 小 元 宕 ,这 些 极 小 元 素 的 结构 也 已 
知道 .) 极 小 模型 理论 是 曲面 论 的 十 分 美丽 的 一 个 分 支 。 意大利 学 
派 就 已 经 知道 这 些 结果 ,但 是 对 千 任 音 特 征 的 域 k, Zariski 第 
一 个 证 明了 这 些 结果 ， 详 见 第 五 章 ， 

由 以 上 所 述 不 难看 出 ,分 类 问题 基 一 个 非常 富有 成 果 的 问题 ， 
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在 研究 代数 几何 的 上 时候 应 当 记 住 这 件 事 。 这 使 我 们 提出 下 一 个 问 
h: 怎样 定义 一 个 代数 锋 的 不 变 是 ?至今 我 们 已 经 定义 了 维 数 ， 
SISTERS Hilbert 多 项 式 切 及 由 此 得 到 的 次 克 和 算 木 亏 格 pu. HE 
数 当 然 是 双 有 了 珊 不 变量 ， 但 其 次 数 和 Hilbert 多 项 起 与 在 射影 空 
癌 册 的 能 人 方式 有 关 ， 从 而 它们 甚至 丰 是 辣 构 不 变量 ， 可 是 算术 
互让 (第 三 章 ,习题 5.3) 却 是 同 构 不 变量 ,并 且 在 多 数 情形 下 (例如 
对 于 出 线 , 出 而 ,特征 0 的 非 异 乱 等 , 见 (第 五 章 ，5.6.1)) 它 甚至 是 
双 有 埋 不 变量 ,虽然 从 我 们 的 定义 来 看 这 梓 事 并 不 显然 ， 

再 进一步 ,我 们 必须 研究 代数 们 的 内 线 几 何 , 而 在 这 方 而 我 们 
至 今 还 未 作 任何 事情 ， RUSIA X LAUR 
由 余 维 是 LT TER EI Abel 群 中 的 一 
定义 除 计 的 线性 等 价 ， 然后 形成 陈 于 群 对 线 信守 价 的 而 攻 ， m 
XH) Picard 8. 这 是 XX 的 因 有 不 变量 ， 另 一 个 重要 概 急 是 繁多 
上 的 向 分 形式 ， 利 用 微分 形式 我 们 可 忆 给 出 代数 簧 上 切 处 和 余 切 
从 的 内 萄 定义 . 然 石 可 以 把 微分 几何 中 许多 结构 移 置 过 来 ,由 此 定 
义 一 些 数值 不 变量 。 淖 如 ， 我 们 可 以 将 曲线 的 亏 格 定义 为 其 非 奇 
蜡 射 影 模 型 上 整体 微分 形式 向 量 空间 的 维 数 ， 从 这 个 定义 可 以 清 
楚 地 知道 曲线 亏 格 是 双 有 理 不 变量 见 (第 二 章 , 第 6,7,8 T5), 

定义 数值 不 变量 的 最 重要 现代 技巧 是 采用 上 同调 工具 ， 有 许 
多 上 同调 理论 ， 但 是 在 本 书 中 我 们 主要 谈 由 Serre" s tnde 
层 的 上 同调 ， 上 同调 是 极 有 威力 的 ， 有 多 种 用 途 的 一 种 工 其 。 它 
不 仅 可 用 来 定义 数值 不 变量 《例如 曲线 凑 的 亏 格 汀 定义 为 dimH' 
《X3Ox)), 而 且 还 可 用 它 证 明 许多 重要 结果 ,这 些 结 果 初 看 起 来 似 
平 与 上 同调 没有 任何 联系 ， 比 如 关于 双 有 理 变换 结构 的 “Zarisgi 
主 定理 ”就 是 这 样 的 例子 。 为 了 建立 上 同调 理论 需要 作 许 多 事情 ， 
RERBA E ESERHA ICD, E EATER S ER) 
专门 说 上 同调 理论 .上 同调 也 是 理解 和 表达 象 Riemann-Roch 定 
理 这 样 重要 结果 的 一 种 有 益 的 手 爱 ， 很 早 就 有 人 知道 出线 和 曲面 
的 Riemann-Roch 定理 ,但 基 在 梁 用 二 同调 之 后 ,Hitzehrucbh" 和 
Grothendieck (H, Borel AI Serre) zi TES En A xp 
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现在 我 们 稍微 知道 一 点 什么 是 代数 几何 了 ， 我 们 还 应 当 讨 论 
一 下 发 展 代数 几何 基础 的 广 弃 问题 。 在 本 至 潮 我 们 在 代数 闭 域 上 
处 理 网 题 ， 这 是 癌 简 单 的 情形 。 有 许多 理 贞 希 要 我 们 研究 非 代数 
印 域 的 情形 .其 中 一 个 理 出 是 : 一 个 代数 得 的 子 候 的 局 说 环 , 其 番 
余 类 盛 可 以 不 是 代数 闭 域 ( 习 题 313)， 而 这 叶 我 们 希望 对 于 子 复 
车 点 所 其 和 有 的 性 质 作 统 一 处 理 。 猎 究 非 代 数 六 域 的 另 一 个 重要 理 
由 是 ; 代数 几何 中 一 些 重要 问题 地 由 数论 所 推动 的 ， 而 在 数论 中 
则 主要 是 研究 有 限 域 或 代数 数 域 上 方程 组 的 解 。 例 如 Fermat fa 
KEMT: aat, Ppt r tye = ERRA Q 有 
理 点 ( 即 党 标 忆 于 Q 的 点 )， 使 得 z,y,z = 0, 

需要 在 任意 基 域 上 研究 代数 几何 ， 这 一 点 是 由 Zariski 和 
Weil 认识 到 的 。 事 实 上 ，Weil “代数 几 何 基础 "一 书 的 一 个 主 
父 贡 献 或 许 就 是 它 为 研究 任意 域 上 的 代数 化 以 及 基 域 改变 时 所 产 
生 能 各 种 现象 提供 了 系统 的 纶 亏 。 Nagata" 进而 发 展 了 Dede- 
kiad 整 环 上 的 代数 几何 基础 ， 

推广 我 们 基础 理论 时 所 需要 的 另 一 个 方向 是 要 定义 某 种 类 型 
的 抽象 笠 , 它 一 开始 就 不 涉及 到 在 仿 射 空 间或 射影 空间 中 的 鱼 和 人， 
这 在 研 究 象 构造 得 篮 这 类 问题 时 是 特别 必要 的 ， 因 为 它 可 以 局 部 
地 构造 ， 而 不 需要 知道 整体 嵌 信 的 任何 知识 。 找 们 在 $6 中 曾经 
给 出 抽象 曲线 的 定义 ,但 是 这 种 方法 不 能 用 于 高 准 的 情形 ,因为 一 
个 给 定 的 函数 域 不 具有 唯一 的 非 奇 异 模型 。 但 是 每 个 香 均 有 仿 身 
公开 覆 益 ， 由 此 出 发 我 们 可 以 定义 抽象 往 。 于 是 可 以 把 抽象 答 定 
ARARE AR ECR-A Uh EN U, RAN 
KEH, HAERA LNU 上 由 U, Fn U, 诱导 的 徐 结 构 
是 同 构 的 。 代 数 敌 概 念 的 这 种 推广 并 不 是 多 余 的 ,因为 当 维 数 之 2 
Rr PETERRÉBOECEIRIA T CERTUM RE Se CR — 3£,4.10.2). 

在 扩展 我 们 代数 后 概念 时 还 有 第 三 个 有 益 的 方向 。 我 们 在 本 
章 中 将 代数 徐 定 义 为 仿 射 空间 或 者 射影 空间 中 的 未 可 约 代 数 集 
全 ， 但 鲈 充 许 代数 集合 是 可 约 的 莽 至 县 有 重复 的 不 可 约 分 支 往往 
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宅 为 方便 ,例如 我 们 在 第 7 cb SEO ia SERÉ IO ERE DERE FT, 
D26088 0558 RT HERE SION], qu 8096 tt 2 Fn Pl BE a 
WT 3809309838, FERITA Pt ch" po LHER’ E 
XI (VD), rh Vog Pr 中 代数 集合 , IES = Aa x] 是 
一 个 理想 ， 全 得 V 一 ZL1)， 虽 然 我 们 事实 上 要 作 的 还 不 是 这 个 
样子 ， 但 是 这 给 出 了 一 般 思想 。 

士 面 建议 的 代数 繁 概念 的 所 有 这 三 种 推广 均 包 贫 在 Groth- 
endieck 的 概 型 定义 之 中 。 他 的 出 发 点 是 : WESA UMSO 
应 一 个 域 上 有 限 生成 整 环 (3.8)， 然 而 , 为 什么 我 们 把 注意 力 非 要 
限制 在 这 样 一 类 特殊 的 环 上 呢 ? 于 是 对 于 任 一 交换 环 4， 他 定义 
了 一 个 拓 扩 空间 Spec4 和 在 Spec4 上 的 一 个 环 层 , XX RE UL SUR 
上 正则 函数 环 的 推广 ， 他 将 这 个 环 层 叫 做 优 射 概 型 ， 然 后 将 许多 
优 射 概 型 结合 在 一 起 恒定 义 出 任意 概 型 ， 这 是 我 们 上 面 矿 建议 的 
Tas EH STET. 

对 于 在 特别 一 般 的 情形 下 做 这 件 事 还 有 一 点 需要 提醒 。 在 尽 
可 能 广泛 的 范围 内 发 展 理论 是 有 许多 益处 的 .对 于 代数 几何 来 涪 ， 
贰 容 置 疑 , 概 型 的 引进 是 代数 岂 何 的 一 种 革命 ,并 且 已 经 给 代数 几 
何 带 来 了 巨大 的 寺 步 ， 另 一 方面 ， 眼 概 型 打交道 的 人 们 必须 人 背负 
相当 沉重 的 技术 上 的 包 被 ， 例 如 层 、Abel 范畴 、 上 同调 、 庶 序列 等 
等 , 另 一 个 更 为 严重 的 困难 是 : 有 些 事情 对 于 代数 化 永远 成 立 ,但 
是 对 概 型 可 能 不 再 正确 ， 例 如 即使 环 为 Noecher 环 , 优 射 概 型 的 
维 数 也 不 一 定 有 了 版 。 因此 必须 要 精通 交换 代数 知识 以 便 支持 我 们 
的 直觉 。 

从 下 章 起 ,我 们 就 用 概 型 语言 来 发 展 代数 几何 基础 。 
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第 二 章 m 型 


这 章 和 下 -- 章 构成 本 书 的 技术 核心 。 在 这 一 章 , 我 们 按 Gro- 
theudieck 的 [EGA] 展开 概 型 的 基本 理论 ， 第 1 节 到 第 5 hk 
基 他 ,这 S 节 的 内 容 有 层 论 ( 定 义 概 型 所 必要 的 ) 的 回顾 , 概 型 ， 态 
射 和 误 珍 层 的 基本 定义 ,它们 中 本 书 其 余部 分 使 用 的 语言 。 

在 第 6,7, 8 三 节 中 ,我 们 论述 的 某 些 题目 是 前 面 用 得 的 语言 
已 经 做 过 的 ,但 是 这 里 四 概 型 讨论 它 委 更 方便 ， 例 如 ，Carrier M: 
子 的 概念 和 可 逆 层 的 概念 ， 是 属于 新 的 语言 。 通 过 它们 大 大 泪 清 
T Weil 除 子 和 线性 系 的 过 论 ，Weil 除 子 和 线性 系 是 属于 旧 的 
语言 ,在 第 8 节 中 ,把 非 财 概 型 点 的 系统 使 用 在 讨论 微分 层 和 非 厅 
异 镶 时 有 更 多 的 灵活 性 ,改进 了 (第 一 章 ,第 5 节 ) 的 处 理 ， 

在 第 9 节 ， 我 们 给 出 了 形式 概 型 的 定义 ， 有 形式 棋 型 在 钱 论 中 
没有 类 似 的 概念 。 Grothendieck 创造 它 用 于 研究 “全 弛 函数 ”的 
Zariski Sye. Zariski 关心 古典 情形 下 子 往 邻 域 中 全 纯 函 数 在 抽 
象 代数 几何 中 的 类 比 。 
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Eng 282 gt T XE Fa 24170 E 3 Ro PL 153 tE 质 的 系统 方 
iE. Bln, RIMARRA, 28 — fern yr EUIS — e OST + SE Et 
正则 函数 形成 一 个 层 . UPPILI BEZEK. 事实 上 ,不 用 
层 我 们 甚至 不 能 定义 概 型 ， 所 以 我 们 从 层 开始 本 章 。 关 于 另外 的 
信息 , 见 Godementta: 的 书 。 

定义 令 X 是 拓扑 空间 ，X 上 Ahel HHE 多 由 下 述 性 
AEL 

(a) 对 每 个 开 子 集 UGX, A. Abel BE F(U), 


EI 


(b) z XS TSETUG T ELS VOU, 

有 Abel EBR RE ouv: 7 (U) > (VO, We dE 

(0 ($)—80, ¿mp Rm, 

(1) esp EBAR 50 (0) — F(U), 

(2) mi WC V SU 是 3 个 开 子 集 ,那么 有 

Puw — PVR * fur, 

喜欢 范畴 语言 的 读者 可 以 将 这 个 定义 改 述 如下: 对 于 任何 拓 
PEX, RIETI Sop(X)， 它 的 对 象 是 于 的 开 子 集 , 态 身 
Hekit, in VU, Hom (V,U) — à, mE VEU, Ham 
(QU) RAAI. hi, WEAR H ES So (X) 到 Abel 
群 范畴 ub 的 反 变 函 子 . 

我 们 对 环 的 预 屋 、 集 侣 的 预 层 或 者 在 任何 固定 的 范畴 € rh T: 
值 的 预 层 ; 只 要 在 上 面 定义 中 将 词 “Abel 群 " 分 别 用 “ 环 " “集合 ”、 
或 "@ 的 对 象 " 代 赫 即 可 ， 在 这 节 我 们 不 离开 Abel 群 "的 情形 , 对 
于 环 .集合 等 等 的 情形 ,请 读者 进行 必 朗 的 修改 。 

从 术语 上 讲 , 如 昌 多 AX LERE RUE FOU) 称 作 预 
EF 在 开 人 巢 局 上 的 戴 影 的 集合 ,有 时 用 记号 TU, 7) 表示 群 
F(U) K ovv 为 限制 映射 ， 如 果 5e 多 (U0)， 有 时 我 们 用 符 
号 siv RE pur(9。 

栓 略 地 说 , 技 是 预 层 , 它 的 截 影 由 局 部 性 质 决定 ， 确 切 地 ， 我 
14613 FARE X. 

定义 ”拓扑 空间 XX 上 的 预 层 多 是 屋 ， 如 果 它 满足 下 面 增加 
的 条 件 : 

G) nU RJER, 1V} JU PIT BER. B ta se 0 (U) 
E-A EREMAN i ry; m 0, BA í(— 0; 

(4) 如 果品 是 开 集 ，{V;} REURUEBE E ,N R 04 iA 
ER S6 (V), HAER 对 每 个 i, js slvai T slv 
那么 在 在 一 个 元 素 e€ F(U), IH i, dy 一 4, 《注意 
条 件 (3) 6 8 上 是 唯一 的 .) 

注意 “根据 我 们 的 定义 , 层 是 满足 某 些 额外 条 件 的 预 层 , 它 等 


ene 


ft F E tre mes h, eoo X l. R 8 nese bt Inf) X EHEH 
IAE (8 L3), 

例 1.0.1 XRRR EO. 对 每 个 开 集 UEX, OU) # 
TUR PLEASE, HEt VEU, sv. QU) V) 是 
限制 映射 (在 通常 意义 下 ), 那么 如 是 X 土 的 环 层 ， 显 然 它 是 环 的 
TZ. ATAR OG) 和 (4), 我 们 注 阅 , 根 据 正 则 哆 数 的 定义 
(第 一 章 ,第 3 节 ), Fo c 0 的 函数 为 0， 局 部 正则 的 函数 是 正则 
的 . RIO 是 X 上 的 否则 函数 屋 . 

例 1.0.2 用 同样 的 方法 ,我们 可 以 定义 任何 拓扑 空间 上 的 过 
续 守 值 函 数 宇 ,或 者 可 微 旋 形 上 的 可 微 济 数 层 ,或 者 复 流 形 上 的 多 
AHHAR. ， 

例 1.0.3 令 X 是 拓扑 空间 ，4 是 Abel Wf. SEX Ph 
EHX HARRUAT, LUT AREE Hr PP, 并 对 于 任何 开 集 
UGX, 令 (U) 是 U 到 A 的 所 有 连续 映 身 的话。 用 通常 的 限 
制 映射 ,我 们 得 到 层 .or .六 再 ,对 每 个 连通 开 集 U, Lor QU) = A, 
从 而 有 “ 常 值 层 " 的 命名 ， 如 果品 是 一 个 开 集 ， 而 且 它 的 直通 分 支 
是 开 的 (对 于 局 部 连通 拓扑 空间 总 是 对 的 ), M rU) EE A 
的 直 积 ,每 个 因子 对 应 于 口 的 每 个 连通 分 支 ， 

定义 ”如果 F 是 X 二 的 预 层 ，P 是 XX 的 点 ， 我们 定义 多 
EAP F, ARAUA PARRER d (U) 和 通过 限制 
Bh $ 得 到 的 正 向 极限 ， 

TRIB U, 代表 了 F, Air, KAUR PARA 
d cE FU) Nx. MARHE (U, o mW, D 定义 
多 ,的 同一 个 元 ， 当 且 仅 当 存 在 P 的 一 个 开 邻 域 W,W SUNVY， 
使 得 :le 一 1w、 央 此 我 们 可 以 将 区 .Fs 的 元 称 为 多 TER PRU 
# OE ZE E Xo PIED SE 如 POET, SER PIS Or 
俗 是 X 上 P 的 局 部 环 , 它 的 定义 在 第 一 章 第 3 节 已 给 出 ， 

定义 ”如果 F R4 EX EHE. BH es 9 是 
由 每 个 开 集 口上 的 Abel 群 映射 pU) gC (0) FU) AR, 
要 求 eU) 满足 性 质 :， KAR VSU, M 
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rq) 3€ ey 
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sr) ety) 


是 交换 的 , Hop e da o^ EE tE 多 AA HORR Imas 和 
多 是 大 上 的 层 ,对 于 层 的 态 射 , 我 们 使 用 相同 的 定义 , 同 构 是 具有 
双方 逆 的 态 射 。 

注意 , 工 上 预 层 的 态 射 p7 一 €, HETA PEX, BF 
EZER pr: 多， 一 哆 no， 下 而 的 命题 (对 于 巴 层 是 错 的 ) 说 
明 层 的 局 部 人 性质. 


Wusgurpk Pe X EHUBSOS ç, $ 
同 构 。 

证 明 如果 中 是 同 构 ， 显 然 每 个 pe 是 同 构 ， 反 之 ， 若 对 每 
个 点 Po, 都 是 同 构 ， 那 么 要 证 四 是 同 构 ， 只 要 证 对 所 有 的 U, 
PU) F QU) — A (QU) 都 是 同 构 就 够 了 。 因 为 这 时 我 们 可 以 定 
义 逆 射 o. 对 每 个 U, PU) = pLU)"'， 首 先 我 们 证 明 P (U) 是 
HUE, 令 sf 名 《D0)， 并 设 600 € EU) E 0, 那么 对 每 个 点 
PEU, çG) EZ F, HRR eC» 是 4。 由 于 pr 对 每 个 P 是 
单 的 ,我 们 得 到 ， 对 每 个 PEU, E Fe Hml, ss 一 0 意 
际 着 :和 0 在 .多 "中 有 相间 的 像 ， 这 表示 存在 的 开 邻 域 Wes 
WEU, EE slg, 一 0.、 忆 被 它 全 印 点 的 邻 域 覆 盖 , 由 层 的 性 质 
G), s ÆU Eb 0, 因此 p 是 单 的 。 

下 边 我 们 证 明 pU) BAR, BRIERE 16 (UD. 对 
T] PEU, & nc 多 ,是 它 在 P 的 芽 ， 由 于 o 是 满 的 ， 我 
们 可 以 找到 re. 多 使 得 pl) — s. fr PRR V, ERI 
BE (P) 代表 o, 那么 go 和 tips。 是 GOD 的 两 个 元 ， 
它们 在 了 的 节 相 同 ， 因 此 ,如 果 需 要 ,四 P 的 较 小 的 邻 域 代替 Vs， 
我 们 可 以 假设 在 ZOP 中 PKP)) = dy, EEU EOFIE V, 
EA Mr GV. 上 我 们 有 截面 (P)€ (V), BR P, Q 是 


6. 


BT ALIA, «(Plor 和 QD 是 FAVO) fm 
ARE, 它们 都 外 四 送 到 |vpnr。， 根 据 上 面 证 明 的 P 的 单 射 性 ， 
它们 相等 .于 是 由 层 的 狂 质 (4), 对 每 个 P， PERK e (D, 
使 得 [re TO. 最 后 我 们 还 需要 检验 p(s) 一 4。 实际 上 ， 
eG) fr CQ) ADRE, HE P, pOlr = va. 
将 层 的 性 质 (3) 用 于 9G) i BI p =n 

BUT AKERE st FU ds S GE SU de OR 

XX 4 :多 9 EARNER ROS ANER, 
了 的 预 层 余 核 和 P 的 预 层 像 分 别 为 由 U I7 ke (0)),U — 
coker (CUJ) 和 U> im(gCU)》 给 出 的 预 层 。 

注意 ,如 果 9: 多 — 多 ERREN, Bp um EE, 
但 是 外 的 预 层 余 故 和 预 层 象 一 般 下 是 层 ， 这 使 得 我 人 有 了 和 预 层 
相伴 的 层 的 峰 念 

eM XI SEHR F, mum FHEA x 
-WEN e. Ree, p +? 950, dS (oru ik 
EL TERK. RIR TO ATAF a 

证 明 “构造 层 t 如 下 ， 对 任何 开 集 U, 令 FAU) 是 函 
数 :的 集合 ，: 将 里 到 名 在 0 的 点 上 的 芭 的 并 Usew rt 
得 (1) 384 P e U, (P) S^», RI) 对 每 个 PeU, 存在 
P 的 全 在 0 中 的 邻 域 V 和 一 个 元 16 CV)， 使 得 对 所 有 的 Q e 
V, EREET (0). 

现在 我 们 可 以 立刻 检验 Ft PAARIRHE—TE, F 
#EB RB AS — S, GB 多 + 具有 所 描述 的 放任 质 . 
注意 ， 对 任何 点 PS, = 971, MAMEI RIER, S 
经 9 同 构 于 多 

定义 EOS WREE F’, BAFE US X 使 
得 XU) 是 S (U) WTR, ME SU MEUM dT 的 
限制 映射 所 诱导 ，。 由 此 定义 , 对 任何 点 P, 芭 多 4 是 S, 的 子 
[3 
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如 果 p7 — 多 是 层 的 态 射 ,我 们 定义 9 的 核 ,用 ker e 
IRE UAE CE EURO BAH ker o 是 .多 的 子 层 。 

BITI pF 一 多 Rin kerp = 0. 因此 
9 是 单 的 当中 区 当 诱导 隐身 KU): TU > PW) xt x ttg 
个 开 集 是 单 的 。 

如 果 8: 多 一 € 是 层 的 态 射 ,我 们 定义 9 m 用 img 表 
CRGO 的 预 层 像 祖 件 的 层 ， 由 和 而 层 相伴 的 层 的 泛 性 质 , 存 
在 日 然 映 射 imp- Z, KEk ERDER EALAR 14), 8 
此 im gp 可 以 和 € 09 USA. 

我 们 说 层 的 态 射 o: 9 Iit imp F, 

我 们 说 层 和 态 射 的 序列 o gn gni agnis 
是 玉 合 的 ,和 如果 对 每 个 i keg’ cing". 因此 序列 4 一 多 -多 
是 正 合 的 当 且 仅 当 旬 是 单 的 ,序列 F — 40 是 正 台 的 当 且 仅 
当 ? 是 满 的 . 

现在 令 S 是 S SEE. RELER IIF RAR 
BUSQUE) 相伴 的 层 ,由 此 , 对 任何 点 P. E CRI 
Sy RA FAT. 

如 果 pF — 9 是 层 的 态 射 ， 我 们 定义 9 RRA, H coker 
P ET, RAP TERRENI. 

EID 我 们 知道 了 展 的 态 映 p:. 9 是 单 的 , 当 且 仅 
UH U BI E 699 PUTU) 9(U) 是 单 的 . xti 
态 射 的 相应 多 述 是 不 对 的 ， 如 果 pF 一 6 EM, RELH 
WO pU): F(U) > 多 (VY 不 一 定 是 满 的 ， 但 是 可 以 说 , 9 E 
满 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 P 蔡 上 的 映射 p: Fr S, BMN E 
一 般 地 ， 层 和 套 射 的 序列 是 正 合 的 当 且 仅 当 在 蔡 上 是 正 合 的 ( 习 
题 1.2)。 这 再 次 说 明 层 的 局 部 性 质 ， 

到 目前 为 止 ， 我 们 只 设 到 一 个 拓 盾 尝 间 上 的 层 ， 现 在 我 们 定 
文 层 上 的 基 旦 运算 ， 它 们 与 一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓 裤 空间 的 连 
BOR RU, 


Qnm 


XX 4 hXoY RRIARI. AF X 上 的 性 
AEG. 我 们 定义 Y 上 的 正 像 层 fw 多 AWER VEY 
OG XV) mS QV. 对 Y 上 的 任何 层 Z, RITE 
XX 上 的 北 像 层 [79 EAE UI limran (V) 相伴 的 层 ， 
共 中 乙 是 X 中 的 开 集 ,极限 是 在 Y 的 含有 KU) 的 所 有 开 集 上 取 . 
不 要 将 层 IS 和 PS 混淆 ， 后 面 将 给 出 对 环 层 空间 态 射 定义 
的 层 FI (ESH). 

EE, fe 是 X 上 层 范 畴 M6(X》 到 Y LEER ACY) HE 
d. WE. E Eg Y) 到 OX) 的 函 子 。 

定义 ”如 果 2 是 % 的 子 集 ， 在 诱导 拓扑 下 它 是 X 的 拓扑 子 空 
间 . 如 果 i:2 一 X 是 包含 映射 , 多 是 X 上 的 层 ,那么 我 们 把 站 多 
则 做 多 对 2Z 的 限制 ,通常 用 Fl 表示 。 注意, S712 在 任何 点 
PE ZI Fp 


3 是 


LA G AR Abel 群 ,定义 在 括 盾 空间 X 上 和 4 相伴 约 常 值 预 慰 为 预展 Ue 
A, (对折 有 Us 六)， 且 限制 映射 是 恒 等 映 射 。 证 明 在 课文 中 让 文 的 
RABA BU IURIS PAD RR. 

12 G) RTEBIRI SM v: 9-4. 证 明 ， 对 每 点 P, (kep) = 
ker(Fr) 和 (imp), = inpr) 

(b) i RAOR SENSARA P EE o» 上 的 少 导 映射 
PRGN). "E 

(e) 证 明 层 和 坊 射 的 序列 -2 人 下 24 eres EE ë fi S 
HIEN P e x 对 应 的 革 的 序列 作为 Abel RIRES. 

13 (O) 4 9:929 是 xX 上层 的 态 射 证明? 是 满 的 ， 当 且 仅 当下 边 的 
条 件 戊 立 ， 对 每 个 开 集 U XS ce UD). IRURE (U), 
并 存在 元 案 1 6 (Li)， 使 得 对 所 有 i e) = tla. 

(b) 给 出 一 个 层 的 满 态 身 0:999 的 例子 ， 这 时 存在 一 个 开 集 U, 
ER eU): QU) (0) 不 是 满 的 - 

14 G) 4 pII RHRE EI. BG EQ): P 40) 对 每 

MURRE. EMINRE RRM ph E, 


na 
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Œ) 用 《4) 证 明 , 如果 o:9—9 REM dS. TATE 
Tfj. ime TAT I AFRE REA. 
TERA EAI A RERO H0 4 B L E RP Et P ROA M. 
(00 4 F RRF film. FRF 到 商 层 I/F WE AD IEE 
的 ， 乡 ”是 它 的 核 ,因此 存在 正 合 序列 

F 92/9 50, 


W) 到 之 ;如 果 0A S94 0 是 正 合 序 列 ， 证 明 9" FEST 
SFR 29” 同 构 子 模 这 个 于 层 所 得 到 的 商 层 . 

4 2:#—5 RENS 

G) EA imps /kerp, 

(b) 证 明 coker p= imp, 

对 于 企 何 开 子 保 UGX, MAH KEZ Abel MORT rU) 是 
EET, Dnm 02929" RENER F Ih, HA v 
r(U,9 )-r(0,8 )er(U,9 7) ARESE. d. TU.) < 
一 这 是 正 合 的 , 见 下 面 (习题 1.11). 

ZU. +$ R XE. EMW UO (XQ) RE. 
HEAS fa 5 y Sem, MFI AT. VERNE LEIDURE AE 
mh, CRUS OE RUE. 

正 向 极限 。 4 (F) 是 X 上 的 层 和 态 射 的 正 向 系 ， 我 们 定义 正 向 系 
Í) 的 正 向 很 限 ,用 lim 多 AT-AMME 0mlim (0) 相伴 
的 层 。 证 明 这 是 在 x .上 晨 的 范畴 中 的 正 向 极限 ， 即 它 有 下 面 的 放任 
质 : 对 任意 给 定 的 层 汪 和 与 这 正 向 系 的 映射 相 容 的 态 身 族人 一 
TEGERE Jim 乡 -* 银 ， 使 得 对 每 个 i， 通过 映射 Fm ims; 
一 4 的 合成 可 以 得 一 映射 Fa, 
+ AF} 是 Noether 拓 轩 空间 X 上 层 的 正 向 系 ， 证 明 在 这 时 预 层 
Volim? U) 已 经 是 层 了 ,特别 弛 ，7(X li ) = Hinr, 
ZARR. $ (9) Rx ERAREMA. 征明 预展 olas) 
是 层 , 称 它 为 反 向 系 (F) HEARR M img, Sri Gn 
范畴 中 它 具有 反 向 极限 的 泛 性 质 . 

平展 字 闻 (这 个 习 县 包括 建立 层 的 定义 和 在 文献 中 经 常 发 现 的 
层 的 另 一 个 定义 之 问 的 关系 , 见 Gedement[1, V 2, 8 1,2 5D. 
对 给 定 的 元 上 的 预展 F, RELENE eF) HEX I 
的 平展 空间 如 下 : fA. Son (9) m Uyezzw。 定义 投射 觅 射 


ETE 
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xiSp)(9 2X. OW 169, KTP HEU CXHRSTE 
K cF) RIRE 0 Spe (F), TELF BERI ns BE 
P 的 芽 * 这 个 上 映射 有 竹 质 nr = ido, WOAR EE n EU Li" 
影 ”. 我 们 现在 使 Spe'( 多 ) 成 为 拓扑 空间 :给 巴 它 最 强 的 拓扑 ， 使 得 对 
所 有 的 开 售 鼠 和 所 有 的 藏 影 C 9(0). HARRY iU Spe (F) 
Rufi. CAE 多 + 和 多 相伴 可 以 筑 述 如 下 : 对 任何 开 集 UX 
FU) 是 Spe (F) 的 在 口上 的 连续 戴 影 的 集合 ， 特 别 地 ,最 初 的 预 
E 多 是 层 当 且 仅 当 对 每 个 U, SQ) 是 Se C9) 的 在 U 上 的 所 有 
连续 截 影 的 集合 . 

XX. 9 Rx EJE, 1670) PEREU EEY. cx 
S. Supe 表示 ,是 集合 (PEU rao) HE s 98: 在 区 S, 
中 的 葛 。 证 明 Supp 是 局 的 内 子 集 ， 我 们 定义 乡 HIZ M Sum? , 
是 集合 (Pe Fp 和 0}。 它 不 一 定 是 闭 子 集 。 

层 Wu Q 多 和 V E x Lf Abel 群 层 ， 对 任何 开 集 Ue X. 证 
明 限 制 的 层 的 态 射 集合 Hom(# lu, |o) 有 自然 的 Abel HAH Ur 
MMR URHE |us#|u) Jefa, KEX F LU rh ST s 
ME E hom”, MH erom(S ,4) RR 

E. 拓扑 空 间 x 士 的 县 多 是 松 的 ,如果 对 每 个 开 集 的 包含 vu, 
限制 映射 S(U)— 8 (V) 是 满 的 . 

(a) 证 明 不 可 的 拓扑 空间 .上 的 常 值 层 是 松 的。 关于 不 可 约 拓扑 空间 
见 ( 第 一 章 , 第 ! 节 )。 

(b) 如 果 0 多 一 一 多 “一 4 是 层 的 正 合 序列 ， AMR 乡 ” 是 松 
的 那么 对 任何 开 集 U, Abel HEA F (7) 9 (09 9" QU) 
4 也 是 正 台 的 。 . 

(9 如果 028 —— 8 一 4 是 层 的 正 合 序列 。 且 如 果 9" 和 
FO RENI 多 ”是 松 的 。 

《d] 如 果 xov 是 连续 映射 而 多 是 xX. 上 的 松 层 ， REI. 9 是 Y 
工 的 松 层 - 

(O 令 多 是 XX 二 的 任 同 层 。 我 们 定义 新 展 9， 称 为 FATER 
影展 。 如 下 。 HEARR UCI, 4(U) 是 使 得 对 每 个 PeD 
s(P) € $> (HEEL iU Úr 68 > 的 架 合 。 证明 当 是 松 展 ,并 存在 一 
个 多 到 多 的 自然 的 单 塌 射 。 


LU 摩天 太 梧 层 。 令 X 是 拓扑 空间 ; P 基 一 个 点 ,4 是 Abel 群 定 又 X 上 


1.18 
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的 层 CA) 如 下 ; 如 果 PEU, CANU) = As BH CO 一 
4。 监 证 在 每 个 点 O e (P}-ixC4) MERA 在 其 它 地 方 是 0, 其 中 
IP)” 表示 点 ?组 成 的 集合 的 闭 包 。 因 此 得 名 “ 摩 扩大 楼 层 ," 证 明 这 
个 层 也 各 以 被 描述 为 LA 其 中 4 表示 在 闭 于 空间 PY 上 的 党 
dE G (rx 是 包含 

[CH BERNER. 4e XY. EER M UAR x ER 
任何 民 多 EB tt (79-7. 和 对 Y OERE S FER 
Hee SiS, REREN iX ERER F 和 > 上 的 
EAB 9 


Homs([714,8) = Hoag B), 
因此 我 们 说 1-! B: 1, oc BB, 而 1。 是 I7 EBR, 
4X RIA, ZEATE $ io 是 包含 
是 补 开 于 集 , 令 nx RUB. 
(a) 各 Ez 上 的 层 ， 证明 X EIER G7) 当 Pe Z 
E Fr SPERO DII i5 是 在 Z 外 用 0 扩张 得 到 的 
BL. 就 记 法 的 使 用 ,我 们 有 时 用 I RE L7 并 认为 “考虑 多 作为 x 
LR ARR AE i m", 
O) 47 RUBER LC) RATER VCU Ves), 
AM reo, Rex Lio. EAE CC. RR PU 等 于 
S, 如 果 PEU OL 并 证 明 9. 是 具有 这 个 性 质 的 X 上 的 唯一 的 
层 ; 它 对 的 限制 是 全。 ASQ LS RU HH 0 扩张 多 得 到 的 层 . 
() Sure 是 x 上 的 展 ， 证 明 存在 在 x* LEKESE 

oF ly i CR 698. 
有 支 集 的 于 展 . 令 Z 是 x 的 亲子 集 ,多 Ex LOR, 我 们 定义 r.(x, 
F) 是 TCX59) 的 于 属 , 它 由 支 集 (习题 1.11) AE ZEE Ë E: 
组 成 。 
G) AME Voorz (V, |v) 是 展 ， 称 它 为 有 支 集 在 中 的 F 
的 子 层 ,用 FUF) Xn. 
(B) 4U-Xx-z,iU-X REB. IET X LERES 
序列 

DEFISILE ju). 

ETARA ERRE FISCH |a) ER 
4x fnt EPERERA OR. ç Ox 


Ex LEMBRA (G01) 
6) %vR xm f. 对 每 个 开 集 UCxX, à WU) 是 环 
£i) 中 的 理想 ， 它 由 在 Y NW 的 所 有 点 为 6 GIF MGR RAA. 证 
Hin Uros (U) fl Wo 8 Y BB Sy, CAR 2x 层 的 子 
E. 
C) MER 6x/s. MAF C0). Ko 07 一 X 是 包含 映射 ， 
€v 是 了 上 正则 函数 居 . 
(9 $ x =P: Y RS A P. Q € X 的 并 ， 因 此 由 5) 我 们 
有 XxX 圭 仿 的 正 合 序 列 
0—z——0—i,0,— 0 

MATERE EL FEH TCX,Ox r X, inr) ARER. 
XOBSPEU KOR T DOG) REES CIL 8 HEEE E 
em". 
(4) f$ X =P, #9 ORILIWIAMIE. 4e % EUR X AR KRK 
相伴 的 x -上 的 常 值 层 . AFERRA c, EARR 78 
同 构 于 层 的 直 和 Zend). Kcti Io E K/6,, ie) AREP 
PR Po BIB KERCA 1 17). 
(e) RER AE (0 中 ,序列 

r OTXE X5 (G3 1658 
是 正 合约 , 沪 与 多 揽 变 中 “第 一 Cousin 问题 " 相 类 同 ， 见 Gunning 
和 Rosi (1,9.248].) 
bj 令 X 是 拓扑 空间 ， M = {0;} RRAS 并 假设 对 每 个 
给 出 U; LE Fo BEBA Di ARK Pilon SF ilan, 
使 得 C1) 对 每 个 i pu mid, WO) HÆ disks Æ u QU nt, 
E oeac pmpn 证明 存在 唯一 的 x 主 的 层 乡 , 有 同 构 6:2 La 
多 ;使 得 对 每 个 ih 在 U DU, Ed = visu 不 太 严 格 地 说 ,多 
EBE F: 经 同 构 git 粘 合 而 得 到 的 。 


2 概 型 


在 这 节 我 全 将 解释 概 型 的 概念 。 首先 我 们 定义 仿 射 概 型 : 对 


任何 环 4《 回 忆 在 引言 中 作 的 约定 )， 我 们 将 拓扑 空间 和 它 上 面 的 


aT 


WOERGGEGRERM) Spec4. 除了 Spec4 的 点 相应 4 的 所 有 素 理想 
而 不 只 是 极 大 理想 之 外 ， 这 个 构造 平行 于 仿 射 伐 的 构造 ， 然 后 我 
们 定义 任意 概 型 是 某 个 结构 。 它 局 部 地 看 上 去 像 仿 射 概 型 。 这 
个 定义 在 第 一 章 中 没有 平行 的 概念 。 任何 与 分 次 环 3 相关 的 概 型 
Proj S 的 结构 给 出 了 最 重要 的 一 类 概 型 ， 这 个 结构 平行 于 第 一 章 
第 2 节 中 的 射影 候 的 结构 。 最 后 我 们 将 指出 第 一 章 中 的 伴 稍 加 修 
改 就 可 以 看 作 概 型 ， 因 此 概 型 范畴 是 繁 范畴 的 扩大 . 

现在 我 们 构造 和 环 4 相伴 的 空间 Spec 4， 作 为 一 个 集 台 ,我 
们 定义 Spec 4 为 4 的 所 有 素 理 想 的 集 台 ， 若是 4 的 任 一 理 
想 ， 定 义 子 集 V(a)SSpec 4 为 包 有 的 所 有 素 理想 的 集 台 。 

引 理 2.1 

(2) 如 果 a 和 6 是 4 的 两 个 理想 ， 则 V Cab) — V(a)V CD). 

(b) 如 果 (a) 是 4 的 理 息 的 任何 集 台 ， MVCN Va) 

(O gie qu ERNER M VOO "EG 
aab, 

证 明 

(a) 如 果 p2a 或 p2b， 当 然 pab, 反之， 如 果 p2ab 
BAS ppi, WARE be No. 现在 对 任何 aca, ab€v, HT 
p 是 素 理 想 , 必 定 有 ae p。 故 pa 

(b) b &# Xa, SERA t ARGA n, 因为 Da AA 
有 每 个 理想 a, 的 最 小 理想 . _ 

(c) a GRE t i a 的 所 有 素 理想 HX, MUV aV, 
当 且 仅 当 VEC), 

现在 取 形式 为 VCa) 的 集合 为 闭 子 集 , 定义 集合 Spec 4 的 
HH. 注 总 V(A)= b, V((0)) = Spec 4, 又 引 理 指出 形 如 
V(a) 的 集合 的 有 限 多 个 并 和 任意 多 个 交 仍 是 这 个 形式 的 集合 . 因 
此 对 于 Spec 4 它们 确实 构成 了 一 个 拓扑 的 闭 集合 ， 

下 边 我 们 定义 SecA 上 的 环 层 O. 对 每 个 素 理想 PEA, 
令 AÁ, 是 4 在 p 的 局 部 化 ， 对 开 人 乐 USSpecA，, 定义 OU) HA 


en. 


# GU Ihud, 的 集合 , C 满足: 对 每 个 pp)e A, B. + 
y yb E: 4 的 元 素 的 商 . 确 团 地 说 ,我 们 要 录 在 U 中 存在 b 的 邻 域 
了 和 4 的 元 a,l, Siti ae V, F&a 而 (a) —a/f€ A. 
(注意 和 侯 上 正则 少数 定义 的 类 局 往 。 差别 是 用 了 到 各 个 不 同 的 
局 吕 环 的 函数 而 不 是 到 一 个 域 的 函 效 ). 

显然 这 种 荡 数 的 和 与 积 仿 臣 这 种 水 数 ,在 每 个 A, 中 给 出 1 的 
元 1 是 单位 元 ,办 此 AU) 是 有 单位 元 的 交换 环 。 WRU E 
两 个 开 集 ,那么 自然 限制 喘 射 QU) 一 CC) 是 环 同 态 , 因此 如 
是 颈 层 .最 后 由 定义 的 局 部 性 质 ,显然 有 之 是 层 ， 

定义 令 4 是 环 ，4 的 素 谱 是 由 拓扑 空间 Spec A 和 上 面 定 
XU ERES O MAR. 

让 我 们 来 建立 Spec 4 上 层 避 的 某 些 基本 人 性质 。 对 任何 元 
fe A, 用 DO) 发 示 VCUD) 的 开 补 集 。 注意 形 如 DCf) 的 开 
集 形 成 Spec A 的 拓扑 基 . 实际 上 ,如 果 V《la) 是 闭 集 , p & VCa)， 
则 ppo, AKEE fea, f&r 于 是 pc DC 有 B. 

DNV) — 6, 
$822 4ARH, (Spec4,O) 是 4 的 素 谱 . 


Cc) 特别 地 ，T《Spec A,@) = A. 

证 明 

(a) 我 们 先 定义 由 A. 到 A, 的 同 态 ， 这 由 将 p 的 邻 域 中 的 局 
MEE C MER iQ) e A, 的 映射 ?给 出 ，Y 是 由 @, 到 4, 的 确 
有 定义 的 同 态 映 射 。 9 是 满 的 ， 因 为 A, 的 任何 元 都 可 表示 为 商 
alf. a f € A, f &p, At, DG) 是 p 的 开 邻 域 , 而 aff 定义 了 
OE D(f) ERE, HEEE o 的 值 是 给 定 的 元 ， 为 了 证 明锐 
EPH, PURER, sie QU) JE v 有 相同 值 (Q0 一 
io) 的 元 。 我 们 可 以 假设 在 UU 上,《 如 果 需 要 可 收编 U) =aji, 
r= big, KH a,b, f. ge d XL fog&p, 由 于 aff 各 big 在 
4, TARTAR, E egi (La sg SCRDARI, FE ARD 使 得 在 4 中 


eae 


Kga 15) ~ 0， 因 此 在 每 个 使 (baa 的 局 部 环 A 中, 有 
alb = bje, 但 这 样 的 4 的 集合 是 含有 ?的 开 集 DON DKON 
DCA) Tht oita, c 一 n Ev SRE. 内 
此 9 RHK IIT G). 

(X CO. CO 是 O) rh f = LIATERRTEUE, DG) 是 整个 
SAARE (b) 就 行 了 。 我 们 定义 同 态 t EOG), 
EK o/f" KIRE EEU), s 在 每 点 p 的 值 是 aff 在 
A. 中 的 锡 。 

ROEA ES, ma bad) = ot), MRE 
个 pe DL)，aff” 和 8/f" 在 4. 中 有 相同 的 像 ， 因 此 存在 元 
kkp, 使得 在 4 中 有 hf"o — P5) 一 0。 令 a 是 f*a-— Fb 的 
FLT, TE bed, @ a 等 p。 这 对 任何 pe D) 都 成 立 , 故 
而 VN DO) = 9. 因此 fevn, ARTA Pea, TE 
Pto — f5) — 0, SCEUME AH off* — MI", 所 以 是 单 
射 

BERRIREN SERN. QEA). ho E 
义 ,有 开 集 V. BE D(f), EV, EsAN oi/8; 表示 , 使 对 所 
有 pe V， 有 nk», ROER, VED). 现在 形 如 DO) 的 
开 集 形成 拓扑 空间 的 基 , 所 以 我 们 可 以 假设 有 某 个 名 ,使 得 ;一 
DG), 由 于 DDED, RTA OADE), dm 
Ge), VG) Cv (n) ， 特 别 对 某 相 n, Ate (a), TE 名 一 
egi vil ta m afb. FE B? FREE a (825 DO) 一 DOPO 并 用 
ca BS a,， 我 们 可 以 假设 D BAFE DOS) Bx, ide 
DG) 上 用 afkh RE, 

TARNA DKE) 可 以 被 有 限 个 DOS) MA, 实际 上 ， 
DXDSUDG) SAR VEDENIA = VEA). 
仍 由 Q0 知 , 这 等 价 于 EVEA 或 者 对 某 个 a, Pex 
G). 这 也 就 意味 着 P 可 以 表示 成 有 限 和 Pr = Xs he 4. 
因此 有 限 个 DA) TURE DCj)， 从 现在 站 始 ,我 们 固定 有 限 
3E Da), DA E DOED) U UD. 

TRE ` 


一 步 ,注意 到 DAN DOR 一 Dhi), A Ay, 的 两 个 
元 , 即 ai/ 5; 和 aA, hz s。 四 此 ,将 上 面 证 明 的 的 单 射 性 
用 于 Dh), WE dan. 中 必定 有 aif 如 >= il hi, TEHES 
Ks 

Chibi)" Chia; — hai) = 0 
由 于 只 包含 有 有 限 个 指标 ,我 们 可 取 “= 足够 大 ,使 得 对 所 有 的 i, j 
上 式 都 成 立 ， 改 写 这 方 强 为 
一 有 一 人 
然后 用 名 +! 代替 每 个 如， 用 hra; RI gt。 那么 在 DOS) Er 
仍 以 alh 表示 ,进而 ,对 所 有 的 i 我 们 有 hia hai, 
SUIS f= Ehh 如 上 ,这 对 某 个 = 是 可 能 的 ,因为 DOO 
WE DO) 4 a= Xuan 则 对 每 个 i 我们 有 


ka = S1 bah; = Shiha; = Fai, 


CERE D) 上 a/f" = alha MAREE iCal) m c, 这 
£B $ EM, t # RAH, 

对 每 个 环 4, 现在 我 们 有 了 与 它 相伴 的 素 谱 《〔Spec 4,2). R 
们 很 想 使 这 个 对 应 是 泡子 式 的 。 为 此 我 们 需要 一 个 空间 和 它 上 面 
环 层 的 适当 范 鸭 ,合适 的 概念 是 局 部 环 展 空间 范畴 ， 

定义 RG HE THE) X IX EK e 组 成 的 对 
(Xa). di (Xx, £0 B) (Y, Er) 的 环 空间 的 态 射 是 由 连续 网 
WAXY 和 Y 上 环 层 的 映射 有 :Or 一 和 Cr ARR O» 
j*》 如 全 对 每 个 点 PEX, E Ox, 是 局 部 环 ， 则 环 层 空间 (X, 

€.) 是 局 部 环 屋 空间 。 僻 部 环 层 空 间 的 态 射 是 环 层 空 间 的 射 《f， 

17) 而且 对 每 个 点 Pe XX， 局 部 环 的 诱导 瞎 $f (H) F ID TF 
Orin £x, 是 局 部 环 的 局 部 同 态 ， 我 们 解 宏 最 后 的 条 件 。 首 
先 ,给 定点 Pe X, Bub P o fe, 对 在 Y 中 的 每 个 开 
集 V 诱导 出 环 同 态 OyCY) 一 OF V). S y aR FOP) 的 所 
有 开 邻 域 时 ，f"《V》 跑 过 P 的 邻 域 的 子 集 ， 

取 正 向 极限 ,我 们 得 到 映射 


. 1. 


€ qp 一 lim dim eV) dim @ (f 'V), 


R—PHBHIREIE On. DERA ES RS ffr 
€x. 我 们 要 求 它 是 局 部 回 态 : 如 果 4 和 8 是 局 部 环 , 9 和 
m 分别 是 它们 的 极 大 理想 ， 同 态 w: A— B 称 为 局 部 同 态 如 果 
有 M) M, 

RENE ER 2e SUA RO US, Ait G1 RR 
USERS f RORIS LIEB, f ERAH. 

命题 2.3 

G) f E AGER, I Gets 2) LRPHREN. 


SERY 
(f.f): (Spec B,@,,..a) > (Spec A, Paprat). 
(0 fn Am BED, p^ 局 部 环 层 空 名 的 任何 射 都 可 由 环 


“证 明 

(a) 由 (2.24) "If, 

(b) 对 给 定 的 同 态 o:4 — 8B， 我 们 定义 映射 f: SpecB 一 
Spec 4， 使 得 对 任何 pe Spec B, /(p) = p (u). 如 果 4 是 4 的 
理想 , 则 马上 有 f (VQ) — V(pln))， 所 以 + 是 连续 的 。 对 每 
个 pe SpecB， 为 了 得 到 局 部 环 的 局 部 同 态 pu: 4 7o — B. 我们 
可 从 局 部 化 p。 现 在 对 任何 开 集 V SSpecA，, ARELA 
BM f 5 pg,， 得 到 环 同 态 t: Ospe V) > Pipa (0). E 
给 出 了 层 的 态 射 f": Ora (Deua. 在 蔡 上 的 诱导 映射 
Í" AGERE EVER po PrDL Cf, f) 是 局 部 环 层 空间 的 射 。 

(0) 有 反之， 假设 给 了 由 Spec B 到 Spec A 的 局 部 环 层 空间 
的 射 《f,f*)， 取 整体 戴 影 , f* 诱导 出 环 同 态 p: T(SpecA, 
Piped) > TP (Spec B,COsicca)， 由 (2.2c)， 这 两 个 环 分 别 是 4 和 
R, MARIANE q:4 — B. 对 任何 pk SpecB, RNASE 
[SEE IESUS MZ EE a a 或 者 Aw — Bo， 它们 必 


f EUH kS EBORE 和 局 部 化 把 态 相 穿 。 换 句 话 党， 我 们 有 
交换 图 


由 于 P Nds 3p pO) = fO0, AAE f 同 由 诱导 
UU SpecB 一 Spec A 是 一 致 的 。 现 存 立 记得 出 [" EHP 
诱导 的 ， 所 以 局 部 环 层 空 间 的 射 《f,f#) 肯定 由 环 同 态 9 得 到 ， 

注 230 ”如 果 在 局 部 环 空间 射 的 定义 中 ， 我们 不 坚持 世上 
的 诱导 映 庙 是 局 部 环 的 局 邯 同 态 ( 见 下 边 的 《2.3.2)), Rui ag t 
xk Ce) 将 是 错误 的 . 

现在 我 们 开始 概 型 的 定义 ， 

定义 GRUEAUE IA RIRURTD UE GA), iL ERIUS 
于 (作为 晶 部 环 层 空 间 ) 某 个 环 的 谱 。 概 型 是 局 部 环 层 空 间 ， 在 它 
中 每 点 有 一 个 开 邻 域 U 使 得 拓扑 空间 和 限制 层 ex, 是 优 射 概 
BL PMHEX MEME (XO) RPE, Ae 叫做 它 的 
HAR. EER ERTES REE RTO RREN Ox). 
m RU] E URB FERTIG 26 REIER, REH 
PCX), VETE "X 的 空间 ”。 概 型 的 态 射 是 指 几 为 局 部 环 层 空间 的 
BA. EIE RAT DEMAY. 

8023.1. ip ERE, Speck RHEA, 它 的 拓扑 空间 由 
一 点 组 成 , 它 的 结构 层 由 域 IRL. 

例 23.2 ”如果 RR 是 离散 赋 什 环 , IZ, T 一 SpecR 是 仿 射 概 
型 ， 它 的 拓 朴 空间 由 二 点 组 成 一 点 凡是 闲 的 ， 根 应 的 局 部 环 是 
R; 另 一 点 是 天 且 秽 的 ,相应 的 局 部 环 是 的 商 域 六 包含 映 射 
足 一 六 对 应 于 射 SpecK >T, CHE Spec K 的 截 一 点 映 到 1， 存 
在 环 空间 的 另 一 个 射 Spec K 一 了 ， 它 把 Spec K 的 唯一 点 映 到 
n Hil R9 Kg CERIS EEHREEIAE 埠 。 这 个 射 不 是 
由 任何 同 态 诱导 出 的 (如 在 2.3b, c 中 所 讲 的 ), 因 为 它 不 是 局 部 环 


层 空 间 的 射 

例 2.3.3 qURARAM, RELA E ONE, ALS 
Spec kel, CH XERCTSERHBAG L6, KARATE, KX 
个 点 为 广 点 ， 对 应 于 ML] has AGRIS aa m k. GM 
与 非常 数目 首 项 系数 为 【的 z 的 不 可 约 多 项 式 一 一 对 应 . 符 别 地 ， 
如 时 在 是 代数 闭 的 ，A; 的 闭 点 和 不 的 元 一 一 对 应 ， 

例 2.3.4 令 是 代数 闲 域 ,4 上 的 仿 射 平面 定义 为 Ai 一 
Spec klasy] 《图 6). AL 的 闭 点 大 和 此 的 元 的 有 序 对 一 一 对 应 . 
iW. Al 的 折 有 闭 点 的 集合 ,给 予 诱导 拓扑 ,是 同 胚 于 第 一 章 中 
称 为 At 的 繁 ， 除 闭 点 外 , 有 对 应 于 kley) HEEB A E 
它 的 闭 包 是 整个 空间 ， 对 每 个 不 可 约 多 项 式 (y) PEA 
1 的 闲 包 由 1 和 满足 zy) 一 0 所 有 闭 点 Qs) 组 成 。 我 们 
MR day) = o 的 广 点 。 


Ma Speck [n y) 


f4235 $ X Wl X, RE BEI, UC X, 和 U,CX, K PY +T 
集 , qi CU On Ln) (0.0, 5). 是 局 部 环 展 空间 的 同 构 . 
我 们 可 以 定义 一 个 概 型 X 为 经 过 向 构 p, 3 X, Fx ig U, 和 
U， 粘 合 得 到 。 的 拓扑 空门 由 不 相交 的 并 X,U X, 对 等 价 关系 
a~ pla), HET x 6U,, GET, BIST dui. AE 
存在 映射 iX X Ro: X X, F V C X ROHESBOUS 
HV) 在 X, 中 是 开 的 且 ü'V) 在 X 中 是 开 的 ， 结 构 层 Ox E 


，40 ， 


义 如 下 : 对 任何 开 集 了 EX， 

OLV) = Kint) € GG se e$ 700) 和 

qu ^ mns) = sii nuh, 

BA CR, (KO) 是 局 部 环 层 空间 ,进而 ,由 于 X 和 X, 是 
ER, DEX GAT AU PR Be X EE. 

$123.6 X d — T UT, RENE, Xi 一 大 Ak, 
4 = Ui 一 Al 一 (P), P 是 和 极 大 理想 GO 诅 对 应 的 点 , 设 
q:U > U, 是 恒 同 映射 。 令 XX 是 t X, APERU fü U, h 
台 得 到 ， 我 们 得 到 “有 二 重点 P 的 仿 射线 .” 


这 是 概 型 而 不 是 仿 射 竹 型 的 例子 . 它 也 是 将 在 后 面 (4.0.1) 看 到 
的 不 可 分 离 概 型 的 例子 。 

现在 我 们 定义 由 分 次 环 构造 的 重要 的 一 类 概 型 ， 它 们 是 类 似 
THEE. 

令 $ 是 分 次 环 。 关 于 分 次 环 的 约定 见 第 一 章 第 2 节 。 我 们 用 
$, 表示 理想 aoi Su. 

我 们 定义 集合 Proj 3 为 不 包含 S, 的 所 有 齐 次 素 理想 的 
RA mR a 十 5 的 齐 次 惠 想 ,我 们 定义 子 集 Vla)= {pE ProjS |p 
2a]. 
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nv). US : 

证 明 证 明 与 (2.1a,b》 相同 ， 只 要 考虑 到 齐 次 理想 p 是 素 
的 当 且 仅 当 对 任何 两 个 让 次 元 a b6 S, abep HAR acp 
x be» 这 一 事实 。 

根据 引 理 , 我 们 可 以 取 形 如 Y(a) 的 子 祭 合作 为 闭 子 党 来 定 
X Proj $ 上 的 岳 扑 ， 

下 面 我 们 定义 Proj 3 上 的 环 层 C. 对 每 个 pe Proj S, Æ 

2$». 


局 部 环 TOS 中 我 们 考虑 零 次元 素 的 环 San 其 中 7 是 s 的 不 
在 "中 的 所 有 新 次 元 组 成 的 生 法 集 。 对 任何 开 子 集 UCPeojs, 
我 们 定义 AU) 是 函数 sU — Lsa 的 集合 , 函数 ;满足 对 
每 个 peD，x()e So E EUER s 的 元 的 商 ， 即 对 每 个 
p€ U， 存 在 b TEV hug B ER U TAS HITARAR AA T a 
j 使 得 对 所 有 ac V, (8&q, 及 在 Sa tB, iG) m ff. RE, 
RECIBE f B PIR, EE aU READER, OT 
R GR 36. 

定义 ”如果 3 是 任何 分 次 环 , REX (Proj 5,0) 是 拓扑 
空间 及 上 面 构 造 的 环 层 。 

$M25 453200. 

(a) seg pe proj 5, Æ HIST EE So. 


mon EK £ Spec Si, 
基 中 o REESE SPR pay pan, 

(c) Proj 5 Rum. 

证 明 先 注意 ，(a) 说 明 Pro 5 是 局 部 环 层 空 间 , (b) 告诉 
我 们 Proj 5 被 开 仿 射 概 型 覆盖 ,所 以 Ce) 是 (a) Fa (b) 的 推论 。 

(a) 的 证 明 实 际 上 等 同 于 上面 (2.2a》 的 证 骨 ， 所 以 把 它 留 
给 读者 去 作 ， 

为 了 证 明 (b), BEEE DAD = Proj $ — VO), w 
它 是 开 的 。 由 于 Prop S 的 元 素 是 $ 那些 齐 次 素 理想 "它们 不 
包含 全 部 Sa BERRE FES, 的 开 集 D) 覆盖 Projs. 
现在 固定 一 个 齐 次 元 f€5., SEXE Pf) 一 Spec5 的 
局 部 环 层 空间 的 同 构 〈9 ,m4)， 存 在 环 的 自然 同 态 5 — $5, 而 
$q; 是 SITE. 对 任何 齐 次 理想 aC $S, 令 q(a)= (a$ O) 
ñ Sa, 特别, 如 果 o€ D.C), W pCp)& Spec Sa, MACHE 
了 和 作为 集 台 的 映射 p。 局 部 化 的 姓 质 指出 ，P 作 为 由 DI 到 
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Spec Sq, (e EROR bB, ET, iR a 是 5 的 齐 次 理 极 ， 那 么 
oa MB gq(p)2qQ), 因此 9 是 局 是 还 注意 如 果 
p€ DKI), WERE So H (Sa EARBA HNI KER H 
HARP WSB PEB i p”: Dress o sU cis logn) 
我 们 立刻 知道 pE. Bub (o, v7) 是 所 路 求 的 局 部 环 层 
空间 的 同 构 ， 

例 2.5.1 如 果 4 是 环 ， 我 人 J 定义 4 上 的 车 凡 + 空间 为 概 弄 
P^ = Proj4[zs,*……,x。]， 特 别 地 ,如 果 4 是 代数 闭 域 六 , WI P: 是 
概 型 ， 它 的 于 点 的 子 空间 自然 局 是 于 称 之 为 身影 = 空间 《见习 是 
1.144) fJ 8. 

FARHA REMS Scis ERRARE. DL B: 
是 概 型 并 不 十 分 正确 。 在 上 面 的 例子 中 我 们 已 经 看 到 ， 概 型 的 承 
载 拓 扑 空间 ,如 Al 或 者 At， 比 对 应 的 位 有 更 多 的 点 ， 然 而 ,我 
们 将 说 明 存在 一 种 自然 的 方法 ， 就 是 将 广 点 (习题 29) mpi 
的 每 个 不 可 约 子 集 使 得 徐 成 为 一 个 概 型 ， 

为 了 叙述 我 们 的 结果 ,需要 一 个 定义 。 

XX 令 3 是 一 个 固定 的 概 型 。 HUSIXGURM X3 合 起 来 
是 3 上 的 概 形 。 如 果 关 和 Y 是 5 上 的 概 型 ，X 到 Y 的 作为 S 上 概 
型 的 射 ,( 也 叫做 5 MER f: XX 一 Y， 它 与 给 定 的 到 5 AREE 
容 的 。 用 EACS) 表示 5 上 概 型 的 范畴 。 如 果 4 是 环 , 借用 不 确 
切 的 符号 ,我 们 以 Era( 4) 表示 Spec A 上 概 型 的 范畴 . 

&H26 <+ 是 代数 计 域 ， 则 存在 由 ipea us 
(env, 
的 正则 函数 


证 明 首先 ， EREMO, 4» J X BJ Essa) 
Ant 86958. 如 果 了 是 天 的 朵 子 空 ， 那 么 (Y)CG (X). 
Xe, (Y,UY) -4Y2U«Y2 和 AYD = NKY). SU 
我 们 可 以 取 形 如 Y) 的 子 集 作为 闭 集 定义 CX) 上 的 拓扑 ,其 
hy E X89314 8. WR fX X, 是 连续 里 射 , 则 我 们 得 到 一 
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个 映射 (í): CX) (X), 它 将 不 可 约 闭 子 集 映 到 它 的 像 的 
币 包 。 因 此 上 是 拓扑 空间 上 的 隐 子 。 进 而 ， 我 们 可 以 定义 连续 映 
dp; X > (X), Ch e(P)= (PY 给 出 注意 ,在 区 的 开 子 
fb fk oU. CX) 的 开 子 类 能 类 合 之 同和 诱导 出 一 个 双 射 . 

Scd k RACER, V E k Enq, 4 Ov 是 它 的 正则 函数 
E (01), POEN GC, e, (0,0) 是 大 工 的 概 型 ， 由 于 任 
何 镁 都 可 以 用 开 的 仿 射 子 艇 复 盖 《第 一 章 , 4.3), 因而 只 要 证 明 ， 
如 及 了 是 仿 射 的 则 《区 ) o (0v)) EET. S V RH 
RETADR. NELA TRAE E A 

B: (V ,@,) — X = Spec 4 

如 下 ， HEA PEV, $ QKP)—OWL, Kop Wu 是 由 在 点、 
为 万 的 所 有 正则 函数 组 成 的 4 的 理想 .。 由 第 一 章 3.2b, 8 是 到 
外 的 闭 点 集合 的 双 射 ,容易 看 到 8 是 到 它 的 像 上 的 同 还 ， 现 在 对 
任何 开 集 UCX， 我 们 将 定义 环 同 态 EKU) > AOU) 一 
OLEU) 给 一 截 影 € @XU) RA Peg QU), BES 
P) AEF Cx,xry《 它 同 构 于 局 部 环 Aap》 中 的 像 再 进入 商 
环 AnD CATR RAR, 因此 :给 出 由 pU) 到 
ABER, 容易 看 出 这 是 正则 函数 ， 并 且 这 个 映射 给 出 同 构 
OLU) = Dy(p'D)， 最 后 ， 由 于 4 的 素 理 想 是 和 VV 的 不 可 约 闭 
子 集 一 一 对 应 《 见 第 一 章 , 1.4), 这 些 陈述 表 到 《Xex)》 RAF 
GU JaA), MARERE dj BET 

为 了 给 出 由 GOD. a OV) 到 Speck 的 射 ,我 们 只 要 给 出 环 
同 态 k — F CO(V), oV) — TQV OV) RIT. Ha ekka 
V 上 的 常数 还 数 1。 因 此 QV) ERR 上 的 概 型 。 最 后 ， 如 果 了 
和 了 叶 是 两 个 敌 , 则 我 们 可 检验 (习题 2.15) 自然 喘 射 

HomBat (V ,W) — HomGch A V), (WY) 

是 双 射 的 。 这 表明 上 纲 子 ¿ Bak) — Ehk) 是 完全 忠实 的 。 特 
SUAE AGE CV) AAF (W) S BOUSVIRIACE W. 

由 构造 来 看 显然 o: V — (V) 诱导 出 由 了 到 KV) 的 闭 点 
集合 之 上 的 回 胚 ， 区 7》 有 诱导 拓扑 ， 


m 


2.2 


1.5 


2.7 


注意 ,在 后 向 (4.10) 我 们 将 看 到 项 子 1 REID A. 


3 = 


# 48k, X 一 Spec4i  [64, DEX 是 VU) MIR. E 
MARKAN COD: 9r|xn) AHT Speed, 
+ (xs0r) 是 报 型 ,EX 是 任何 开 尝 证 明 GPs REI. R 
IKE ETERRU Eli RRAN, HE (Urle) 看 作为 x 的 开 
Tes. 
LED TNI X O) REHN a BRENER UC, R 
6x) HARRE. 
C) 证 明 《X20x) 是 既 约 的 当 且 仅 当 对 每 点 eX 局 部 环 Our R 
HRZ. 
(b) 4 (62) RER. 2 Oea BURR OUa 相伴 的 
Bo 这 里 对 任何 环 4; 我 们 用 Aa CR DECRURSUUBIUS B. iE 
明 OCIO 是 概 型 。 我 们 称 它 为 和 X 相伴 的 既 约 概 型 ， 用 Xes 
UR. 证明 存在 颖 型 的 射 多 ~-->X ， 它 在 承载 拓扑 空间 上 是 一 个 同 
EMG. 
(<) 令 1:X 一 >Y 是 概 型 的 射 , 并 假设 X 是 研 约 的 ， 证 明 存 在 哮 一 的 
Beers 使 得 1B MERREN Tae ARRE. 
DARK, QUU) RRD, 给 定 射 1:X 一 Spee 4， 我 们 有 层 上 的 
HERH I: Omatt RERE ROR AMSE 4 一 > 
TCX 0x). iE ERR 

a: Hom, ag( X.Spec A)—*Homa iseal I 2 T(X 50g), 
证 明 “为 双 射 ，( 对 于 每 的 美 似 权 述 见 〔1，3-57)。 
HE spec Z， 并 证 明 在 概 型 的 范畴 中 它 是 个 估 元 ， 即 每 个 概 型 x 对 
speeZ 只 有 一 个 射 
MERHAR HAT C JE fob em. CREER OI E. Boi 
环 情态 必定 将 ATDLS AFEFE o= 1, 我 们 看 到 每 个 环 到 办 
环 只 有 一 个 同 态 ,但 是 从 堆 环 到 没有 同 态 ,除非 在 R 中 1 一 0.》 
令 X 是 概 型 ， 对 任何 zeX， 令 9, REE NIIS, VU. BEAR 
KEE. RIER EX 上 的 利 祭 类 域 为 域 tx = 0,/ n+、 现在 今 
KEER EAA Seck 到 xX 的 壬 等 价 于 给 出 点 c X 和 自 
ARM AGO ex, 


ETES 
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OKAR. HEMA (eK, flex X EA r É Zaraki 切 空间 
TON k(z) 上 向 量 空间 R, /9n; HABA. die f 
概 型 和 令 A[o]/e' 是 域 上 对 偶数 的 环 .证 明 给 出 由 Speeck(ol/o* 到 
x eH SU TATE 《上 有 理 的 点 >( 即 使 得 (z) 一 D e x 和 n 
的 一 个 元 . 

dug x EREN, Z 是 xX 的 不 可 执 闭 子 集 , 则 Zz 的 广 点 是 使 得 zo 
伟 )” 的 点 。 如 果 X 是 烯 型 ,证 明 每 个 ( 非 空 的 ) 不 可 约 闭 子 集 有 唯一 的 
一 个 广 点 


2.10 RZA Spec R[z)。 它 的 拓扑 空间 怎样 与 集合 尺 比 较 ? ”怎样 与 集 


* Cg? 


-11 $ 6 =F, fe p PY. WE Speck [x]. ER) APER 


是 什么 ? 给 定 的 剩余 类 咸 有 多 少 点 ? 


12 粘 合 引 理 。 推 广 在 正文 (2.3.5) 中 载 述 的 粘 合 过 程 如 下 . + IX.) A: 


一 族 组 型 (可 能 无 限 多 ). 对 每 个 ixei， 假 设 给 一 开 子 集 UCCX, 并 
让 它 有 请 导 概 型 结 鬼 (习题 .2)。 再 假设 对 每 个 关 i f T REIR 
Ë oii tuU 0 CO RERET eis pu = ey. 和 (2) 对 每 个 
hi ea(tunUa) = Uu AUi HE Uu Ua E va = Pa Pi, 
证 明 存 在 概 型 xX 且 对 每 个 ;有 射 ui XX. EE CO; 是 由 
X F| X SPF T WU CRI. (2) AA) WME x, (3) $ (Du) 一 
KODA) 和 《4) 在 Uii 上 有 bi = bie oi. BRUTE PE T: 
BX, 沿 着 同 构 pr 粘 合 而 得 到 的 。 当 着 x; 是 任意 的 ,而 Us M pu 
都 是 空 的 ,这 是 个 有 趣 的 等 殊 情 况 ， 我 们 称 报 型 是 x, 的 不 交 并 ,用 
Ux; RR. 


:13 拓扑 空间 是 拟 紧 的 ,如 果 每 个 开 虱 盖 有 有 限 子 古 营 。 


Ca) 证 明 拓扑 空间 是 Noecher 的 (第 一 符 ， 第 LU) 当 且 仅 当 每 个 开 
TREWERN. 

(b) 如 果 X Gr RICE, ER 5,(X) 是 拟 紧 的 ， 但 是 一 般 来 说 不 是 
Noethee 的 。 如 果 SOO RAURA. ATIS x RRK. 

(<) 如 果 4E Noccher 环 , 证 明 S,(Spec A) 是 Nosther 拓扑 空间 . 
(4) 治 出 一 个 例子 说 明 既 使 4 不 是 Noether IR, S (Spec) 也 可 能 
是 Noether EA 


244 (a) 令 5 是 分 次 环 ， 证明 Pros = ø, ELO 对 的 每 个 元 过 是 村 


egt. 
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(b) 4 p:S—et RA UR CORREO, 令 e — D é 
Peoi T/p DQ(S,)Y. üEDH t E. Pro! T GT-R. B e dog FR 
H fU Prol s, 
(c) S eR. REI 可 能 是 同和 扳 。 Plin [REEL HI 4246. 
Qal$4— T, 是 同 构 、 其 中 d S$. 证 明 Ü — ProiT FW f: 
ProlT —»Proi $ RAK. 
(4) Sr EH Fk Ah: s 【第 一 章 ， 第 1 他) AEE. ER 
! (Y)zrol $, 
G) 令 了 是 代数 闭 域 A 上 的 得 .证 明 点 P e (V) 是 闭 点 当 是 仅 当 它 
的 剩余 类 域 是 * - 
(b) 如 果 三 X 一 >Y fk RRHH, X mË P € X 是 有 剩余 类 域 
名 的 点 ,出 KP)eY bT kS k. 
Co) ERR V. wii k EREA T SIL EL PD RE 

Homg, (VW )—» Hom cea (V) OO), 
ZRH. CO at ETE EL VERA SERRE IO A RE ERACE.) 
令 X 是 概 型 ，1 e PCX Or), SEX X, EAr € XIBRA, A r RE 
质 : + 在 + 的 葵 1, 不 包含 在 局 部 处 OL. 的 极 大 理想 DM, 2 h. 
(2) 和 如果 = Spec B. 是 X 的 开 仿 射 子 概 型 ,7 EB 一 TOU 0x10) 是 
f 的 限制 。 证明 UNX = DOD. Bit X, E X EET E. 
(b) 设 X* 是 氢 紧 的 . 令 4 = POGU), a € 453487] X, 上 为 0 的 
TR. EAREN 070, Ha — 0, (ER: 用 x 的 并 仿 射 团 著 .1 
(O 设 x* 有 由 并 仿 射 U; ARARE V 满足 BS UIDU, 
ENEN. (Hán, 3X) JE Noetber 就 满足 这 假设 .) EANET 
270, Ph 是 4 的 一 个 元 的 限制 ,其 中 be POL gx). 
(4) 用 (o) 的 候 设 ,推断 nO ox) 
tin nen. 
(a) 9 fix—9Y ERRIN HR y PIB P T REUS S. U 满足 : 
对 每 个 i, 诱导 映射 171007) —9U. 是 同 构 .证 明 ! 是 同 构 . 
(b) ROS EDR SENAERA hoes f, €A = PX, 
gz)， 使 得 开 子 集 X, 是 仿 射 的 ， 且 Toss f 在 4 中 生成 单位 理想 . 
DER: 用 上 边 的 习题 3.4 和 2.164]. 


3.18 在 这 个 习题 中 ;我们 比较 环 同 态 和 区 的 谱 诱导 射 的 某 些 性 质 、 


G) GAER, X 一 Spec4 Pe A, ERIRE HSARA 
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Dio mest. 
(b) 4 q:4—9B Rihia Y = Spec —9 X = Spec A tf i 
BENATA SHARE UEHR 2 0L BL OCA EE RU MEA I Ox ER 
射 。 进 而 证 明 , 在 乡 是 单 射 讨 ，# 是 支配 的 , 即 (CY) 在 X 中 是 稠 的 - 
(e) BI Efi Ars ue: uie ERG RD ER Y SIX 的 闭 子 集 之 
fü I.E 1*:Cx 一 >f。OY ESL 
(4) 证明 Ce) GE. Rp, mË FY—9X 是 由 Y 到 Xx CURT RICE hua 
BER AP. fP:2x—f.2v Rf, Wie dri. ER: Cg X = 
Spect Ajkeep) 3EfH (b) fa (o). | 

2.19 4 AH SERT F R tJ PE S fr: 
G) Spec 4 是 不 连通 的 ; 
Gi) 存在 华兴 元 aset 4 使 得 ce, = q, dme 2n nt 
n=l 这 下 元 称 之 为 正 交 宪 等 的 ); 
Gi 4 同和 构 于 两 个 非 零 环 的 直 扣 41 x A. 


3. 概 型 的 重要 性 质 


在 这 一 节 中 我 们 将 给 出 概 型 的 某 些 最 重要 的 性 质 . 特 别 地 ,我 
们 将 讨论 开 的 和 财 的 地 概 型 ， 以 及 概 型 的 积 ， 在 习题 中 我 们 介绍 
可 构造 子 集 的 概念 和 研究 射 的 纤维 的 维 数 。 

定义 DRTE 连通 的 , 是 指 它 的 拓扑 空间 是 连通 的 。 一 
个 概 型 是 不 可 约 的 ， 是 指 它 的 拓扑 空间 是 不 可 约 的 。 

EX SEX EESW, ipRORHSAOEREU, 环 AU) 没 
TREES. 等 价 地 (习题 3 2 3), 义 是 婚约 的 , 当 且 仅 当局 部 环 @。， 
对 所 有 的 P < X, PRAET. 

定义 MEX 是 整 的 ， 和 如 果 对 每 个 开 集 UCX, YR OU) 
Je SETA. 

例 3.0.1 如 果 X= Soec 4 是 仿 射 概 型 ,那么 区 是 不 可 约 
的 当 且 名 当 4 的 震 零 根 ml 4 基 素 的 ; 区 是 既 约 的 , AARAA 
EER, 

命题 3.1 一 个 概 型 是 整 的 , 当 且 仅 当 它 是 婚约 的 同时 又 是 不 
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qum. 

证 明 显然 整 概 型 是 婚约 的 。 如 果 半 不 是 不 可 约 的 ， 则 我 们 
可 以 二 到 两 个 非 空 的 不 框 交 的 开 子 集 U, R Un. 于 是 OWU 
U) = €(U) x €(U) 不 是 整 环 。 因 此 整 的 萄 各 养 不 可 约 。 

REX ERMAT. uU CX ET SR Gi f 
在 元 fg € (QUO, (E Erg —0, 9 Y= (z€ U|f, EDM} 和 
Z= {ré Uj EDU} FY RZib BF CIM 2162) H. 
YUZ-—U, EXERSA. Bii u ERT, PAY 和 
Z 之 一 等 于 U, AE. Y —U. 然 而 了 对 忆 的 任何 开 仿 射 子 
集 的 限制 将 是 医 之 的 ( 习 吕 二 18a)， 于 是 为 入 ， 从 而 上 是 零 ， 这 
LEIR ES -AEN 

EL MEXER Noether 的 ， 如 果 它 可 由 开 仿 射 于 集 
Spec A; 性 党 , 其 中 每 个 ARS Nae:her W. X z Noether 的 ,如 
果 它 是 局 部 Noerher BJ 0805. FE, XE Noether 的 ， 
如 果 它 可 用 和 限 个 开 优 财 子 集 Spec A: TE FCU ge A 是 Na- 
ether X^, 

注 311 mÆXE Noether 概 型 ， 则 spCX) 是 Noe- 
ther 扰 拉 室 间 ,但 是 反之 则 不 对 (习题 2.13 30 3.17), 

注意 , 社 这 个 定义 中 我 们 并 没有 要 求 每 个 开 仿 射 子 集 是 Noe- 
ther 环 的 谱 。 从 定义 看 Noether WX) Noether MEAS SL 
然 的 ,但 其 逆 不 显然 这 是 证 明 Noelher 性 质 是 “局 部 性 质 " 的 问 
题 ， 我 们 在 后 面 解释 概 潮 住 质 或 拔 型 的 射 的 性 质 时 将 常 如 到 类 似 
的 情 品 ,因此 为 了 说 明 这 类 情形 ， 我 们 将 给 出 Noether 性 质 的 局 
TO VERI AR Eon BOR Sau iH, 

$832 EX Note IS B 5 384 Tp Y 
+Ë U ~ Spes4, Ad Nocher IR. WEBS, PHAY x 一 
Spec 4 是 Noether Bs. 当 且 仪 当 环 -4 是 Noether 环 . 

证 明 3E EIE SEL, B 因此 我 们 只 3 需 证 明 如 果 4 是 局 部 
Noether fj, U = Spec 4 是 开 仿 射 于 集 , 则 4 是 Noerher 环 . 首 
KER URBAE Noerher 环 , 任 何 局 部 化 By 也 是 Noether 35. 
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TAE DC) = Spec B, 形成 Spec B 的 拓扑 基 ， 因此 在 局 部 
Naether ff) X 上 有 由 Noether 环 的 谱 组 成 的 拓扑 基 ， 特 别 地 
Noether 环 的 谱 能 置 盖 我 们 的 开 集 U. 

所 以 我 们 简化 到 证 明 下 面 的 叙述 : 4 X — Spec 4 是 仿 射 概 
H, BEH Noether 环 的 谱 组 成 的 开 于 集 覆 盖 ， 那 么 4 蚌 Noe- 
ther 的 ， 令 U = Spec B. 是 XX 的 开 子 保 ，8 蚌 Noether 的 ， 于 
是 对 某 个 fe A, DOSU., 2 E f 在 8 中 的 象 , 则 Ades B, 
内 此 41 是 Noerher 的 ， 所 以 我 们 可 以 用 开 于 僻 DC) = Spec AI 
B X, 其 中 A; M: Noerher 的 。 RO X EHE, WART 
DG) BESTELR SS X. 

现在 我 们 已 经 使 其 变 为 纯粹 代数 问题 。 4 是 环 , foh E 
4 的 有 眼 个 元 ,它们 生成 单位 理想 ， 每 个 局 部 化 A 是 Noerher 
的 。 我 们 需要 证 明 4 是 Noecher 的 .首先 我 们 建立 引 理 . 令 aS A 
EBR, di A, 是 局 部 化 映射 im usn, BH 

ac fig; Gp(n) * 44). 
BAXOCEWMN. 反之 ， 给 一 包含 在 交 中 的 元 be 4， 对 每 
+i, 在 41 中 ,我 们 可 写 p) = aff, 其 中 aca m; > 0, w 
MES Bb S 52 a;, Ba R lat 2 18 FEE a. EAR, 
在 4 中 对 某 些 mi 有 
InG b — a) = 
象 前 面 那 样 ,我 们 可 以 使 所 有 的 m; 二 m. 因 此 ,对 每 个 i, frea, 
AF fol 生成 单位 理想 ， 对 任何 丸 , ET N OEI] EE E 
成 单位 理想 .有 取 N 一 n + m， 对 适当 的 “ie 4， 我 们 有 
b= Mufibta, 


这 正 是 所 需要 的 . 
现在 我 们 容易 证 明 4 是 Noerher 的 . 令 «Cai 中 的 
理想 升 链 ， 那 么 对 每 个 i， 
Pila) + AEP) * Ang 
Ë A, 中 的 理想 开 链 。 由 于 A 是 Nocher 的 , BERERA 
BER. 只 有 有 限 个 441， 由 引 理 我 们 得 出 原来 的 链 最 终 是 稳定 
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的 ,因此 4 是 Noether 的 。 

EX MENEN DX Y 为 局 部 有 限 型 物 ， 是 指 在 Y 上 
存在 以 仿 射 子 集 V; 一 Spec B, 为 升 集 的 履 盖 。 使 得 对 每 个 i, 
CV) 可 被 开 仿 射 子 集 Ui 一 Spec Ai; 覆盖 ,其 中 Ai 为 有 限 
生成 的 B 代数 ， 另 外 ， 若 每 个 f CV 被 有 限 个 这 样 的 wa W 
EMRE 弛 为 有 限 型 的 射 . 

定义 5 fhxov RGB. 如果 存 在 由 开 仿 射 子 集 
V, = Spec B; 组 成 的 Y 的 覆盖 ,使 得 对 每 个 i,f 《Vi) 是 仿 射 的 ， 
用 等 于 Spec 4;，Ai 是 B, 代数 和 有 限 生成 B, 模 . 

往 意 在 每 个 定义 中 , A XY 的 性 质 是 用 具有 某 些 性 质 
的 Y 的 开 仿 射 覆 盖 的 存在 性 定义 的 。 毕 实 上 ， 在 每 种 情形 中 它 都 
等 价 于 对 Y 的 每 个 开 仿 射 子 集 要 求 给 定 的 性 质 《 习 题 3.1 到 3.42. 

B(32.3 如 果 耻 是 代数 肝 域 上 上 的 翁 ， 则 相伴 的 概 型 (UV) 
[ 见 (2.6)] 是 上 有 限 型 的 整 的 Noether 概 型 ， 实 际 上 , 了 可 用 
石 眼 个 开 仿 射 子 翁 { 筑 一 章 43) ES, MAV) 可 用 有 限 个 形 
为 Spec 4, 的 开 仿 射 覆盖 , 其 中 4; 是 整 环 和 有 限 生成 的 代数， 
因此 是 Noether 的 。 

例 3.2.2 WF PERDA, O 是 局 部 环 ， 则 Spec, 
EUER Nosrher 概 型 ,但 一 般 不 是 下 上 的 有 限 型 , 

下 边 我 们 讨论 开 的 和 分 的 子 概 型 ， 

定义 概 型 X 的 开 子 概 型 是 概 型 了 ， 其 拓扑 空间 是 和 的 开 
子 集 ， 其 结构 层 Os 同 构 于 XX 的 结构 层 对 上 的 限制 e, U. HE 
HER f; 关 一 了 ， 它 诱 叶 出 XX 同 Y 的 开 子 概 型 的 同 构 。 

四 意 ， 概 型 的 每 个 开 子 集 都 有 唯 -- 的 开 子 概 型 结构 《习题 
22). 

定义 MN XA PT WE Y 9 YX, 使 得 
spCY) 是 P(X) WATR, i 是 包含 上 映射， 进而 关上 层 的 诱导 
映射 i6, isCr 是 满 的 。 闭 浸没 是 射 LY > 六， 它 诱导 出 
Y $8 xi— T HT RES Ed f. 

$0223 令 4 是 环 , a EAMH, X= Spec4 和 了 一 
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Spec A/a. IRS 4 一 4/a BSD RERO RE Y — X 是 闭 
BB. MUR TRE Y DX OUTRE V(O) 之 上 的 同 胚 , 并 且 千 构 层 
ik Ox 一 Ly 是 满 的 ,这 是 因为 它 在 蔡 上 是 满 的 ,而 它们 的 
EAMDE ATI Ala 的 局 钙化 (习题 2.18)， 

(Hdb SHE ER aC 4, 我 们 得 到 一 个 闭 子 集 V(a)SX EH 
子 概 型 的 结构 ， 特 别 地 , X 的 每 个 团子 集 Y 有 许多 闭 二 概 型 结构 ， 
因为 对 应 每 个 现 想 a, 使 得 Va) 一 了 ， 都 有 一 个 亲子 概 弄 结构 . 
事实 上 ， 仿 能 概 型 X 的 闭 子 集 了 上 的 每 个 团子 概 型 结构 都 可 用 这 
种 方法 从 一 个 中 想 产 生 ( 习 题 311b) 或 (5.10， 

例 3.2.4 对 某 些 比较 具体 的 例子 . 令 A= kz, y], Ehk 
是 域 ， 于 是 Spec 4 = Ai 是 下 上 的 仿 射 平面。 理想 a 一 (zy) 
给 出 由 大 轴 和 ? 轴 的 并 组 成 的 可 约 子 要 型 ， 理想 a — (9) 给 出 
y 鞭 上 有 等 零 元 的 子 概 型 结构 。 理想 — (e, ry) 给 出 了 MB. 
另 一 个 子 概 型 结构 ， 它 只 是 在 诛 点 的 局 部 环 中 有 野地 元 。 我 们 说 
原点 是 这 个 子 酸 型 的 圈 人 点 . 

8325 V EE LOHE, WENTE. TEWE 
GV DH AATA PORER a (HEE U) G X — (V) 
MIY — (W) 是 相伴 的 概 型 。 因 此 X — Spec A TIY 是 由 9 定义 
的 团子 概 型 ， 对 每 个 s> 1， 令 Y, 是 对 应 于 理想 9 的 X 的 闭 子 
HUS. HZ Y, 一 Y， 但 是 对 a> 1, Y, RR Y. 上 的 非 既 约 概 
型 结构 ， 且 不 对 应 于 的 任何 子 侯 ， B Y. EY 在 X 中 的 第 
DÁMESPDAMA. MA v, ED TY E Xd A tE. E 
(5 9) 我们 将 研究 Y C X "hU Jesse el" MURUS AEA 
Y. 在 n> co HRIB 

8126 2XRAEU,Y RUE—LHBTS. 通常 Y 有 许多 
可 能 的 闭 子 概 型 结构 。 然 而 ,在 在 一 个 比 任何 其 它 的 都“ 小 的 ", 补 

先 令 X= Spec 4 是 仿 射 酸 型 ,Y EMYR. $ aA 是 Y 
中 所 有 素 理 想 之 交 得 到 的 理想 。 这 是 使得 V(a) = Y ERM 
想 ， 于 是 我 们 取 Y 上 的 既 约 话 导 结构 为 a 也 确 定 的 那个 ， 
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现在 令 X 是 生 何 概 型 ,Y EATE. 对 每 个 开 仿 射 子 集 U C 
X, AB U, APE Y, = YANU, WA Y. RI TE LAINE 
导 结 构 ( 可 能 依赖 5)。， 我 们 断定 ,对 年 何 nj, 刚 在 Y; Yi EE 
义 的 两 个 结构 层 对 Y. YY, 的 限制 是 同 构 的 ,进而 在 Y, Y; Y. 
年 的 三 个 这 样 的 同 构 对 所 有 的 i,i, 都 是 相 容 的 , 容易 把 它 化 简 
为 证 明 : 如 果 U = Spec Á 是 开 仿 射 的 , 和 如 果 fe 4 且 了 一 
DCE) = Spec 41， 则 由 4 得 到 的 在 YOU 上 约 既 约 诱 导 结 构 与 
由 41 得 到 的 一 致 .与 此 相对 应 的 代数 事实 是 ,如 果 4 是 4 的 在 Y 
中 的 所 有 素 理想 的 交 ， 则 out, 是 41 的 在 YO DO 中 的 所 有 素 
理想 的 交 ， 

所 以 现在 我 们 可 以 粘 合 Y; 上 定义 的 层 而 得 到 Y 上 的 灵 ( 习题 
1.22), 它 给 出 所 项 望 的 YY 目的 跌 约 诱导 子 概 型 结 均 ， 关 于 既 约 诱 
导 子 概 型 构 的 泛 性 质 ,参见 直面 的 (习题 3.11)， 

定义 ” 概 型 X 的 维 数 ,用 dim X 表示 ， 是 它 鞋 为 拓扑 空间 的 
维 数 ( 第 一 章 ,第 1 节 ). 如 果 Z 是 X 的 不 可 约 闲 于 集 ,ZZ 在 XX 中 的 余 
维 数 ,用 codim(Z 0 表示 ,是 整数 "的 上 上 确 界 , 其 中 站 是 使 得 存 
在 由 Z 开始 的 欧 的 不 同 的 闭 不 可 约 子 集 链 

Z-Zg«c«Z£«- cz, 
的 整数 。 如 果 Y 是 X 的 任何 闭 子 集 , 我 们 定义 
codim (Y , X) — inf codim (Z, X), 
这 里 不 确 界 是 在 ¥Y 的 所 有 闭 的 不 可 约 子 集 上 取 的 。 

8032.7 mE X — Spec A E Qi ER UL X H8 Se cR 4 0 
Kroll 438 —3, 第 1 节 ) 相同 . 

注 328 对 任意 报 型 应 用 维 数 和 余 维 数 的 概念 时 必须 当 
心 ， 我 们 的 概念 的 直觉 是 米 自 域 上 上 有限 型 概 型 .在 那 种 情形 下 ,这 
些 概 念 有 良好 的 性 质 。 例如 ，X 是 域 * 上 有 限 型 的 仿 射 整 概 型 ， 
Y CX t EI GIA REA] T-38 88 2,08 — 3€ 1.18A) 蕴含 荐 dimY 十 
codim (Y, X) 一 dim X， 但 是 对 于 任意 的 《甚至 是 Noether 的 ) 
e. STüER HS PORE. $0. (5108 3.20 一 3.22)， 也 可 参见 
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Nagata” 和 Grothendieck [EGA 1V,85], 

定义 SEEL, XTY HS LREN, RA S 的 射 的 
OU. RIEK s ERDCRY (5E ID X x Y 表示 ， 是 一 
PERRA piX X Y> X Ñ p: X XY Y, ERUH 
pH AFER X—5 X) Y 5 作成 交换 图 (2), in Z 
jS 的 给 定 的 任何 概 型 ， 给 定 的 射 [IZ X 和 z:Z— Y 5 
H X— S fü Y — $ 作成 交换 图 , 则 存在 唯一 的 射 06:2 
XXY, fE f = pe0, 30 z = peð. 


称 射 pi 和 p, OO ZF Ei #| CIAR + ERO RARE, 

各 果 X 和 Y 是 概 型 ， 没 有 特别 指明 任何 基 概 型 $， 则 取 S= 
SpcZ (IR 25), EX X MYR, OH X x Y 表示 ) 为 
X X quay. 

定理 3.3 HER ISI. TTRM Y， 则 存在 纤维 


证 明 PITCH 然后 粘 合 它 
们 。 分 7 步 进行 。 

第 1 步 。 $ X — Spec A, Y = Spec B, $ = Spec R HEH 
射 的 ， 于 是 4 和 8 是 有 代数， 我 们 断言 Spec(AG,B) REX TY 
在 3 上 的 积 ， 实 际 上 ,对 于 任何 概 型 Z， 给 出 Z 到 Spec (A@,R) 
的 射 ,根据 习题 24, 它 与 给 出 由 坏 ADB SUR r(Z,2;) aul 
者 是 相同 的 。 BARAH 4G@aB FEIER ESAE AM B 
到 那个 环 的 同 态 ， 使 得 在 上 上 诱导 出 同样 的 同 太 是 相同 的 。 再 由 
2188 2.4, 我 们 知道 给 出 Z 到 Spec (AQB) 的 射 与 给 出 Z SU X 
NZ 到 的 射 ， 使 得 产生 间 样 的 Z 到 3 的 射 ， 是 相同 的 ， 因 此 
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Spec( AGB) 是 所 希望 的 积 。 

第 2 峭 。 从 积 的 泛 性 质 马 上 推出 ,如 果 乘 积存 在 , 则 在 唯一 同 
构 的 意义 下 研 唯 一 的 。 当 继续 证 明 时 ， 我 们 需要 那些 已 构造 出 的 
乘积 的 唯一 性 。 

PIP. WAN 我 们 已 经 知道 怎样 帖 合 层 《 习 题 1.22) 和 
怎样 粘 合 概 型 (习题 2.12)。 现 在 我 们 粘 台 射 .如 果 X 和 Y 是 概 型 ， 
fan dex 8v PS gi T XI RES (U y fi [Uo Y, 
其 中 U, 用 质 导 开 子 概 型 结构 ,并 且 对 每 个 duis f FI fh wU QU, 
的 限制 是 相同 的 。 证 明 是 直接 的 。 

第 4 步 。 如 果 X 和 Y EM S LORY, UCX 是 开 于 集 ， 
AmE X x ;Y 存在 ， 则 p)](U)CX x sY 是 U 和 Y 在 S$ 上 
的 职 。 实 际 上 , 给 定 概 型 2, MH f:2 一 已 与 8:Z Y, WA 
包含 映射 合成 ， 了 决定 了 Z 到 X 的 映射 ， 因 此 存在 与 fog 相 容 的 
映射 6.Z— X X Y. dim T ICSU, 我 们 有 6Z)epr QU). 
所 以 6 可 以 看 作 一 个 射 Z— e (U). 它 显然 是 唯一 的 , 于 是 
p) ERU x ;Y. 

BSP. BRAES 上 的 概 型 X 和 Y, 假设 (X) 是 xX 的 开 
AE, BHGA iX X Y. 部 存在 ,那么 XXY 存在 .实际 上 ， 
对 每 个 i,1， 令 UaK X sY Æ pX), 其 中 X.=—X,n Xi. 
MARAN, Vij; XX 和 在 § 上 的 积 、 因 此 根据 积 的 唯一 性 ， 
HED ij, AET OEH) AH qu;Us Us 与 所 有 的 投射 
相 容 ,进而 ,对 每 个 isik, 这些 同 构 在 习题 2.12 的 意义 下 彼此 相 
容 。 因 此 在 适当 的 位 置 通过 辣 构 pa 相合 概 型 Xi x VY. 根据 习 
& 2.12 我 们 得 到 的 概 型 X x *Y 正 是 所 斯 言 的 YX 和 YY 在 3 上 的 
了 积 . 圾 射 射 py 和 ps ERA X, X Y 到 Y 了 的 投射 确定 (第 3 步 ). 
给 出 概 型 Z 和 和 射 FzX, 和 8:2 —Y, 令 21 一 让 (Xi). 于 
是 我 们 得 到 映射 8;: Z; 一 XiXsY， 因 此 当 与 包含 映射 XX YS 
X x sY 复 台 ,我 们 便 得 到 映射 0:2, X x ;Y， 经 检验 可 知 ， 
RERE 2,02, 上 是 一 致 的 ， 因 此 为 了 得 到 与 投影 和 上 及 
相 容 的 射 OZ X X sY， 我 们 可 以 粘 合 射 《第 3 步 )。 6 的 唯 
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HET a be, 

第 6 步 ,从 第 上 步 知 道 , 如 凡 X,Y,S 都 是 仿 射 的 , 则 X<, Y 
存在 ， 因 此 用 第 5 5. HER X, ARAIYE S, RIE. HX 
和 YY 相互 交换 ,得 月 第 5 步 , 我 们 发 岗 对 任何 站 和 任何 Y, 它们 在 
佑 射 的 8 上 的 积 是 存在 的 

Sod. WEGE X.Y,S, 令 iX 8 fa riy — S E 
给 定 的 射 ， d S, E S BSOT UD ouk. X, = 4 (S) RD Y. = 
r 《5;)， 则 由 第 6 dp. X x, Y 存在 注意, X RuY fE S 上 的 积 
是 同样 的 概 型 .实际 上 ,给 定 $ 上 的 射 Zo X 和 z:Z — Y z 
的 像 一 定 落 在 Y 中 ,因此 对 每 个 i,X;XxsY 存在 ,再 用 第 5 步 , 得 
到 XXY. HERR TERNER. 

也 许 对 于 经 维 积 的 重要 性 和 用 途 作 菜 毕 一 般 性 的 评述 ， 现在 
是 个 好 机 会 。 首 先 ,我 们 可 以 定义 旬 的 纤维 

定义 $ XY 是 概 型 的 射 ， yE Y 是 点 。 令 kG)E 
Y 的 剩余 类 域 ，SpecA(y) 一 了 EARN CA 272). BARN 
定义 射 了 在 点 了 上 的 纤维 是 概 型 ， 

X, = X x ySpeck G), 

纤维 X, ERO 上 的 概 型 ,我 们 可 以 证 明 它 的 承载 拓扑 空间 
FPHET X09388 六 (>)〔〈 习 题 3.10)。 

射 的 纤维 概念 允许 我 们 把 射 看 年 由 像 概 型 的 点 作 参 数 的 概 型 
ik (Bie 3E). ND, XA em ES E SER FE Chh E (r 的 概 
型 族 这 个 惩 想 的 -个 好 途径 。 例 如 ,给 定 钻 上 的 概 型 Xy 我 们 
定义 X, fde X> Y 和 点 WEY, EER) =R 
和 X, 2: Xo KIbEUR Y RENEW. f 的 其 它 纤维 称 为 X, 的 形 
z, 

SpecZ 上 的 概 型 X 可 产生 有 趣 的 一 类 族 ， 在 此 情形 下 , 广 点 
上 的 纤维 给 出 Q 上 的 概 型 Xa 而 与 素数 ?相应 的 闭 点 上 的 纤维 
给 出 有 限 域 F 上 的 概 型 X, 我们 说 X, 是 由 概 型 Xmod p 约 化 
产生 的 ， 

纤维 积 的 另 一 个 重要 应 用 是 对 于 基 扩 张 的 概 优 ， 令 5 EE 
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定 的 概 型 ， 我 们 把 它 看 作 基 概 型 ， 我 们 的 兴趣 在 于 4 上 概 型 的 范 
Ws. Bin, ZB S 一 Speck, ER, WRS 是 男 一 个 共 慨 型 和 
$ — $ EA, 那么 对 任何 3 上 的 概 型 X, 令 X — XX S, X E 
$ 上 的 概 型 。 我 们 说 X 由 避 通 过 基 扩张 $ 一 8. 而 得 到 。 例 如 ， 
TE S 一 Spec k RR Jf k. REOR , 某 扩 张 是 可 迁 运算 : 
如 果 3 一 8 — S EH AKS) pS m X x, 87, 

这 与 Grothendieck rib “ERLEEN” (LEGAJ) -- f 
中 强调 的 一 般 原 坦 相 配 台 ， 因 而 我 们 应 设法 将 所 有 代数 几何 概念 
推广 为 相应 的 桐 对 形式 , 应 该 考虑 狂 型 的 香 fX o S. ERE 
的 性 上 质 ， 而 不 是 总 在 一 个 国定 基 域 上 工作 而 且 一 次 只 考虑 一 个 化 
的 性 质 ， 由 此 ,研究 在 菇 扩张 下 性质 的 行为 变 得 很 重要 ,特别 是 
把 研究 了 的 性 质 与 其 绎 维 的 性 质 联系 起 来 了 ， 例 如 ,如 果 fixo 
$ 是 有 限 型 射 , 8 5 足 基 扩 张 , 则 PX — 9" 也 是 有 限 型 对 ， 
其 中 X = XXS, REREH f ERARE mA EF 
是 稳定 的 。 另 一 方面 ,例如 ，1:X 一 5 EERROR, 1 
可 世 茎 不 是 不 可 约 的 也 不 是 既 约 的 。 所 以 概 型 是 整 约 性 质 在 革 节 
张 下 是 不 稳定 的 ， 

例 3.3.1 4 RERO, 

X = Spec R[ e, y,tl/(ty — x), 

令 Y=Spec &[:] 而 fix Y gk Arbo Es 7 
Gy — z!) 决定 的 射 ， 则 和 YY 是 区 上 有 限 型 整 概 型 ，f ES. 
我 们 把 Y 的 闭 点 和 “的 元 素 等 同志 来， 对 于 ack, a= Q, 纤维 
X, Æ Aj 中 的 平 而 曲线 ay =r, CERTA. 但 
是 ,对 a = 0, 纤维 X, ERA rh z = 0 给 出 的 非 即 约 概 型 . 13 
此 我 们 有 族 ( 图 7), 县 有 如 下 性 质 : 除了 一 Ae BERTA 的 ,其 余 
员 都 是 不 可 约 曲 线 ， 这 涪 牙 ,即使 人 们 主要 的 兴趣 在 于 熊 ， FES 
概 型 也 会 很 自然 地 产生 ， 可 以 说 在 A? HRR c — o 是 
不 可 约 抛物 线 ay = x! 当 a 一 0 的 形变 ， 

例 3.3.2 类似 他, 如果 X 一 Spec &[z,y,t)/Cey — i), RT 
得 到 一 个 族 , 它 的 普通 成 员 是 a 0 时 的 不 可 约 抛物 线 ry 一 a, 


NE 


但 它 


的 特殊 成 员 za 是 由 2 条 线 组 成 的 可 约 概 型 zy 一 0 


f; 概 蜡 的 代数 版 


习 题 


iE M f; XY 是 局 部 有 限 型 ， 当 且 仅 当 对 于 ?的 每 个 开 仿 ACT 
V = SpeeB， 179) VIRIUSRETAE Wi = Spec 4, Ni, RHEN 
全 是 有 限 生成 8 代数 . 

BAHH 了 ;xy 是 执 紧 的 。 如 果 存 在 y TD E Vas RT 
BA P) PHUSS. UBI / AMERA D 当 对 每 个 开 仿 身 
+ YCY, 17) SUIS. 

CO 证 明 ; 射 xoY 是 上 有 限 型 的 当 且 仅 当 它 是 局 本 有 限 MH N E 
的 . 
(6) 由 此 推出 1 为 有 办 型 当 卫 仪 当 对 每 个 + 的 开 仿 射 子 集 ? 一 
Spec B, FOV) 可 用 有 限 个 开 坊 射 Vi = Spec Ai Bk, ob 4 
BARER n Fi. 

(9) 证 明 ; 如 果 /有 有 限 型 , 划 对 每 个 开 仿 射 子 集 ?一 Spec8CY， 对 
APO HEU = Spec ASIC), A 是 有 限 生成 代数。 

证 明 : 射 :XY 是 有 限 的 ， 当 且 仅 当 对 Y 的 每 个 开 坊 射 于 集 = 
Spec 8, UCV) 是 仿 射 的 ,等 于 Spec 4， 其 中 4 是 有 限 B. 

射 1 :XY 是 拟 有 限 的 ,如 果 对 每 个 点 eY, MO) AARE. 
OEA: 有 限 射 是 似 有 限 的 . 

(3) WEB: 有 限 射 是 闭 的 ; 即 任何 闭 子 集 的 像 是 出 的 。 


EIE 


3.7 
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Cc) MATHA — it PETRUS MARAE ERER. 
QER. EA: x 的 广 点 所 的 局 部 环 0: ERREX x 的 函数 
域 ,用 KOC) 表示 .而 且 证 明 : 如 果 U 二 Spec 4 是 x 的 任何 开 仿 射 子 
集 ,; 则 KOO 同 构 于 a milli. 
射 CY, Y 是 不 可 约 的 ) 称 为 广 点 式 有 限 , 指 (70) EARR K 
tn Re 的 广 点 射 f: Y 是 支配 的 :如 果 TOO. 在 Y DIEM UR 
VEA OY RARURARU ARAM. A: 看 在 一 个 
SBT SE ICY, PRF UHU 是 有 限 的 。 ER: 先 证 
PA x HO ER S skt: Y HR tk ka ERUIT HK] 
正规 化 。 概 型 是 正规 的 ， 如 果 所 有 的 它 的 局 日 环 是 整 闭 整 环 。 令 x E: 
TERRE. 对 x 的 每 个 开 仿 射 子 集 U = Spec 4， 令 了 是 4 在 它 的 商城 
中 的 鉴 六 和 包 ， Ü = Spec 和 说 明 : Pelo UL Re ERE C (OLEO 
型 R. 称 叉 为 xX 的 正 井 化 ,而 且 证 明 : 存在 有 限 射 EON, SES 
EHER: AE ERMER = Ug de tU :ZX 经 这 唯一 地 分 
解 ,这 是 第 一 章 习 题 3.17 的 推广 . 
积 的 拓扑 空间 ,回忆 在 组 的 范畴 中 ,两 个 乱 的 积 的 Zrii 拓扑 不 等 于 
乘积 丘 jM 第 一 章 , 习 题 1. 人 )， 更 在 我 们 看 到 ， 在 概 型 的 范畴 中 ， 概 型 
积 的 承载 点 梨 甚 至 不 是 积 党 . 
G) 令 ERM A; = Spec4[z] ROREM DM HL uE BB: 
Al. AL S Al TETROURIUIAKGR AMOR REA ELT BOR BUSCO TR 
《即使 < 是 代数 闭 的 ). 
(b) 4 k EER, (Rl RE k F AUD ME Spec ACi), Spec kC), 和 
Speck 都 是 一 个 点 的 空间 描述 积 报 型 Speck( 人) x speen Speck), 
MDE. 
(2 如 果 f;X—Y Eh y 是 点 证明: 5,06) AETA ASE 
H ON 
(b) + X = Speck[ iyi ]/Cr — 0), Y = Spec A[:]， f: X—Y 是 将 : 
RE EAIM. mA ye Y RA aek ao, 证 明 ; 纤维 X, 由 
25K HE AXE k. ME ye Y 对 应 oek, IA: rx 
非 既 约 的 单 点 概 型 。 如 果 是 Y 的 广 点 ,证 明 : X, 是 单 点 概 型 , 它 的 
RIA bk 2 m (M ot Aj Ud K. 《假设 代数 闭 的 .) 
ATRE 
(9 DAE XA UC E EBEA: io Yo X ERNA X 
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是 任何 射 ; 则 I Yx xX — tuia. 
SO) 如 果 Y 是 仿 射 概 型 X = Spec 4 IDEO T KE, REY 也 是 仿 射 的 ， 
AL, Y 是 由 一 个 适当 的 理想 aca 决定 的 亲子 概 型 ， 和 闭 温 没 
Soec AfücsSuee 4 EHT. ER: 先 正明 Y 可 用 有 限 个 形 如 
DUNAY (18H TAERCR SUR LEA WEARER E BME 
se DONNY — 9 的 fs 从 而 指出 我 们 可 以 假设 DOS) ME X.T 
LSE ob 生成 4 的 单位 理想 。 用 习题 1.175 EY Ai 
对 的 ,用 习题 2.184 EMAY RANN 024.) IEE: BB (5.10) 用 
尝 想 层 给 出 这 个 结 六 的 号 一 个 证 明 。 
CO 令 ? RE n fE, OR Y 既 约 诱导 子 概 型 结构 -如果 是 
区 的 任何 其 它 的 闲 子 涂 型 ,并 与 盖 有 闻 梯 的 承载 拓扑 空间 ， 证 明 : 闭 
AR YX AY dM. 我 们 说 是 约 诱导 结构 是 团子 集 上 最 小 子 概 
型 结构 米 爱 东 这 个 任 质 . 
(4) $ F2—x 是 射 。 则 存在 * 的 只 有 下 面 姓 质 的 唯一 的 闭 于 接生 
TUB LEY JS Bbk Y EAER ETEA i 
分 解 , 则 YA 也 经 分解, 我 们 称 ? X i tatin. m z RE 
1588 Rv IER CD. 的 几 包 上 能 婚 结 诱导 结构 。 

3.12. Pro S (UT Re. 
G) + en RAUM HIIS. EA: SIN 2.14 
UFES ZTF Pen T, pg j:Proi Prois J&-— FUR. 
(9) 如 果 1s EFKAR, T = 5/1, +Y eB Prol] 
— 的 像 所 定义 的 X 一 Pro! 3 RID T WE. 证明; 不 同 的 齐 次 理 
起 可 以 产生 相同 的 团子 概 昏 ， 例 如 , 令 d BER = Bonta 证 
88 1 和 决定 相同 的 包子 概 弄 ， 

后 面 (5.16) HAI KOET HT ANERE 的 齐 次 理想 (至 

少 ,在 S 基 5 上 多 项 式 环 的 俏 形 下 )- 

333 AERE. 
CO) mBRRSIRSM. 
(9) &iRRITEEER CARE: 12) 具有 有 限 型. 
(<) BERT A rie PURUS. 
《4) ABIRE IHE Ren. 
€e) ii x av o LAUD BOR, M Xx. Ves 上 具有 有 限 型， 


G) 如果 X^ Y Az Jti M. BAUR 1 RURE et RARR 


MILES 


f. ! 共有 有 限 型 . 

(8) ip XY TAMAN, Y 是 Naether 的 ， 则 XX 是 Noecher 
m. i 

3.44 (Rx Ri yf RSU ES: Xf S SIS. ROC TUBE 
对 任意 组 型 不 正确 . 

3.5 令 XX 是 域 ( 不 必要 代数 刻 ) 上 的 有 限 型 概 型 . 

(a) 十 明 下 面 的 三 个 条 件 等 价 “这 时 我 们 说 * 是 几何 式 不 可 芍 的 》. 
(i) Xx K 是 不 可 约 的 ， 这 里 不 表示 大 的 代数 闭 包 。 《由 借用 不 
确切 的 符号 ,可 用 X<, BIR Xx.aspec k, ) 

Gi) Xx k, 是 不 可 约 的 ,这 里 AR kA TAAR. 
CGU) 对 于 的 每 个 扩 域 K。X xAK 是 不 可 鸭 的 。 

(8》 证 明 下 面 的 三 

G Xx,E 是 既 约 的 . 
Gi) X x ,k, EEH AH 4, 表 示 大 的 完全 著 包 。 
Gi) 对 大 的 所 有 护坡 K. Xx K REED. 

€) RNAXELAREH, mE Xx k 是 整 的 。 给 出 一 个 禾 酸 再 
的 例子 , 它 既 不 是 几何 式 不 可 鸭 的 ,也 不 是 几何 式 即 约 的 . 

3.6 Noether (24k, EX SE Noether (EIMAN P Æ XRT RRRA 
性 质 , HU X RETE Y 如 果 多 对 Y 的 每 个 真 闭 于 集成 立 则 
SY ik ar CBR, 2 HARUAR. A P RRE. 

3-17 Zariski 人 空间, 拓 太 空间 是 Zanski =Ë 如 果 它 是 Naethec (B B. 
dA CIESED PUR UE ET E rk - -的 广 点 (习题 2.9). 

Jin. R E Br at RER, T = ip( Spec R), 则 7 了 由 两 个 点 : t 
BOKBMB, o = FHE Ak TETUER Hin 和 了， 这 是 广 点 为 
让 的 不 可 约 的 Zariski 2516]. 

(a) 证 明 : ini x £ Naetber ERIM] p(X) 是 Zariski 空间 。 

(b) 证 明 : Zariski 空间 的 任何 极 小 非 空 闭 于 集 由 一 个 点 组 不 ， 我 们 

称 它 们 为 ' 

(c) 证 明 Zariski 空间 XX 满足 公理 7T,: 给 定 X 的 任何 两 个 不 同 的 点 、 

存在 一 个 开 集 , 它 包括 一 个 点 ;而 不 包括 另 一 个 点 . 

(d) 如果 是 不 可 约 Zatiaki 空间 ,那么 它 的 广 点 包 在 X 的 每 个 攻 空 

开 于 集中 . 

(0) 如 时 ros 是 括 扑 空间 的 点 , 且 z e {zt}"， 风 我 们 说 二 分 化 


stite 


了 zo Horns 表示 。 RIMEN r 是 = 的 分 化 或 者 n 8 n 
5 Á X fb Zariski 75| 证 明 ， 对 于 如 果 xc MJ xr. 
的 偏 序 关系 , 极 小 点 足 闲 点 , 极 太 点 是 Xx 的 不 可 约 分 支 的 广 点 .而 
民 征 明 六 于 保 含 有 它 的 任何 点 的 每 个 分 化 点 . (我们 说 闭 子 保 在 分 化 
TA ett RH E Pao BOT ERER. 

(D 4 (E O6) 的 证 明 中 引进 的 折 裤 空间 上 的 GAP. dn OX 是 
Noether Hitha UEH (X) 是 Fariski 空间 。 进而 ，* 本 身 是 
Zar 空间 , 当 且 仅 当 喘 射 a XO (X) ERRE. 

造 的 此 合 。 令 关 是 Tadskl 拓扑 空间 , x 的 可 构造 子 集 是 一 个 属 


URRESTI ERO SAEPE P h, 


小 点 


i REF FYS CREO SAE SE F th, (2) F 的 
TUNERE 9 中 ,和 (3) F f Axa HE 2 d. 

G) x 的 于 集 足 局 部 | 用 的 ， 如 困 它 大 一 个 开 于 各 和 一 个 闭 子 集 的 交 。 
证 明 xX 的 子 集 是 可 构造 的 当 且 仅 当 它 可 写成 有 限 个 局 部 闭 子 保 的 不 
相交 的 并 . 

(h) 证 明 :不 可 的 Zariski 空间 X 的 可 构造 子 入 是 笛 的 当 且 仅 当 它 
SANA GI EREET , 它 含 和 放空 开 子 集 ， 

(e) X 0 3E s 是 闭 的 当 且 仅 当 它 是 可 构造 的 和 在 分 化 下 是 稳定 的 。 
类 似 地 ,的 子 集 了 尽 开 的 ， 当 利 仅 当 它 是 可 构造 的 并 在 归属 不 是 稳 
定 的 。 

(4) 如 果 :XY 是 Zaciski 空间 的 竹 续 映射 , 则 ?的 任何 可 构造 子 
ARNEE x 00 ST 8 T fE, 

3.19 “可 构造 二 集 概念 的 真正 的 重要 性 由 王 面 的 ckevaliey 定理 推出 ,参见 
Carian fif Chevalley [1, $52 Zi], Marsumura [2, £ 2 E98 6 til: 
4 d: X— v 是 Neerter 概 现 的 有 限 型 射 ， 那 么 X 的 任何 可 构造 子 
Saf e v 的 可 构造 子 集 ， 特 别 地 ，KX)，( 不 必 是 开 或 闭 的 ) Y 
的 可 构造 子 梨 。 按 不 面 的 步 儿 证 明 这 个 定理 
(a) AEGA UEBA: im Hoa v ECHO RE Necther 概 型 ， 且 了 是 支 
配 的 射 - 则 OO KAET HRN. 

“Cb》 在 上 面 的 情 上 不 ， 用 不 面 的 交换 代数 的 结果 证 明 /CX) 含有 ? 
MEZA R: 令 4G BE Nother 整 环 的 包含 关系 ，B 是 有 限 生 
成 4 代数 。 则 给 定 非 鹤 元 b e 8， 存 在 非 堆 元 Ç € 4 有 不 面 的 性 质 : 
如 果 9: 4— 此 4 到 代数 六 域 K 的 同 大 ,使得 pgCe) 尖 0， 则 ?可 
扩张 为 B 到 K 中 的 同 态 9'， 使 得 84) 了 9、[{ 提 示 ; 对 8 在 4 上 生 
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成 元 的 个 数 用 归纳 法 证 明 这 个 代数 结果 ,对 一 个 生成 元 的 情形 ， 直 搜 
证 明 结 果 , 在 应 用 中 , 取 b = 1!。]】 

(e) RE? 用 Noether 妇 纳 法 完成 证 明 . 
(4) 给 出 代数 闭 域 AERE SM f: xo v 的 一 些 例子 ， 说 明 OO 
K- EEF KRAHE 

维 数 ， 令 X 是 域 < 《不 一 定 代 数 闭 的 ) 上 有 限 型 整 概 型 。 用 第 一 章 
第 ! 节 的 适当 结果 证 加 不 询 性 质 : 

(2) 对 任何 闭 点 P € X, dimX = dim 9。、 其 中 对 环 ， htta Krull 
ER. 

(s) 令 K(X) 是 X 的 函数 域 (习题 3.6). HM dimX = r.d.K(X)/k_ 
(e) 如果 Y & x E F 5R, UI] codim(Y.X) = iul(dim Ap x]P € Y), 
(d) 103i v E X BERT SE, I] dimY + codim(Y,X) = dix, 

(e) WRU E X dE JE FSI diay = dia x, 

2 R EA D Ri 8: 35 Bp k IRA. 4 X = Spec RD] E 
Spec R 年 的 仿 射 直线 ， 证明: 习题 3.20 的 陈述 Ca), (d),Cey XE x 
EI 

gHOH ERER. $ 1: x 一 Y RE k LAR S ec Re 91. 
是 三 (Y 的 不 引 约 分 支 ， 使 得 IO) € (2). 证 明 codim(Z,X) S 
codim(Y', Y), 
(b) & «dim X — dimY jux fe v LWY 
IOs TAFE X， 每 个 不 可 芍 分 支 有 维 数 
(Ü H Ca) 和 习题 3.20b。] 

(O 证 明 : 存在 一 个 RH JF T W: DCC X, 使 得 对 任何 y € (0, 
dimt, =e, [提示 : 先 简化 为 X 利 y 是 仿 射 的 ， 医 如 X o Spec A, 
Y =5pec8。 则 4 是 方 取 生 成 B 代 其， Eyer € A TE K(X) 
在 KCO) 上 的 出 越 基 开 令 X, = speeB[n.—..]. MX AKF Y 
年 的 仿 射 “ 空间 : 射 !: k— Y 是 广 版 式 有 限 的 。 现 在 用 竺 边 的 习 央 
3.7.] 
《4) 回 到 我 们 原来 的 射 1 X 一 Y EE] BE EAA z€ X 的 
集合 , 令 ， = fA), r 使 得 存在 含有 * 的 纤维 x, 的 不 可 约 分 支 2， 
dimZz5, WEB: (1) E, = X Oll E GS (65; (D MR à >a 
Jj XU RE 《用土 边 的 (<)); GO 对 所 有 的 4s E, EAH OE 


Mi 


ER IEA vé 
Gm. ev 一 


dimX Wahi). 
(e) UFBH F ihi] Chevalley Sg ED, fj, Cartan 和 Chevatley (1, 第 
EL RETER D CES VEY HRA, sR diax, = 4, 
则 子 集 C, 是 可 构造 的 ;日 c, 含有 Y 的 一 个 开 的 笛子 集 

3.23 如 果 Vw RECIBIDA LUMA V x tr 是 它们 的 职 (定义 在 
第 一 音 习 是 3115, 3.16), 2 E (2.6) 09 U +, H| (r x W) = 
(7): eal (WO), 


4 分 离 射 和 本 征 庙 


现在 我 们 开始 研究 与 平 稼 拓扑 空间 的 熟知 性 质 相对 应 约 概 型 
约 两 个 性 质 , 确 切 地 说 ,是 概 型 之 间 射 的 两 个 性 质 ， 可 分 离 性 对 应 
着 拓扑 空间 的 Hausdorff 原理 。 本 征 性 对 应 着 通常 的 逆 紧 性 概 
盒 ， 即 紧 子 集 的 道 像 荐 紧 约 。 然 而 通常 的 定义 在 抽象 代数 几何 中 
不 适用 ， 因 为 Zariski 拓扑 不 是 Hausdorff 的 , 概 型 约 承载 升 扑 
空间 也 没有 确切 地 反 陕 出 它 的 全 部 性 质 。 所 以 我 们 将 使 用 在 概 型 
范畴 中 反映 射 约 函 子 行为 的 定义 。 对 于 C 上 有 限 型 范畴 , 我 们 可 
以 证 明 ， 如 果 把 这 些 概 型 若 让 为 普通 拓扑 下 的 复 解析 空间 《附录 
8)， 则 抽象 定义 的 这 些 概念 实际 上 和 通常 的 概念 相同 。 

在 这 节 我 们 将 定义 分 离 射 和 本 征 射 。 使 用 赋值 环 给 出 射 是 分 
离 的 与 本 征 的 判别 准则 。 然 后 证 用 任何 概 型 上 的 射影 空间 是 本 征 
f. 

定义 令 fl XY 是 概 型 的 射 ， 对 角 射 是 唯一 的 射 A. 
X— X x yX， 使 它 同 两 个 投身 映射 Po m: X x XX 的 合 
成 都 是 XX 的 单位 脆 射 ,我 们 涪 射 是 分 离 的 ,如果 对 角 射 REESE 
没 ， 在 那 情 形 下 ,我 们 也 出 X 在 Y 上 分 离 。 BOR X F3 BERG. fn 
EE SpecZ E58. 

8401 令 和 是 域 .X 是 有 二 重 原点 的 仿 射 直线 (2.2.6). I 
么 天 在 上 上 不 是 分 离 约 。 实 际 上 ,性 x X 是 有 4 个 原点 的 仿 身 
平面 。、 人 的 像 是 有 其 中 2 个 原点 的 通常 的 对 角 线 ; 它 不 是 闭 航 ,办 

dg 


为 全 部 4 个 康 点 都 在 ACX) fmi. 

例 4.0.2 后 而 (4 10) TH TE f. in EV FE CERA Ee 
任何 候 ; 则 相伴 概 型 V) dE CIE. 

命题 41 mm f X 一 > 是 仿 射 概 型 的 任何 射 , 则 I 是 分 离 
的 。 

证 明 4 X — Spec A, Y — Spec B, DAE Bit fr, ifi 
X X X di Spec 4@a4 给 出 ， 也 是 仿 射 的 ， 对 角 射 A 是 由 将 
Bataa Wis SUSHI IAS AB A> R 产生 。 这 是 环 的 满 
BS. a TAR 

A2 任意 射 2 X Y REI EDU tA RE 
X < X IST. 

证 明 -方面 是 显然 的 , 沂 以 撤 们 只 征明 ， 如果 AQX) 是 闭 
子 集 , 则 A. X— X X X 是 闭 漫 没 ， 换 名 证 谤 ， 我 们 需要 验证 
A: X ACX) KIM iln E St Dus e AVE: ER, E 
BOX X yX — X 是 第 一 个 投射 。 由 pea S idn VARBA 
E) AO ERRIRE. ERRIA O... > AxOx 是 注射 这 
是 局 部 问题 . 对 任何 点 Pe X， 令 如 是 了 的 足够 小 的 开 仿 射 邻 域 ， 
使 得 IU) 包含 企 Y 的 一 个 车 仿 射 于 集 之 中 ， 于 是 口 X vU 是 
ACP) 的 开 仿 射 第 域 ,根据 命 独 , A U OU x QU ERES. 
VATI RAIE A C P PO A 48 RE S A S ZR T ERR. 

下 人 边 我 们 讨论 可 分 离 性 的 赋值 类别 准 则 。 大 致 的 恩 想 是 ， 为 
了 使 概 型 六 是 可 分 的 , 它 应 该 不 包含 看 上 去 像 双 原点 曲线 (前 面 例 
子 ) 的 任何 子 概 型 。 表明 这 点 的 另 一 个 途径 是 ， 如 果 C 是 曲线 , P 
是 C 的 点 ; 则 给 定 任何 C 一 了 到 X 之 中 的 射 , 它 应 该 允许 至 多 一 个 
以 整个 Cc 到 XX 的 扩张 射 。《 比 较 第 一 章 6.8, 在 那里 我 们 证 明了 投 


SUR f pekin.) 
Er E aX Pr 8 ó 8. 要 名 工 。 向 题 是 局 部 的 ,所 以 我 
们 用 在 P 的 局 部 环 代替 曲线 ， 它 是 房 散 赋值 环 ， 由 于 我 们 的 厌 斑 


TURAHAN, Mode BRE SCR EROR, XR 
f Rit — c HRS GURUS Y 上 的 相对 的 判别 准则 . 


* afe 


XTW IP X A ME ER , EAER 6 区， 
定理 4.3 《〈 可 分 性 的 版 秆 刘 别 准则 ) 令 j: xv Em 
GEA mere Noster 41, M i PARKAR THOE 


我 们 需要 两 个 引 埋 。 

引 理 4.4 R EE K JBE ER, T — SpecR, U = Speck. 
要 给 出 上 到 要 型 xX 的 对 等 价 于 给 -个 点 sex Git EXER 
AOCK. 要 给 出 了 到 多 的 射 等 价 于 给 外 中 的 两 个 点 zo za $ 
中 z Ë z, 的 分 化 (参见 3.07e)， EET S 包含 关系 Le» 
K, GER ERXDIBIDESABDTES 2 一 fa- 在 点 
z (PREK. 

证 明 URAR KAR ARR, ADRAS B41 一 
天 与 给 出 包含 关系 KOCK 是 相同 的 。 所 以 第 一 部 分 是 显然 
的 。 对 第 二 部 分 , 令 xs 一 9. 是 7 了 的 用 点 ,5 一 《0) 是 的 广 点 、 
给 定 了 到 天 的 射 , 令 4 和 + 是 t, 和 5 的 像 。” 由 于 TT 是 既 约 的 ,对 
了 一 X 经 2Z 分解 (习题 3.11)， 进 而 ， 攻 1) 是 2 的 函数 域 ， 因 此 
我 们 有 2 一 @,.: 浏 R 的 与 包含 关系 KODEK 相 容 的 局 部 同 
Æ. MATH, RARO, 

EZ, #H X 0308 GA zo Hp z E x 的 限定 点 ， 及 包 
AER AxOCK, EERE, MRAKA 如 RR 给 出 射 
了 一 SpecO， 它 与 自然 映射 Speo — X 合 成 给 出 所 希望 的 射 
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T — X, 


e). 

证 明 一 方面 是 显然 的 ， 故 我 们 只 需 证 明 如 果 AX) 在 分 化 
下 是 稳定 的 , 则 它 昆 团 的 ， 显 然 我 们 可 以 假设 多 和 Y MERKA, 
H Kx) = Y 《用 关于 KRY WEHR TAARE Y) 所 以 
令 yeY 是 一 个 点 ,希望 证 明 ?< 灰 X)、 可 用 了 的 仿 射 邻 域 代替 
Y, 因而 假设 Y 是 优 射 的 、 由 于 了 是 拟 紧 的 ，X EFIR X; 的 
ARH, RIME ye 作 X) ， 于 是 对 某 个 i， 有 ye KX, $ 
Y 一 (X, ”有 婚约 诱导 结构 。 那 么 Y 也 是 仿 射 的 ,考虑 诱导 仿 
射 概 型 的 支配 射 XX; 一 YY， 4 X,— SpecA, fn Y; — Spec8. 则 
相应 的 环 同 坊 B— 4 是 单 的 ,因为 射 是 支配 和 的， 点 yE Y, 对 应 着 
素 理想 PEB, à PB 是 如 的 包 台 在 肿 中 的 极 小 素 理想 .《 根 
18 Zorn 引 理 ,级 小 素 理想 存在 ,因为 任何 一 族 素 理 想 , 以 包 台 关 
系 为 全 序 ， 其 交 仍 是 素 理想 ) W| 对 应 闭 Y 的 点 y, 它 分 化 了 
y RORE yE) Stm E, Aa B Tk P R. 局 部 化 
REGEBAT. BeSCAGBy, 现在 Bw 是 域 , uE ASBe 
BEARER, W an Bu — (0), 9 CA E % 在 局 部 映射 
4 一 ADB TER. M Cn p = P, BIA 对 应 上 z € X,, 
Ke) =y. MEMEH f; X— Y. RIA r€ K, Ky, 
WA y € OO AE BR KX) 在 分 化 下 是 稳定 的 ,而 yy, 
于 是 ye 天 X)， 这 正 基 我 们 想 要 证 明 的 . 

定理 4.3 的 证 角 ” 先 假设 * 是 分 离 的 ,并 给 定 图 如 前 闸 , 即 存 
TET SU XUGPR SE 4, 避 ， 使 得 整个 图 交换 , 则 得 到 k T — Xx 


u X 
| I 
Y 


Pa 


am 


rX. dT A Fn M 对 上 的 限制 是 相同 的 ，7 了 的 广 点 s 在 对 角形 
AX) 中 有 像 。 AFT AO) EEH, nifl du AO th. d 
dt ARA IE non BARRIXA S. mon. BA h YO ERE 
EOE &(«)CK 也 要 同 ，H C9) 8815 fm 相等 。 

反之 ,假设 定理 的 条 件 满足 。 归 证 明 f 是 分 离 的 ,根据 (4.2)， 
只 要 证 明 AGO 是 X x X 的 所 于 集 就 够 了 ， 由 于 我 们 候 设 了 
XR Noether 的 ; 旭 射 人 是 氢 冯 的 ,由 (4.5), 只 要 证 明 ACX) 在 限 
定 下 是 稳定 的 就 够 了 。 4 REA) R—^B. ~ & 是 分 
化 . 9 K— AD, 是 5 的 关于 有 取 约 诱导 结构 的 于 概 型 
LEF ”的 局 部 环 .。 则 如 是 包含 在 KX 中 的 局 部 环 ,由 第 一 章 6.14 知 
道 ,存在 K 的 赋值 水 RR 支 配 ， 由 (4.4) 得 到 T — SpecR 到 
X x vX, 8 s.n BU] Eos AH, AEH p.p 合成 ,得 到 
了 到 XX 的 两 个 射 ,由 于 EAX), CNIR Y 给 出 同样 的 躺 , 而 对 
U = specK 的 限制 是 相同 的 。 所 以 , RR AR PEST SU IRA 
射 必须 是 相同 的 、 因此 和 东 To X x X 通过 对 角 射 A: X> 
X x X BAG Ee ACX)， 完 成 证 明 。 广 意 ,在 最 后 一 步 ,只 
知道 BD 一 pX$。》 是 不 够 的 。 因为 通常 ， 如 果 £e X x X, 
见 由 (D — 6G» HERI EEA) 

* 46 桔 下 而 的 各 法 中 ， 假设 所 有 的 概 型 都 是 Noether H. 


a» "t f: E PL ERM s LIO RERUS 
DAM, MERY (xf; XX XY x Y 也 是 分 离 的 。 ` 

C) Wu f: XY a 了 一 2 是 两 个 对 ,县 ef Ram 
的 ， 则 f 是 分 次 的 、 


e 8: f: XY ROO, 当 且 仅 当 Y 可 以 用 开 子 集 V, W 


证 明 ARRETA LER. Ri Mm (c) 的 证 明 
来 说 即 其 方法 , 令 f: X—Y om, Y Y 是 任何 射 ，X = 


-te 


K x yY” 是 由 基 扩 张 得 到 的 。 我 们 必须 证 明 f: X'— Y' RPE 
的 ， 故 假设 给 定 定理 中 的 T 到 YY 的 射 和 如 到 XX 的 射 ， 和 使 下 图 
交换 的 了 x mm. 


u ———— x x 


| pd f 
T 一 Y Y 
与 映射 X'— X 合成 ,得 到 了 到 X 的 两 个 射 . 因 为 了 是 分 离 的 故 
这 两 个 射 是 相同 的 。 但 是 X 是 XX 和 YY 在 Y 上 的 纤维 积 ， 所 以 根 
据 纤 维 积 的 涝 性 质 ，T 到 XX 的 两 个 映射 是 相同 的 . 因此 了 是 分 离 
nj. 

关于 Noether 假设 的 注 .你 们 大 概 注意 到 了 ,为 了 应 用 定理 ， 
不 需要 假设 在 推论 中 提 到 的 所 有 概 型 都 是 Noether 的 。 实际 上 ， 
其 至 定理 本 身 ,可 以 用 比 X 是 Noether 弱 的 假设 得 到 (参见 Gro- 
thendieck {EGAL、 新 版 5.5.41)、 我 的 感觉 是 , 如 果 Noecher $ 
盘 使 得 级 述 和 证 明 实际 上 比较 简单 ,那么 即使 是 不 必要 的 ,我 也 作 
此 假设 ， 我 持 这 种 态度 的 原因 是 ， 代 数 几 何 中 的 动力 和 许多 例子 
来 源 于 域 上 的 有 限 型 概 型 和 用 它们 得 到 的 结 移 ,实际 上 用 这 种 方 
式 遇 到 的 全 部 概 型 都 是 Noether 的 。 这 种 态度 在 第 三 章 中 占 主 
导 位 置 ,在 那里 Noether 假设 是 研究 上 同调 的 基础 之 一 ， 和 希望 避 
锡 Noether 假设 的 读者 可 以 读 [EGA]， 特 别 (EGA,IV,$ 81. 

定义 o X—Y 是 本 征 的 ,如 果 它 是 分 离 的 ， 具 有 限 型 
和 泛 闵 的 ， 这 时 我们 说 射 是 闭 的 ,如 果 任 何 闭 于 集 的 像 是 闭 的 . 射 
i: X—Y 是 活 亲 的 ， 如 果 它 是 闭 的 且 对 任何 射 Y'— Y. 由 基 扩 
张 得 到 的 相应 的 射 f; X' -> Y” 也 是 煞 的 ， 

例 4.6.1 令 和 是 域 ，X 是 下 上 的 仿 射 直线 。 则 X 是 分 离 的 而 
且 在 不 上 有 有 限 型 ,但 是 在 上 上 它 不 是 本 征 的 。 实 际 上 , 取 基 扩张 
Xok. 我们 得 到 的 映射 X x ,X— X 是 仿 射 平 二 到 仿 射 直 线 
上 的 投射 映射 ， 这 不 是 朵 映射 。 例 如 ， 由 方 径 xy 一 ! 给 出 的 冯 
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BI E II T, BCETEHUR MCRUT TA E Ht AER k 
原点 组 成 的 ,不 是 闭 的 . 

当然 ,在 这 例子 中 失去 的 点 是 双 曲 线 上 的 无 穷 远 点 ,这 是 显然 
W. REA KEAN PARER CTERRE KRE, EA 
di (4.9) RITE EER EHEM H REEF ER 

定理 4.7 《本 征 性 的 赋值 判别 准则 ) & f: x— RARE 
s. IE Naether 的 ， 那 么 ! REIP RD MESTRE 


X 
-一 e 
| pud f 
r Y 


WA ” 先 假设 了 是 本 征 的 。 那么 由 定义 知道 上 是 分 离 的 ， 射 
如 果 存 在 , 币 了 一 区 的 唯一 性 由 《〈4.3) 得 出 。 关 于 存在 性 , ROZ 
EFK 了 一 Y， 令 XQ—X x T, 由 给 定 的 映射 局 一 X 和 
UT REE U — Xr。 


u X. 


X 
; l 
T Y 


FE EURE A nR 9 Z— (BF. 则 Z 是 Xr 的 团子 
集 。 因 为 上 是 本 征 的 ， ZR miu. BUM f: Xr 一 了 一 定 是 
MAJ, CZ) ETATER. BE f(g) = n 是 了 的 广 点 ,于 是 
f(2)— T, 因此 存在 点 名 < Z, PE) = m。 我 们 得 到 与 射 了 相 
对 应 的 局 部 环 的 局 部 同 态 R — Oz 现在 Z 的 函数 域 是 CEO, 
"i 5 BUM AU, KED 包含 在 拓 中 ,根据 第 一 章 CLA, MERIT 
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fi X: 的 射 , 它 把 non BE] Eos. SRH Xr X 合成， 得 出 
项 望 的 了 到 苑 的 射 。 

反之 ,假设 定理 的 系 件 成 立 。 要 证 明 上 是 本 征 的 ,只 要 证 明 它 
蚌 泛 闭 的 ,因为 根据 假设 它 为 有 限 型 , 由 (4.3) 它 是 分 离 的 。 所 以 
4 Y Y fifi, f. X'— Y' 是 由 了 按 基 扩 张 得 到 的 射 . 
令 Z 是 X EATERS ERA Y. 


Zc x. x 
l y 
Y Y 


我 们 需要 证 明 f(2Z) EY TRAN. e T i RADGIRRL MIT JF 
TR, f 对 2 的 限制 亦 然 ( 习 题 3.13)， 特 别 , 射 P: Zo Y' RU 
的 ， 由 《4.5) RAS UE 忒 2》 在 限定 下 是 稳定 的 。 令 z1€ 2 
ÉT y FC), HE yop EDE POENT 
(nV. EERE R A PIIR, MU @ 的 商 域 是 kC) 的 
FER RC). & K —&G0, REKISSRLO 的 赋值 环 《 由 第 一 
X (61A), fet). 

”从 这 些 学 实 ,根据 (4.4), RIRAN UZM T — Y° 形成 
交换 图 


v z 
1 | 
T Y 


与 射 2X -X,Y' Y 合成 ,得 到 可 应 用 定理 条 件 的 射 
U— X 了 一 Y。 所 以 存在 射 了 一 X 使 组 图 交换 .由 于 X 是 纤 
维 积 。 提升 它 给 出 射 T — X'. aF ZAAT fI AGE EI 
s€ 2Z。 这 个 射 经 分 解 给 出 射 了 -> Z. 现在 令 n EnH, M 
PCa) 一 yp， 于 是 y € F(z), Sé TUER. 

sile 


,所 有 汐 概 异 都 是 Noechec 的 。 


ta) prai m: FEE. s 


O gu xcvi pud et gm 
TH. E EAH, WMA f EREN. 

(D n 《460 BIRT, EGER RTE ERER. 

证 明 注意 到 研究 有 限 型 性 质 的 习题 3 13 和 《4.6)， 这 些 结 
时 出 定理 的 条件 马上 得 到 ， 我 们 通过 《e) 的 征明 说明 其 方法 . 假 
Wt gof 是 本 征 的 ,8 是 分 离 的 ， 由 习题 3.13，f 有 具有 有 限 垫 . (我 
位 假设 了 是 Noetber H, FE f AAWE.) 由 《4.6)， 上 了 也 是 分 
离 的 。 所 以 我 们 还 需要 证 明 ， 给 定 赋值 环 R 和 构成 变换 图 的 射 
U—x# T— Y, 


则 存在 了 到 交 的 射 , 使 行 图 交换 。 

令 了 一 2 是 合成 映射 ， 由 于 gof 是 本 征 的 ,存在 与 映射 了 一 
Z 交换 的 了 到 大 的 映射 。 与 子 台 成 ,得 到 了 到 Y 的 第 二 个 映射 ,但 
因为 了 是 分 离 的 ; 故 了 到 Y 的 两 个 映射 是 相同 的 ,完成 了 证 明 . 

我 们 下 一 步 的 里 标 是 定义 射影 射 并 证 明 任 何 射影 射 是 本 征 
的 。 回忆 第 2 节 中 我 们 定义 了 任 疝 环 4 上 的 射影 4 空间 P 为 
ProjA[za zs] .注意 ,如 果 A— B ER, Spec B — Spec 4 
ie SLE UI SR RB X) P; = P+ x so6csSpec B, FEDRE, At 


ane 


任何 环 A, 有 Py ex Ps X oooczSpec A. 这 导致 了 下 边 对 任何 径 
型 了 的 定义 ， 

定义 ”如果 Y 是 任何 概 型 ,我 们 定义 了 上 射影 #4 空间， 用 PP; 
表示 ， 为 P) X az Y。 概 型 的 射 f: X— Y 是 射影 的 ， 如 果 它 
SRAME i X P; ， 对 某 个 am 和 和 投射 Py Y. t 
X 一 是 想 币 影 的 ， 如 果 它 分 解 为 于 浸没 i XX REM 
z: X'— Y, 《这 个 射影 射 的 定义 与 Grothendieck 的 LEGAL, 
5.5] HATA. an v 本身 在 仿 乔 概 型 上 是 拟 财 影 的 ， 则 两 个 定 
X RIS.) 

BÍ481 LAER, SEDRE, L= A, $ 作为 4 代数 由 
SARER, MHRI Proi$ 一 Spec 4 3581/81. Sci b, m 
BUR fF, S 是 多 项 式 环 S 一 4[xo zs] 的 商 。 分 次 环 的 洲 
射 同 态 8 一 5 HPBY ProiS— Proj $ 一 Pn， 这 就 证 明了 
ProjS TEA ERKKA 3.12), 

定理 4.9 Noether MUPIROATRLTERGE GERI. Noether ERI 


结果 和 (4.6),《4.8), 只 要 证 明 X = 
Ps 在 SpecZ 上 基本 征 的 就 够 了 ,回忆 (2.5) TMx OPUS RE A 
* Vi Dy(zi) 的 并 , V, AAT SpecZlz/zi renl E 
此 多 有 有 限 型 ， 为 了 证 明太 是 本 征 的 ,我们 用 (4.7) WAREN, 
并 模仿 第 X68 的 证 明 . 假设 给 定 峰值 环 尺 和 射 U— x, T— 
SpecZ 如 图 : 


tu — 


T o———-—5 Spec Z. 


$ EEX EUBJME— AVE. x n MARE, REI BRE s, 不 

包含 在 同 构 于 PIT! 的 任何 超 平 面 X-V; ch, RaR, IDA 

没 RENK, KERAKKA =/= 都 是 局 部 环 O, HTT. 
Dg. 


BU XE REX KGOCK, * eK 是 fi 的 
IER IS EKATO 元 ,对 所 有 的 i hks 有 fa m fh. 2 
v; K—*G LURER R AERE, S ime a). i 一 0,………， 
n APAE G e TE {g 8 中 ,对 于 G 的 序 是 极 小 的 . 
Wie GT o 

vfa) =L nO, 
于 是 fat R, i= 0n ROTAELAS 
4: 也 [mr sr rl > R 
ZIE rife BEF, fa. 9 560 t 33 ROCK MA. A 
veut 了 一 Vi， 内 此 给 出 了 所 费 求 的 了 到 XX 的 射 。 这 个 射 
的 肉 一 性 由 友和 爸 造 和 粘 台 V 的 方法 得 出 . 
命题 4.10 kiige. (L6) 的 盘子 r 9e(0— 


证 明 在 第 3 6 RTIBERS, EMR V, IB D OR 
V) 是 ERESSRUSTRRUNM. — dT UTE GOD RE RETE ERA RD 
DITARCS — SUB 3 i), B (V) ESO. 

另 一 方面 ， 只 要 延明 《 LAEE REPERI Y 在 的 像 中 就 
VT. 令 Y 是 Pi 的 闭 站 镶 型 ，Y 是 的 闭 点 的 集 台 。 WV E 
PRITE, ATV E YERCHA 3.14), 我 们 知道 了 是 不 
可 约 的 ,所 以 了 是 射影 外 ,我 们 还 知道 V) 和 了 有 相同 的 承载 拓 
外 空间 ,而 及 他 们 都 是 Pt 的 婚约 六子 概 理 ， 因 此 他 仁 同 构 《 习 熙 
3.10, 

EX RORHURIUCNUIA E OAREN ENSAR. m 
WUE A KERIEN RTT BEC sz ent. 

注 410.1 MAERA, RAE 代表 刚才 定义 的 “抽象 
戏 "。 我 们 将 把 第 一 章 的 所 与 它 杠 伴 的 概 型 等 同 起 来 ,把 它们 看 作 
WHER REA “MR AA”, 3 维 体 ” ARRIERE 1， 
2, 3 SENARE. 


1 


2E 4.102. MEEUSE Weil rdg. b E ga CIR JE dh 
线 的 Jacabi PRÉ EFT CELEE A, ix MERIT KI H HU hh R f 
(Weil), RAG Chow?! 给 出 了 Jacobi RHI E, ITE 
fs RE ti. AR Weil PICOGIEBHT PPAR Abel eme 
射影 的 。 

同时 Nagata! 找到 了 完全 的 抽象 非 射影 乱 的 例子 ， 证 明了 
实际 上 新 的 抽 钊 饶 类 比 射 影 族 类 大 。 

我 们 可 以 概括 目前 已 知 钓 这 个 课题 的 结果 如 下 : 

(a) 每 个 完全 曲线 是 射影 的 (第 三 章 习 题 5.8)。 

(b) 每 个 非 异 完全 曲面 是 射影 的 《Zariski),， 也 可 参见 
Hartshorne {5,11. 4.21, 

O 存在 奇异 非 射 影 的 完全 曲面 Nagata) WEEL 
B 7.13) FOR 38, 5] B 5.5), 

(d) 存在 非 异 完全 非 射 影 3 3E E. (Nagata, Hironaka?!, 
和 附录 B). 

(e) S SERTULBCA AZE RITTER SE. (Nagata), 

Ps RU E 18 4.6 中 使 用 . 

定理 411A GURARURKISTERS MDA Khao neg 
KDAH A DOPEIRE ERI Z. 


证 明 Bourbaki [1, 4 RES (i No. 3， 定理 3,92 页 ]. 
习 n 


4.1 证 明 有 限 射 是 本 征 的 . 

4.2 4s 是 概 型 ,多 是 5 上 的 到 约 概 型 ,YY 是 $$ 上 的 分 离 概 型 令 1 和 8 是 
X8 v 的 两 个 $ 射 ?它们 在 X 的 -一 个 开 般 子 集 上 是 一 致 的 ， 证 明 / = 
4 用 例子 说 明 , 如 果 《〈*》 X 是 非 既 约 的 ,或 者 《by v 是 非 分 离 的 , 刚 
这 个 结果 不 成 立 .[ 提 示 : 考虑 由 /了 和? 得 到 的 映射 A: X—Y x y.) 

4.3 令 丰 是 仿 射 概 型 3 上 的 分 岛 概 型 ， < u flv E x FD T R. 则 
UV 也 是 开 入射 的 ， 举 例 说 明 如 果 X 不 是 分 饲 的 ,其 结果 不 成 立 . 

44 令 1 X— v Ë Naether BU S -上 有 限 型 分 离 概 型 的 射 ， 令 了 是 X 的 
MFE EES EREE. UEBA 1KZ) 在 Y 中 局; 其 有 像 子 概 型 的 
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结构 (习题 3.114) 的 /(2) YE S 上 是 本 征 的 ， 我 们 把 这 结果 看 作 “ 太 
ERES e EAGAI”. Corm AE AA Ta X— Kx y Fam 
二 个 投射 射 wm， UTER TJ 漫 没 .1 

ARER LATUR RAAK RINA KR 的 一 个 赋值 
在 X 上 具有 中 心 *， n ROT OUTLETS R 支配 局 部 环 Ow,x。 

Ca) ARER CRM KA 的 任何 髓 全 在 X 上 的 中 心 《如 果 存 
在 ) 是 唯一 的 - 

(b) sf X dE Kk E Rode. S Kf pote fet ne ode x Lit 
that. 

*(c) UEBH Ca) 和 (b) Ae. TB c 《1-3) 和 (4.7) 很 容易 得 到 
《4》 和 《b)， 他 们 的 送 崇 要 将 不 同 域 中 的 髓 值 进 行 一 些 比较 .] 

(D) 如果 名 是 代数 闭 的 ,xX 在 天 上 是 去 征 的 ， 证明 FOG OX) = k. 这 
个 结果 推广 了 第 一 章 34a, MEI D eer, Ax), 和 ok, 证 
明 存 在 K/ BONEISER R E. a € 和 tw， 使 用 《b》， 产 生 蔬 盾 .1 
注意 : 如 果 * 是 上 的 小 有 时 将 《b) 的 逆 当 作 完 全 入 的 定义 。 

令 f: XY m k EHER A, 则 1 是 有 限 射 。 [提示 : 用 
(4.114). ] 

R 上 的 概 型 。 对 R 上 在 何 概 型 x， 令 X m X, x aCs a: CC 是 
Ht, T: xx ERR x, 不 动 ， 将 < 用 于 得 到 的 自 同 构 。 那 
么 xX 是 C 上 的 概 型 ,a 是 半 线 性 自 同 均 , 即 我 们 丰 交 换 图 


L4 
X ——— X 


t z dee 

由 于 o ~ id, RATE o AHA. 
OG) MEA REC 上 有 级 型 分 离 概 型 ,a 是 关于 X 的 半 线 性 对 合 , 并 假 
设 对 任何 两 点 =o z, 6X， 存在 同时 各 有 这 两 个 点 的 开 仿 射 子 集 . CRM 
in, X RUE SEHR RR.) UERRÉETE R 上 唯一 的 有 限 型 分 离 摄 
者, 使 得 x, x Cz x 有 具 由 文 同 构 可 把 % 的 给 定 的 对 合 与 上 边 描述 的 
X, x aC 的 对 合 等 同 起 来 - 

TET EGO, X. 表示 及 上 有 限 型 分 离 慑 型 ，X%，o 表示 C L 
相应 的 概 型 和 对 合 . 
(b) 证 明 X, 是 仿 射 的 当 且 仅 当 X 是 仿 射 的 . 
(c) 如 果 XY, 是 RR 上 的 2 个 仿 射 的 有 眼 型 分 离 梳 型 ， 则 给 出 射 a: 


n6. 


~*Y， 等 价 于 给 出 与 对 合 交 换 的 射 f: XY, far = dest 
(4) 如 困 ZXsAL， 则 XS As. 
(e) 如 果 Xe, WD X, 一 Pi, SUE X EL BE r+ l+ 
x! = 0 决定 的 也 中 的 贺 锥 出 线 。 
令 包 是 报 型 射 的 性 质 ,使 得 : 
(a) MRE 25 
(5) APA HARENA P; 
(e) # xk EEN 
iE: 
《dy》 AHER P 0350 BU fi ERR. 2; 
(e) a f:X—Y 和 s:Y-2 Kid Sie rf AER P. B € 是 分 
BZ ! 有 性 质 2; 
(£) 如 果 f:X-Y HER 9, 刚 Toa X. Y. 4 AED >. 
LER: WEF CO. BAA Ty: XX x Y 和 注意 它 是 由 对 角 身 
AYY x zY 给 出 的 基 扩 张 得 到 的 .1 
证 明 射 影射 的 合成 是 射影 的 提示: 用 在 第 一 章 习题 2.14 中 定义 的 
Segre ËA GEUEXI GS Boni P x PP 。] 证 明 射 影射 具 
有 上 面 习题 4.8 的 性 质 《a) 一 (中 


"ade 划 引 理 。 这 个 结果 是 指 本 征 射 相当 地 控 近 射影 对 ， PXE Nocther 


概 型 3 E Rott JE TERRE XC 和 射 XX ii X 在 5 LE 
HEN, jf —4 Milf SR uC x, 使 得 # 话 导出 U) 到 
WE. FIPE AR. 
Ce) EAEE x ER AEII. 
(b) HEB X CTRUETE T FOTSE Voi = qoos Wis 其 中 每 个 U; 
E s tid 2 USP: JEU, 到 在 5S 上 是 射影 的 概 型 了 ;的 开 
aR. 
(6) & U = nu, AB M 

J;U—X X P, x ; X oe x Pas 
它 是 而 给 定 的 鼎 射 6 一 * 和 U— P; 诱导 出 的 ， 令 X REO UTE 
AHG 4.114) (0), 4 e XX 是 到 第 1 个 因子 之 上 的 
投射 ，6:X 一 六 一 P x sx sP, 是 到 其 余 因子 乘积 上 的 氢 射 ， 证 
T a ipn UNE X E S L AES SI. 
(d) 证 明 67 (0). 是 同 构 * 于 是 完成 了 证 明 。 


s 127. 
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如果 你 她 意 芍 虞 比较 困难 的 光 换 代数 和 上 限于 Noethee 概 型 ， 风 我们 
LAGE 8 uk tA ER it ET il on jr PUERO UE PERO t (AI RI E RUL. 

G) 如 果 Som f&fguoS Ki Noerher HARR, LEK MARRE 
成 域 扩张 ， 那 么 存在 支配 OH LARRU R. 分 下 面 几 步 证 明 
E. REO E SACER CRUS LEKARI. RALEA EEA 
IR mE fs… sto， 使 得 环 9 = [zira] 中 的 理 
# a= G) RETRE. $p Ea 的 极 小 素 理 想 , 0, 是 8 E 
的 电 部 化 。 C. 基 维 效 为 ! 且 支配 A 的 Noetbet ARRE Q 
Ò, nU, (E LcdBUSEHG, f Crull-Akizuki 定理 (参见 Nagata 
[7， »115]) 证 明志 是 1 Nocther BQ. BA, RAŽ, ECH 
一 个 极 大 理想 的 局 部 化 。 

(b) 令 XY 是 有 限 型 Noetter 概 型 的 射 。 证 明 上 是 分 离 的 《本 
MERI. 34 BLOUS (4.3) H0 IBUTERE CC 7) 的 判别 礁 则 》 对 所 有 的 高 
DIE UA 

WRIA f. KREBS 

G) UREK FE k 1: 1 维 函 数 域 (第 一 草 第 6 节 ), 则 K/A 的 每 个 赋值 
WAT KA) 尺 离 族 的 ， 因 此 全 部 它们 的 集合 俭 是 第 一 章 第 6 节 
MRR ERI BER Cu. 

(b) 如 果 K/A 是 2 维 冰 数 域 ， 则 存在 几 个 条 同类 型 的 赋值 。 (UE x 
RA HOS X Hase dE re db. 

(1) hn Rv iE X ERTH S 有 广 点 o WARBER R = 64,x 是 
Kijk. 的 离 获 贼 值 环 ,中 心 在 x 的 ( 非 闭 的 ) 点 wa. 

(2) 如 果 J:X—X 是 妈 有 理 射 ，Y' E X' 中 的 水 可 约 曲 线 , 且 它 在 X 
PRERA zao MY 的 广 点 在 X° 上 的 局 部 环 是 K/ AoE 
值 环 ,中 心 在 X 的 闭 点 fa 

G) $ =€ X RAA, li: XeoX 是 的 帐 五， 局 = fin) RN 
外 出线 。 ARAA z€ E, $ b: X—X, Ros AEH, E, = 
IPC) BIB, EADIE RARR x, 和 在 它 上 选取 的 
闭 点 的 序列 ,对 每 个 i 局 部 环 Onati SER Onyx, G R= 
UÊ, RR. ERRE, 由 1.6.1A. 和 和 的 草 个 赋值 环 妨 支配 
E. IER R. K/k 非 离散 赋值 环 , 它 在 X 的 中 心 为 nsu 

TEE AE CBEDRESIER 5.6) 我 们 将 看 到 ，(3)》 的 R, 实际 土 已 经 是 
EKER, 所 以 R, = R。 进 而 。 K/k 的 除去 关 自 身 外 每 个 赋值 环 属于 
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EJ Bi ov E SECTIO E TE TEREZA SR, METER 
JAAMSOHERSMEBDHZ. Xin ERE, sU At S IE 
ARBRE, QER kn 8 (la LR CY 
别 地 ,有 限 生 成 模 ) 的 作用 . 

企 这 节 我 们 将 阐述 拟 凝 聚 层 和 凝聚 层 的 基本 性 质 ， 特 别 我 们 
要 介绍 重要 的 Serre X P W may Hi" OCG), 

我 们 从 定义 环 层 空间 的 模 层 开始 。 

XX 2 (X,00 基 环 层 空间 ( 见 第 2 T). £x AZRA 
单 地 说 C. MOX ERI ES, 使 得 对 每 个 开 子 集 UC X, ft 
F(U) 是 £4(U) 模 ， 对 每 个 开 子 集 的 包公 关系 VOU, Mii 
lalis 多 (DO) FOV) 通过 环 同 态 OU) — OX(V) 和 模 结 
HAR. Or 模 的 层 的 射 多 >G 是 屋 的 对 ， 使 得 对 每 个 并 集 
USX, B: (QU) S (U) 是 Ox 模 的 问 态 . 

注意 ，@x 模 的 射 的 核 、 杂 核 和 像 仍 是 €x É. in 
C.H 的 Ox 神子 层 ， 则 商 层 FF EX Cx W. Or Bi 
EHAA AS, EARR, KARRE Or W. Ine 多 RL 
是 两 个 Cx É, 用 Hon, (FF), WETA E d rtt RI 
Hom (F, 9) 或 者 Hom(. 多 ,多 ) Sont o E 9 NCSEITER. 
Or 模 和 射 的 序列 是 正 合 的 ， 是 指 如 些 它 作为 Abel Bii 
列 是 正 合 的 . 

An ud XJ 3T T , F ke Oz š Flu È Orly E 
WE 多 fni 是 两 个 Bx WHUR 

U — Home ,uC uu, S lu) 
是 层 , 称 它 为 层 Gf om CAR 115), 用 omo FG) Xm. 
它 也 是 ex W. 

我 们 定义 两 个 Oz BOKER FOF OUR UL 

SF(UXS. QUI QU) 相伴 的 层 。 在 €x 不 讲 自明 时 ,我 们 常 简 
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SH ses, 

e, Bo 是 自 山 的 ,如 果 它 同 构 于 一 些 Ox WEM <A 
RIE MII OR X BDE U WERE, 和 而且 F lu 是 自由 Arlu 
一 模 。 在 那 种 情形 下 ，Sz TICK HIR TOUR EIS EG HL E BF 
需 顽 的 结构 层 的 个 数 (有 限 的 或 光 限 的 )， 如 果 关 是 连通 的 ， 局 部 
自由 层 的 秩 各 处 相同 ， 秩 为 ! 的 局 部 自由 层 也 叫做 可 造 层 。 

X 上 的 理想 层 是 模 层 S, CE Ox KII MAKK, X 
每 个 开 集 ULF (U) 是 Cx(U)》 中 的 理想 ， 

4 GOGO) SY, Or) 是 环 层 空间 的 射 ( 见 第 2 节 )。 如 
ROSEO, Ë, aF 是 Or 模 。 由 于 我 们 有 Y EXTR 
的 对 全 :Oy > fsOx， 这 给 出 Or MHARE., WEHR 
f 得 到 的 F WER. 

现在 令 乡 是 Or RA, 那么 (S 是 P'O |. 由 于 六 
的 伴随 狂 质 《 习 厦 1.18), 我 们 有 关上 环 层 的 壬 六 2y €x, E 
X P9 为 张 量 积 


17989, ,, Or 
四 此 fe EO. 模 。 我 们 称 它 为 由 射 / 得 到 的 多 ht 

在 (习题 1.18) 中 我 们 已 经 证 明 fe 和 f* 是 Cx BERN OA 
模范 此 之 间 但 伴 防 子 。 确 转 地 说 ， 对 任何 Ox W 多 AEN O, 
LEE FERDA RAH 

Hom Cf *3 F ) = Homo, Ife 7). 

J3urt Tunes 6 2, RUN ERIHT E 
RARE., MIRALEM Spec 4 上 的 模 层 总 的 定义 开 
始 。 

定义 QART, MEAÑ. RIER Spec 4 ESME 
BAHAM ER m F: AEST KG SCA, 4 M. EME PHI 
局 部 化 。 对 任何 开 集 UCSpec A, SE XBk MQU) AR U 一 
diseuMs BUS S, 上 满足， 对 每 个 PEU, (30€ Ms, H. cfl 
部 他 是 一 -个 分 数 m/f, Kd! me M, fe. 确切 她 说， 我 们 要 
求 对 每 个 pe U, feit % ZU dh HBE V Pe EE me M, 
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1€ A EBREA as V, feo, 而 «(9 — m/f 在 M. di, FH 
显然 的 限制 映射 ,使 得 如 成 为 层 。 

命题 5.1 QARR MEAR, 他 是 与 M 析 伴 的 X—Spec A 
oR, M 

G) M p Ox dis 


"cM E 

(D Eel. ro =M, 07707 

证 明 [aZ 2 节 的 结构 层 C. MAE, TEME Or 模 . 
C) (c) (A) 的 证 明 等 同 于 (2.2) 的 〈《a)》(b)(c)》 的 证 明 , 只 要 在 
适当 的 位 置 用 M 代 替 耻 就行 了 . 

命题 5.2 令 4 是 环 , X= Spec 4, $4— BI, f: 
Spec 4 — Spec B AAE 射 ， 则 


(e) URAM} RETA E.M, (DMD = Off; 

(d) 对 任何 8 模 N, 我 们 有 EOD e GND, 其 中 A X 
FNE ABS 

(O HETTAR M. 我们 有 EOD = (MOBY. 

证 明 映射 MM 显然 是 函 子 式 的 。 因为 局 部 化 是 正 合 
的 , 故 它 是 正 合 的 , 层 的 正 合 性 可 通过 某 的 正 合 性 衡量 (( 习 题 1.2) 
如 (5.1b)). 映射 MM 与 直 和 及 张 量 积 交 换 ,这 基因 为 走 和 |， 
张 重 积 部 与 局 部 化 交换 ， 所 谓 完全 忠实 是 指 对 任何 4 模 M 和 
N, 有 Hom,(M,N) = Hom, (Ñ ,Ñ), 配子 ~ 给 出 自然 映射 
Homa M,N) 一 Homox( 习 ,入 )。 用 作用 并 使 用 《5.14)， 给 出 
了 另 一 方向 的 映射 ， 显 然 这 两 个 映 旬 是 互 说 的 ,因此 是 同 构 喘 射 
BRAF fe 和 f+ 的 儿 述 由 定义 直接 得 出 。 

USC Like m Ñ oE E Rir kE. M 


EL 


型 X 上 的 拟 凝 聚 层 是 Ar i, H EBR K ME, z# Fih U+ 
引 理 和 命题 小 ,我 们 将 证 明 这 是 局 部 性 质 ,而 且 建 立 茶 些 氢 凝 聚 层 
TRER YEE f. 

EX 4 (X,00 AMT, C. 模 层 多 BARRE m 
X EIFU tT Ui 一 Spec A; RES IFAN i, 存在 A HE 
MEF ¿= Ñ. RAA S ERER, 如 果 进 而 每 个 M. 
可 以 取 作 有 限 生 成 4 n 

BUR TUTTA EXTAT ERAUR FRE S: JE 0 EK 
T HRR Nocther 09, 302 XI. DOC HE 
Noether [US SER MRS BUE VER EB TE fk, 

$45.21. X TEM EX, SI Ox EMAR ERE 
ERREN). 

例 5.2.2 iR X —Spec 4 EHAE, YOX 是 由 理想 
UCA gEXIVIHLT EE G.23), In i Y X. 是 包含 射 ， 则 
iC. ERHO EEK) Or HS UON E, CAAF 
(Gn my, 

例 5.2.3 AEU ak: X IUE TAE, j U — X 是 包含 瑞 
UAH a BOE £v 得 到 的 层 CDU) CHA 1.19) 是 Cx 模 ， 
(Bi E 2 kE lase 9. Hin, DR X EUR aIÉIE. V 一 Spec 4 
E XHK AEU IHREN FEER, H) joy EVES 
TEMERE, BERERE., FEDHEECULAS M， 它 不 可 能 有 形 
RM, 

例 5.2.4 如 果 了 是 概 寞 区 的 团子 慨 坚 ， 则 层 Arle 一 般 不 
JOEY 0342888, SmE 一般 说 来 ; 它 甚至 不 是 Gy WB. 

例 5.2.5 Q X Noether BE, 9€ BREZ, CHIRK 
等 于 区 的 函数 域 ( 习 题 3.6)， 册 A EBA Ox M, HRT XK 
化 为 一 点 的 情形 , 它 不 是 凝聚 的 。 

引 理 5.3 4 六 一 Spec4 ROSA $ed, DOJEX 


的 限制 是 零 ， 则 对 某 个 a> 0L ftem 0, 

[DE Ta QE DCP LRE re FDO, fi 
ADT à 0, Fa 可 扩张 成 97 BVCX Entente dup. 

证 明 ”我 们 先 注 意 ,由 于 多 BARERA, KOCH REI V = 
Spec B, REEE B EMIEIGS 多 lo = M 的 开 仿 射 于 集 覃 盖 - 
形 如 DCg》 的 开 集 形成 拓 盾 空间 的 葆 (参见 第 2 节 ), 所 以 可 用 
En Dle), ge A IER V. 由 (2.3), & & 3 DUOC 
V HERRIA B — An AE G2). F Ino OL Bau Y. 

于 是 我 们 证 明了 如 果 Z XÉT X Edu Y, M x 可 用 形 如 
DC) IEEE JOD ERE 有 环 A 上 的 其 个 模 Mi 使 
得 多 nus 由 丁 X 是 拟 紧 的 ， 天 可 用 具有 上 述 竹 质 的 有 
BOE ARUR 

G) 现在 假设 给 定 ETX, Z), 使 得 doa 一 0， 对 每 个 
:的 限制 给 出 多 在 Dle) LU R Ross eR E RS sé M, 
(用 512), m£ DONDU) = D(fa), PR Gae), J 
F ens (M. Dis fe (Mi) BS E, HAREA 
定义 ， 对 其 个 a, fs 一 0。 这 个 4 of 能 依赖 i 但 由 于 只 有 有 限 
Ad, 我 们 可 把 取得 足够 大 ,使 得 对 每 个 7 都 有 fs 一 0, 于 是 
由 DG) 覆盖 XX, 得 到 fs 一 0. 

(b) 给 一 个 苑 :€ FOG), BERBA i 的 限制 得 到 
FDY = (Mi): 的 元 5 那么 由 局 部 化 的 定义 ,对 某 个 4 存 
在 一 个 元 s€ Mi SG. E DU) 上 与 i+ 相同 *% 
数 # 可 以 依赖 i, 但 我 们 可 将 4 取得 足够 大 ,使 得 它 对 所 有 的 i 部 
有 效 。 现在 在 交 Dei)n DCeD) 一 De) F, 我 们 有 .多 mp 
PRE, Mi, CNE Dan) 上 是 相 司 的 , 都 等 于 fen F 
是 ,由 上 面 的 (a), 存在 整数 m > 0, 使 得 在 Dai) E, f*0n— 
s) 一 0, XmikELT PRU, 但 我 们 取 吉 足够 大 ,使 对 所 有 的 i 和 
i 上 式 部 成 立 。 现在 把 7 在 DU) 上 的 局 部 截 影 结合 起 来 就 
给 出 Sr HEERE s, :在 DO) 的 限制 是 fnt 

$H54 XEM. W Ox HONORIUS E QUAM X 


p b» x Hose, U = Spec A 是 开 仿 射 的. 如 
引 理 的 证 明 , 存 芷 开 仿 射 组 成 的 拓扑 基 , 多 对 开 仿 射 子 集 的 限制 
ERTER. 由 此 得 出 Fle EMER A ERII 
以 简 比 为 X — Spec A HAEE. + M =T, 多 ). 则 在 
IEE E F BUE ELIGE AT eM — gr (E) 由 于 s 是 
TAURO, X IPSE Dad W, ti D) 使 得 对 某 个 An 
É M, 有 SF oaa ce Ms. RUZERESUSRISDCR DO) E, RB 
FDD S= M TER Mi 一 Ms。 由 此 得 出 映射 限制 到 
D(g) 上 是 一 个 同 构 。D(8;) f X, 所 以 = 是 一 个 同 构 ， 

现在 假设 XX 是 Noether 的 , F FERIAS, 用 上 面 的 记号 ;我 
们 得 到 另外 的 性 质 ， 每 个 M,， 是 有 限 生成 46; dE, RTZEA 
时 是 有 限 生成 的 。 由 于 环 4 和 A, 是 Noether BJ, B M, 是 
Noethec 的 ， 故 我 们 只 要 证 明 M 是 Noether 的 ， 为 此 正好 使 月 
《3.2) 的 证 明 , 在 使 用 时 只 需 在 适当 的 光 方 用 MM 代替 4 旨 引 . 

X55 ARH, X-—Spe A, WAF MM thA 
BOGDAN Bx 模范 等 的 范畴 等 价 。 XT ATEX EAF 


多 > TOUS). 如 果 4 是 Noerher 的 ,同样 的 函 子 也 给 出 右 


限 和 成 4 DUSRIRUEDR Ox BURZ Bag EB E ir. 
证 明 这 里 唯一 的 新 的 信息 是 ， 多 ”是 在 X 上 拟 凝 聚 的 当 
且 仅 当 它 其 有 有 形式 庭 , 在 这 情形 下 Mor). fud 
(5.4) 得 出 ， 
$H56 +XRQSWE, 4 maps EL 


"aft rH 2 3G. " P ro 
ERAI 
证 明 ”我 们 已 经 知道 是 左 正 台 函 子 《习题 L8), HARE 
此 ,最 后 的 映射 是 满 射 的 。 令 € TCX, 07) 是 Sr” ERE 


NEL 


€. BTE 2 一. 多 ”是 满 对 , 则 对 任何 z€ X, FEF 
的 一 个 开 邻 域 DC) E Con 提升 到 裁 影 16 n CDCDO. 可 
WORAMW a0, [883120 ,多 WERE. SER E, RITI 
BARTHE DOGS) Ws X, MEARGA i, toup FARE 
n€ (DG. dii DOO DG = DOO, AATRE r, 
n€ S (DG) WIBIEX s. 内 此 r= ne $9 (DC. 由 于 
SU NUES, Ho (5.36), OPES 0m 0, PO 10 扩张 
M 455 me FOR) GUERRE ES RT SUS d 
适用 的 4， 4 orn fu + u. M]; k EXT. DOS) 的 提升 ， 进 
MERNE D(e) 上 是 -一 致 的 ， 现在 通过 Drd, 9 的 两 
THE ú 和 6 REIA fts INE n ne 9 (DG. o 
ú, in t DG 上 是 相等 的 , 所 以 由 《5.3a) 我 们 有 ， 对 
X4 m»9,i(;—45)-—9, MHRS i0 i HARER. Wi 
合 多 mm ju 得 到 多- t x Emi r, meis 的 
提升 。 这 就 证 明了 论断 。 

现在 用 有 限 个 开 集 DOO, (m 1,2, sr MEX, EI 
每 个 六 slop 提升 为 F E DU) 上 的 一 个 截 影 ， 那 么 由 上 面 
的 论断 ， 我 们 可 以 找到 -- 个 整数 n ORBI 适用 ) Ra tk ELE 
ne FTCX; 多 ) 使 得 5 是 in 的 提升 , 开 集 DOO EEX, Fe 


mm Uron ED 是 4 的 单位 理想 ， 我 们 可 以 写 19 X aft; 


a € Á. A im Yai, 则 :是 多 的 整体 截 影 。 它 在 TOC) 
中 的 像 是 Zaif9r。 这 献 完 成 了 证 明 。 

注 5.6.1 ” 当 我 们 冰 汶 上 同调 的 技巧 时 , 我 们 将 看 到 这 个 命题 
足下 而 事实 的 直接 锥 论 : 对 任何 关于 仿 射 概 型 叉 的 拟 凝 聚 层 罗 ' 


有 HXO = 0 OR 8,35). 


CRIS ERR X Rp ftn. ATE. 
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fO elei Rn das: rh a£ R E I E + 
MM 是 正 合 的 和 完全 忠 夹 的 .唯一 的 非 平凡 部分 是 要 证 明 拟 
REPT ERMERH. $ 09 >F — F" — Re. 
AESA, H 37 和 Z” EERI. m 4). X 上 上 的 整体 
截 影 的 相应 序 刘 , in 0M -* M — M" —0 EARI AA 
FA Bat] SAMA 
o A — M M" 
t M 4 i t 
Qo o] "9, 
其 个 外 边 的 箭头 是 向 向 ， 六 为 多 “和 S” EWER, 根据 5- 
引 理 , 中 间 的 一 个 也 是 ,证 明了 多 EWER. 
在 Noether 的 情形 , 如 果 多 ”和 F” RRE, RI M 和 
M” 是 有 限 生 成 的 ,所 以 杂 也 是 有 限 生 成 的 , 办 此 多 是 凝聚 的 . 


b) bX Y k Noether 的 ,和 9 是 者 东 的 , 则 Pre pag 

(O fü AXIAL Noether 的 ,或 考 f 是 拟 紧 的 《习题 3.2) 
QE. mui F z Ox BE, 97 E o, KUR 

证 明 

G) 问题 关于 X 各 站 是 局 部 的 ， 故 我 们 可 以 假设 XX 和 Y 都 是 
仿 射 的 ， 在 这 种 情形 ,结果 由 (5.5) 和 《5.2e) 得 出 

(b) 在 Noecher 的 情形 下 ,同样 的 证 明 对 凝聚 民有 效 . 

CO 这 里 问题 只 关于 Y ZAM, KRIJIME Y EHH 
的 。 那 么 X 是 拟 紧 的 (在 上 述 任何 一 个 假设 下 )， 于 是 我 们 可 用 有 
限 个 开 仿 射 子 集 以 BAX 在 分 离 的 情形 下 ， 凡 站 内 仍 是 仿 射 
的 《习题 43)。 记 为 Ui. 在 Noether HREF, UU, 至少 
是 拟 紧 的 ， 因 此 我 们 可 以 用 有 限 个 开 仿 射 子 集 Us, MZE. M 
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JEXEY REGIT TAE V. 维 多 de IV EARE «01 
9 东 [ XV)nU, ERRE a, 使 得 它们 对 开 子 集 《VON Un 
ARER ,这 两 者 是 机 同 的 事情 ， 交 恰 是 呈 的 往 质 (第 1 节 ), 因 
此 存在 关于 Y 的 层 的 正 合 序列 

0c SE ORO lu.) COGO loas 


ft HT a DE SS RAA E ERA UY 和 US — 
Y, t£ (5-2, RWE F |u) 和 CE lu TIR. 
rbd), 97. TE, 

Æ 5.8.1 ni XnY db Noether (fJ, HRN] je EUR 
HX — iP — kin XE RT. 8830 S128 5.50. Em ane 上 是 有 限 
5H C188 5.5) sk FE EH. (5.20) 或 【第 三 章 , 8.8), 或 更 一 般 地 是 
KERULET: 参见 Grothendieck [EGAIII, 3.2.1], 

作为 这 些 概念 的 第 一 个 应 用 ,我 们 将 计 论 闭 于 极 型 的 理想 层 . 

定义 令 Y 是 概 型 X 的 采 子 概 霸 ,i;Y — X K tl kk. 我 
Wl 义 了 的 理想 层 , 用 .表示 ,为 映射 iti. iV, BEL. 

命题 59 FARREN UXECHPDTED Y, ftum 
R Zç EX YONE RIDEGI, pik X fe Noether 的 ,出 


证 明 UR Y REX OHITERS, MEERN i 了 一 XX 是 拟 
紧 的 【显然 ) MOHHI (4.6), FEH 5.0, Or TEX kietik 
聚 的 。 因 比 氢 凝 聚 层 射 的 核 Zr h EMER, mR X 2 Noe- 
ther 的 ， 则 对 X 的 任何 开 体 射 子供 U — Spec A, 其 中 环 4 E 
Noether 的 ,理想 1 = F (U, Z rlu) 是 有 限 生成 的 ,因此 y 是 

反之 , KERR X RUE RERE 77, qY RAET dS 
WER. HA Y 号 X 的 子 空间 ,，(Y O7) 是 X TIRE RTE 
f EAFA, e- -性 古 显 然 的 ,所 以 只 要 检验 (Y , Orl 
T) 是 闭 子 概 借 。 这 是 局 邦 问题 ,可 以 做 设 X — Spec 4 USE 
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的 . 由 于 7 RER, HETEN aC 4, od, 那么 

OOT) PEE HE a Dog x dcm p gem O35. 
X510 加 果 X = Spec 4 PARRER, MEAKA a 和 

at> Spec Afa BÀ 


证 明 sD, x 
我 们 下 边关 心 的 电站 研究 关于 分 次 
Spec 的 情形 ,在 环 上 的 模 和 空 则 的 忆 之 疾 存 在 着 联系 ， mays 
#8.. 

EX 4$ EDS MENR S 模 ( 关 于 分 次 模 的 一 般 性 质 
参见 第 一 章 第 7 节 )， 我 们 定义 关于 Prois 的 和 MM 扯 们 的 层 ， 用 
府 表 示 如 下 - 对 每 个 Pe Proj S, 9 Me RERE TUM hE 
HOEWE, IEH TETÉ PHR S METRÁOONREHESE (参见 第 
2 节 中 Praj 的 定义 ). 对 任何 于 子 集 UG Proj $, 我们 定义 MU) 
是 由 UU 到 lLecoM«s WER SARA, PARS 局 部 地 是 一 个 分 
WO EEH, HGN PEU, 存在 在 了 中 的 RRV EEE 
me M 及 相亲 次 数 的 fes, 使 得 对 每 个 aqEV， 我 们 有 [£a 
和 在 Me 中 Sa) 一 m/i. RAEG Ë A RA BR TAO lie 
射 的 层 。 

命题 5.11 令 3 是 分 次 环 , 好 二 分 次 3 模 . Z X = Prol S, 

G) 对 任何 PEX, É (D. = Me, 
tk [6$ 经 DD “D 和 Spec Sp 的 同 构 


人 DN bu C, I. 如果 3 是 Noether 的 ,MM 是 有 限 生 
成 的 ， 则 Ë = TEPRO, 

证 明 对 于 (2) 30 (b). 重复 (2.5) ER RE M IUE S. 
8h13 Ce) 由 (0 得 到 。 

定义 SEDEER, 天 -一 Proj $。 对 任何 neZ, 我 们 定 
义 层 Orla) 为 Kay. RUE OKI) 是 Serce HE, HE 


* dise 


e, 借 层 多 ,用 S (n) 表示 扭 层 多 O,,0x(2). 

命题 5.12 邻 3 昆 分 次 环 , 念 X= Proj S. 假设 3 作 为 交代 
BER S. 

(a) IZ Exa) EX Efe m. 


(D HERO R S 8 M, MCO) ec CH GO", PS 
«(2086 «Cm) = Oxia + m). 
C) 使 T 是 男 一 个 分 次 环 ，T， 作 为 T. REER T, + 


PSST 是 一 个 保持 次数 的 同 大 ,并 售 UCY 一 Proi T ifi f: 
U-X 是 由 ç HR 对 GE 214), Hx IOa) = 
£sQ)ls 和 ELODEO) 

证 明 

G) BHZ— FW REURZREE 1 的 局 部 自由 层 。 4 fEl 0 
ERE Cr(a)losd 根据 上 述 的 命题 ，Ox(n)|osd 同 构 于 在 
Spec Sp 上 的 Says 我 们 将 证 明 这 限制 是 秩 Y 自由 的 。 实际 
E, S(a)a 是 秩 1 的 自由 So 模 。 由 于 Sa 是 3 中 零 次 元 群 ， 
Sado Ë Sj n AG EG, WIE S AR 三 得 到 So 和 Sada 的 
FJ, BT £ 3 中 是 可 逆 的 ,对 任何 neZ, BARRAREN. 
现在 因为 由 4 (作为 % 代数 ) 生 成 ,X 由 开 集 D+(1), fe S. W 
盖 ; 因 此 en) Reus. 

(b) 由 下 边 的 事实 推出 :对 任何 两 个 分 次 ? MA N, 4 ç 
H S ERM, (MON) e HON. KERE, 对 任何 f€ 3 我 
们 有 (MQ NX 一 M HBN 

Cc) 更 一 般 地 ,对 尾 何 分 次 3 EM, PODSQmTi) lv, 
XHEBIART BON, fallu) = GN) AIh, X Eia T iERE 
HG, WH SEDE EBE BERI CS T, 5.2). 

WE WE 616688 se SE X 一 Proj S 上 的 任 一 模 层 相伴 
的 分 次 3 模 . 

定义 令 8 是 分 次 乒 , X 一 Proj S, F £o 模 层 .我 们 定 

S piya s Ë, foie rF) = Drel (X, F 


EE 


JR T AGE 4 ÉE k ER EXO) 然后 对 任 伺 
t€ TX 57 (2)) 我 们 在 TX, F (n 40). 中 定义 积 1:1， € 
HERR: @ : 和 自然 映射 FDO) =: F (a + d) Ë 
E 

命题 5.13 今 4 是 环 ， S=Aln t rl, r 21, X$X- 
Proj S, GX A ERR r 2:80) 9I Ter) = S, 

证 明 用 开 集 "DG WAX MARE r€ TCX, @x(n)) 
与 对 每 个 1 ARE n6 Ox(n)CD+Cx;)) 使 得 在 交 Dalei) 上 一 
SGef REUS. SUE nET $5 中 的 7 次 齐 次 元 ， E 
对 D (zi) 的 限制 就 是 城 草 灰 元 在 Ser 中 的 像 . 对 所 有 的 4 求 
和 ,我 们 可 以 把 TAO 与 Cv 十 1) 个 分 量 Qno) 的 集合 
等 同 起 来 ,其 路 对 每 个 i, n6 Su. HED Lis Tank Su, 中 
的 像 荐 相同 的 ， 

五 不 是 3 REFA 六， 内 此 局 部 化 映 时 S5, 和 5, 
$,4 都 是 单 允 ,这 些 玩 都 是 $ 一 S... 的 子 环 ， 于 是 TsCCx) E 
ZNA Su (在 3 AR), 现在 5' 的 任何 并 次 元 可 唯一 地 写成 积 rie 
ZF 是 不 能 被 任何 除 的 齐 次 
多 项 式 。 这 个 元 素 在 54 中 当 过 以 当 对 j 关 有 n BE 
出 所 有 的 Sa 的 区 (实际 上 是 其 中 任何 丙 个 的 交 ) 正 好 是 S, 

注 5131 W£ S 足 分 次 环 , 仙 不 是 多 项 式 环 , 则 一 般 来 说 
PO) = S 并 不 正确 (可 题 5.14)。 

引 理 5.14 A XILEEM, Z 是 XX 上 的 可 北 层 ,fe TOU"), 
AERE CXII, RP RUE. B$ F Bx p 

O MEX S, + e (X, EF PERRY, 
EUCH 的 限制 0， 则 对 基 个 a> 0, REIR Jem 0, 其 中 
f: 看 作 ZOZ” INE S 

Ke ib BiR X rid 盖 , 其 中 
U WE: XT iU, EB hg, ma sis UNU: EM 
Xn. EE ie TU 9), 则 对 基 个 n> ü, BEP T(X;, 
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ES) ”这 个 引 理 是 《5.3) 的 直接 推 )~, 但 由 于 可 着 层 的 存在 有 
了 些 额 外 的 变化 。 同 村 它 推广 了 习题 2.16， 为 证 明 (a), RAE 
用 有 限 个 (因为 是 拟 紧 的 ) 开 仿 射 U = Spec A EX, KHU 
满足 : S|, 是 自由 的 , 令 du le = Do 是 表示 S lu WAA 
EWORK. 由 于 £M M. 由 《5.4) 有 4 M, 使 得 
Fisa, RIRE ENX, F) 的 限制 给 出 元 «6 M. m 
-ARK EKL) 的 限制 给 出 S|; 的 一 个 项 影 , 它 导 
ER e= 408 A. 显然 NU 一 DG. 现在 dy E. 
BEL TEM Bz m0 grs 0 CES C53) 的 证 明 )。 用 同 构 

id X d. OL u S iv, 
BH Ps e TQU S7 G7) RU. IX EORREATAOCOD, 与 无 
关 )。 到 目前 为 止 我 们 所 作 的 都 是 针对 用 于 覆盖 台 的 每 个 开 集 的 ， 
取 4 足够 大 ， 使 之 对 所 有 的 这 些 开 集 都 有 效 ， 我 们 发 现在 X 上 有 
f's - 0, 

MEA (b), RE C5.3) 能 证 明 中 的 那样 ,继续 进行 下 去 , 同 
时 像 上 边 地 样 ， 随 时 关心 由 于 丝 引起 的 变化 ，Ui 几 Vi MRKA 
设 条 件 能 够 使 我 们 用 于 那里 的 《a). 

注 $141 mX Noether 的 (这 时 每 个 开 集 是 拟 紧 的 》 
或 者 X 是 拟 紧 的 和 分 离 的 (这 时 两 个 开 仿 射 子 集 的 交 仍 是 仿 射 的 ， 
因而 是 拟 紧 的 》 这 两 种 情形 都 满足 在 引 理 的 (a) 和 Cb) 中 所 作 的 
关于 的 假设 。 


证 明 先 对 任何 Cx 模 多 定义 态 射 8. 令 16 8. 由 于 在 任何 
情形 r CS ESA, 为 了 定义 8, NEA FYE 
D.) 上 的 戴 影 的 像 〈 见 习题 5.3》)。 这 样 的 玲 影 用 分 式 m/f* R 
ma merQX S (D), d 之 0 为 某 个 整 效 我 们 可 以 把 
当 作 在 D.) 上 定义 的 Ox( 一 4) PORE. imd fI 的 张 度 

EU 


#1, RE |. ME DI) LRE mQi 4, 这 就 定义 了 r. 
现在 令 多 EMERI HTN 8 是 同 构 , 我们 必须 证 明 寞 
PCF s 8 的 在 DG) ERBEN. 应 用 《5.14)， 把 
Í Bleu S 一 CC1) WEKRE. dUPAUIIEDRT s 十 由 
54 作 为 Sa 代数 有 限 符 成 ， 收 可 以 找到 有 限 个 元 htik ES 使 
得 开 仿 诸 子 集 DIO) Hh X. 交 D.UOD De 是 仿 射 的 并 
BAED iZ inp AAHAS, 因此 满足 (5.14) 的 假设 ，(5.14》 
的 结论 告诉 我 们 Z CDU) = T CS u REE RES 
HJ. 
X516 £ AE, 
(a) pri yY P; 的 f 
457 n1, (Y 是 由 r 
nj Spec A 上 的 概 型 Y 


"e UOTTARE 了 SS 一 


的 CTTTO 

证 明 

G) 令 Z, 是 Y 在 X =P, REESE. Z, E Or 的 子 
E HUE RE A AU Wik WET r EJE EA, 因此 TC V) 
是 Te(CCx) 的 子 模 .但 是 由 (5.13) T4COX) = s. BEA TA D 
是 5 的 并 次 型 想 ， 称 之 为 1/。 1 决定 一 个 X 的 闭 子 概 型 《 习 顾 
3.12)， 其 埋 想 层 是 P d G.) Z, EAE, H (5.155 有 
Z 宕 ?， 因 此 Y 是 由 决定 的 子 概 型 ， 实 际 上 ,TsCJy) E S 
中 的 定义 Y J KER SAC 3188 5.10). 

(h) Ele F, B.Y E Spec 4 LESE, EAE 
ir, Y REF P; 的 闭 了 概 型 (第 4 节 )。 根 据 《a)， 任 何 这 样 的 
Y HEFT. Proj $1 1， 且 我 们 可 以 取 工 包 仿 在 S, 一 >s, HC 
1342), FA (SIL 一 A, 到 之 ， 任 何 这 样 的 分 次 环 3 是 一 个 
多 项 式 环 的 而 。 因 此 Proj 5 是 射影 的 . 

定义 ”对 任何 慨 列 Y， 我 们 定义 关于 P; WAE a) 为 
iCOCDO, Map. z; Py 一 P2 是 自然 映射 (回忆 一 下 , Py 定义 为 


BUD 


P;x;Y). 

注意 ,如 果 Y — Spec 4， 由 (5.12c)， 这 个 定义 和 对 P= 
Proj Aiza 7,1 DREI OO) ERAN 

定义 ”如 只 X 是 了 Y EEM, x EATER se 相对 Y 
是 航 强 的 ,是 指 对 某 个 r 存在 浸没 1: 关 一 外， 使 得 Item 
Z. RIAM dX RB nR EAUX TZ RET 
概 型 的 一 个 开 子 概 型 的 同 构 .( 这 个 极 强 性 的 定义 稍 不 后 于 Gro 
hendieck 中 的 定义 [EGAIL, 4.4.2]) 

注 5.16.1 — y # Noecher WA, MY 上 的 概 型 x 是 射影 
的 当 且 仅 当 它 是 本 征 的 并 在 X* 上 相对 Y 是 极 强 的 层 ， 实 际 上 ， 邵 
果 X 在 Y 上 是 射影 的 , 则 由 (4.9) X 是 本 征 的 ， 另 一 方面 ,对 某 个 
+ EHE X PL ， 因 此 Ceo) BET X iuam su 
E. BZ, 如 果 久 在 YY 上 是 本 征 的 , Z 是 极 强 的 可 逆 层 ， 则 对 其 
TRE XP, Z esed) 但 是 由 (4.4), xe mm. 
故 实际 上 i EARR ALXEY 上 外 射影 的 。 

然而 注意 ， 可 能 有 用 个 不 同 构 的 关于 在 Y 上 的 射影 摄 型 X 的 
RER. EZ 依赖 于 X 到 BY DRA (0188512). fin Y 一 
Spec 4, X = Proj S, HEPS 是 像 在 《5.16b》 中 的 分 次 环 ， 则 较 
S SHEX LBIERO() 是 发 的 极 强 层 . 然而 存在 具有 相同 的 
Proj 和 相间 的 极 强 层 OCT) 的 不 同 构 的 分 次 环 ( 习 题 2.14). 

我 们 用 Noerher 环 上 投射 概 型 的 层 的 某 些 特殊 结果 来 结 东 
de. 

XX XRSUMSOG 是 O E, BUS Gd 
KER, MREE—REREE (sha, s€ P(X,2 )， 使 得 对 
每 个 rt X, sp 色 。 中 的 像 生成 多 ,， 这 时 F, A O, 

EM 

注意 .多 BUE fk BB E DL , 4 R (4.5 可 写成 自由 层 的 两 . 实 
BRESEBGES (she 定义 了 一 个 层 的 满 射 态 射 全 pOr 7, 
E ZA. 

915.162. Ur &HRERI GO TE GT 2 SPE ES HERRER, 实 


+ 143. 


Us E. 如果 在 Spec 4 有 . = Ñ, MMEA A BETETE 
SEIEN, F, 

815.163 4 X = Proi S, Jr $ E YE, S fE S, II 
数 生成 ， 则 3 的 区 给 当 生 成 CU ERRE. 

定理 517(Serre) 4X Rb Noether IRA EIIE $ 
， RESO, É, MERI a, 
OE MIU 
eX —P, RXXALHRSIII ima), dn 
EAJ = 0x00. «bz, 6,57. 关于 P; RAPI C1455), 
B iF (ny) = (4S8 Xn) (5.12) 或 (习题 5.14), F (n) 由 
SEG AERE ST B (28 087 000 eis i tb nO E E 
A IB EHE kiki tB), TiETeÜTIEREME X = P, = Proj 4 
[E TERREA 

现 用 开 集 De), (= e, BEX BT F ERE 
的 ,对 每 个 i 存在 B, = A[lrdfxri,- r. fz] 上 的 有 限 生成 模 M. 
使 得 多 :nop 9 M. 对 每 个 i, 取 生 成 M, 的 有 限 个 元 SiE 
Mi。 由 (5.14), FERR n 019 13; 扩张 成 多 (n) AERE 
ois. KARME TRO n 足够 大 使 对 所 有 的 i，j ia. ML 
在 S (n) HE- -个 关于 Dala) (Q 8, Ië Mi, It 二 :多 一 
多 (ny VERI M. 到 M; 的 同 构 。 KERR <S; ERM, $ 
体 截 影 me TOC (0) ERE F (n), 

$518 xg Noether MA tion gue. Rx 上 的 任 


R eio phia 

证 明 分 S (n) 由 有 限 个 整体 规 影 生成 。 则 我 们 有 小 映射 
QUE -> Z (ny 0. H Orn) 作 张 最 积 ,我 们 得 到 要 求 的 
WHERE DOr a 9 — 0. 

定理 5.19 A ki AUSTR OR RRE, X EAEN 


E. F RER Ox 8, ML TCX, S7). Rondo A, GA 


f, mi A c, TOSS) PRR AERA 


TEE 


证 明 E X = Prs, 其 中 3 是 分 次 环 ， $— 4, SH 
S 作为 S 代数 有 限 生成 (5.16b)。 令 好 是 分 次 3 和 模 TLCA Y, Ml 
由 《3.15)， 有 M= Sr. 另 一 方面 ,由 《5.17)， 对 足够 大 ， 
S7 (a) 由 FTCX， 多 (na)) 中 的 有 有限 个 整体 茂 影 生成 ， 令 M E 
村 的 子 模 , 它 由 这 些 截 影 生成 ， 则 M' 是 有 限 生成 3 模 ， 进 一 步 ， 
BW M'C—M 诱导 出 层 的 包含 MM- S. Rn 
变 得 到 包含 映射 MaF a), 实际 上 它 是 同 检 , 因为 
多 (Q) 由 MM' 中 的 整体 截 影 生成 。 Hon 担 变 ， 我 们 发 现 M = 
多 .因此 多 是 和 有 限 生成 $ 机 相伴 的 层 , 我 们 转化 成 证 明 : 如 
打 放 是 有 限 生 成 $ 模 , 则 rM) 是 有 跟 生 成 4 模 ， 

根据 (第 一 章 7.4), 存在 MM 的 分 次 子 模 的 有 限 滤 链 

0 一 M'CM'C---CM'—M, 
其 中 对 每 个 ?有 某 个 齐 次 素 理想 ROS 和 某 个 整数 十 使 得 Mi/ 
M'' e Gs). XI abb RS k uy E AU 
0 — TX 9 TOX KP) 9 FOX MP LET), 

因此 要 证 明 TCX, M) EAL LEARERG, REHIA PH” 
证 明 T(X,(S/9) (0). BUE ERIS ERR ST. 于 是 我 们 简化 
为 下 面 的 特殊 情形 : 令 3 是 分 次 鉴 环 ,由 于 S. 作为 % 代数 为 有 限 
生成 ,其 中 % 一 4 k CARERE, MAEA neZ, X, 
CxCn)) 是 有 限 生成 4 模 

Aon n € S. 是 $1 作为 4 模 的 生成 元 集合 ， 因 为 5 是 整 
IKA s 3E, 对 任何 m， 给 出 单 射 SCa) -> SC# 十 1)， 因 此 对 任何 
n AAN TX, An)  TOG Oso 十 1))。 于 是 只 要 对 所 有 
足够 大 的 n, RUE n 守 0， 来 证 明 T(X,CxCn)》 有 限 生 成 就 
够 了 . 

令 了 ~ DTX, OQ). WS E, CIE 同时 包含 


在 局 部 环 的 交 N) s, 之 中 ,其 中 Sr 是 3 在 的 局 部 化 . 《用 与 


(5.13) 的 证 明 中 所 作 的 相同 的 讨论 , ) 我 们 将 证 明了 在 3 上 是 整 


DOCE 


$ “éS 是 4 之 0 次 并 次 的 ， 对 每 个 i, 由 于 £6s,, RID 
可 找到 整数 ?使 得 x? se S. SEE n 信之 对 所 有 的 š Wier. dB 
Ton EIX Sis 对 任何 m, z, 的 所 次 单项 式 生 成 Sm 所 以 取 比 较 大 
的 a TERRE ye S, 有 ys € S$。 实际 上 ,由 于 有 正 次 数 ， 
我 们 可 以 说 ,对 任何 yE Sa 一 uS, 有 y£ é 5>。， 现 在 归纳 地 
得 出 ,对 任何 9 之 1 和 任何 ye Saa y (e) E Sa BR y= 
z. WEHE gl, RIA (SYES AE S nuit 
的 有 限 和 或 子 $ 各。 由 熟知 的 整 相 关 的 判别 准则 CAtiyah -Macdo- 
nald [1,p.59]) JFF] S 在 $ 上 是 整 的 。 因 此 3 包含 在 3 在 它 的 
商 域 中 的 整 闭 包 之 中 . 

为 了 完成 下 浊 ， 我 们 便 括 整 闪 包 的 有 限 性 定理 《第 一 章 
3950). HT SAER IG, S HERE SER. 由 此 
得 出 ,对 每 个 4, 5; 是 有 限 生 成 S, 模 , 这 正 是 我 们 想 要 证 明 的 ， 实 
际 上 ,我 们 的 证 明 指 出 , 对 所 有 足够 大 的 n, S, 一 S.. C18 5.9) 
和 (习题 5.14)] 

注 5.19.1 这 个 证 明 是 (第 一 章 ，3.4a) 证 明 的 推广 .在 后 面 ， 
我 们 用 上 同调 (第 三 章 , 5.2.1) 给 出 这 个 定理 的 另 一 个 证 明 。 

注 5.19.2 fit" A 是 有 限 生 成 入 代数 ", 只 是 为 了 能 够 应 用 
《第 一 章 3.9A)。 因此 只 假设 4 是 在 Matsumura [2, p.231] Ë 
FH “Nagata 环 ” 就 可 以 了 .《 也 可 参见 同一 书 中 的 Th. 72, 
p.240) 

X520 4 1: XY AA LülebUU 818 3, T 


ROLES, W 9 BY LOGRA. 

证 明 门 题 关 于 Y 是 局 部 的 , 故我 们 可 以 假设 了 一 Spec A, 
其 ji4 是 有限 生成 的 丰 代数 。 那 么 在 任何 十 形 下 ， 因 多 ”是 拟 上 
HRI Stc), PTA 加 多 m OY A) —- T(X 27 y". 但 是 根 
PEH, TOXQ7 ) ADR IRE SAU A HET ER A 是 妊 聚 的 , 另 
MERAH S RC RE, 8.8), 


* 146. 


5.2 


5.3 


5.5 


3 题 
.e RAMS ETR Bx E. RATE 4 
HHR d daa E Homb 0x), 
G) WEH CY eut, 
(b; 对 任何 az 模 F, omde FE DAT, 
Cc) 对 人寿 条 Ox 机 Z, 9, Homo. C429 , 9) HomEsC7 omple 
1), 
(4) (ESC If OA GOENEAN F E Ex 
模 , 4 E fB KS RU Sr LIU FREIE PUER 
FEOF DONE [UP Bye, 

FRERIK End K. 令 X = Spec R, 
(a) 给 出 £x 模 等 价 AM RAM, K (ig spa] CROIRE 4S 2; MG I K— 
L 
(b) -上 面 的 6x ERER 5 R (Z 0 是 同 构 。 
4 X = Spec A JO HL IUD. AA T Ru r t FANERA F EAR It 
AEG 4 TR M ROEMI Ox 核 层 多 。 存 在 自然 同 构 

Hom (M, (X59 )) e Hom, (R97), 
UEA XCE BUE x qp Or iia F TUBES, ELM x OLEI AULAE 
BU. 使得 F lou lal Fr EFIE SE AER, BR X 是 Noether 
的 , 则 多 RERI SARACENA TRER OT EL E s d o Br 
Gi ee bk ft CS SEE RM E (RE X. ) 
4f: xv 是 概 型 的 射 。 
(a) 用 网 说 明 , 如 果 9 EX ERRENA I9 不 一 定 是 在 了 上 是 
凝聚 的 ,其 而 x* 和 Y SUA & ERR f 关于 了 也 不 - 定 是 顾 聚 的 . 
《b) EAA EARNE T0. 
(c) f 1E Noether MRAR 9 £ x LE SDD, M iF 
dev LERRA. 
KR. FEL l.14 和 习题 1.20 中 层 的 截 影 的 支 集 ， 层 的 支 党 积 有 
支 集 的 于 层 的 概念 . 
(a) GARR, MEAR, X = SpecA, € = M, 对 任何 m ¿M = 
T(X,9),iBB Supp m = V(Aaa m), 其 中 Ann m = fa € Alam = 0) 


DEED 


是 的 零 化 子 - 
(6) BL(FUR ARE Noerher Ë), MICE PR t PR 00. 证 明 Supp = 
V( AnnM), 
(e) Noerher gpl EARR Ras A RED. 
(4) ACTAE 04, RNM AM) = (me Mann = 0, RE 
220) ELME rM). fili RE Noether a9, M pm AR. 
证 明 DOC = 6509), Kh 2 = v(a), # = Ë, (ER: 
1.20 fü 588 5.8 证明 r3 09) 是 拟 凝聚 的 ,然后 证 朋 人 MD) 二 
rz(#).1 
(e) 令 X 是 Nocther 概 型 ,2 是 一 个 闭 于 集 。 如 果 9 RERA (Y 
SIRER) Ex EW 202 (57). €LR USERS CAES ERO - 

$3 GXI Noether RULES RAE. 
(a) 对 其 个 点 rex, infR 9, 是 自由 Ox BME x BAUR U, 
aa vy dads. 
(h) F 是 局 部 自由 的 当 目 仅 当 对 所 有 的 “EX， CHEP. EAH 9, 
t. 

(e) # 是 可 闻 的 ( 即 , 秩 为 上 的 局 部 自由 层 ) 5 HLDU FE ERR IE 
AF 25=6,. GUORBIBTUSIE UR S (Ec KURISREE wí nk 
的 勾 半 儿 中 昆 可 逆 元 ,因而 是 合理 的 ，》 

5 8 MPX Noether gr), 9 EX EIERE. RS BAM 

pi) = dinae Ok), 

HH a) = 0,/9R. 是 在 点 + 的 剩余 奖 域 。 用 Nakayama 引 理 证 明 
正面 的 结果 。 
(4) (ifto f Eo, Ma IEAM a €Z RA (neXleG)o n) 
finm. 
(5) MRF R.RJCE hts R x Joi un DU o RE AER - 
6) 反之 ,如果 X 是 既 续 的 ,9 是 常 值 函数 , 则 F 是 局 部 让 由 的 。 

5.9. 邻 5 是 分 次 环 ， 它 由 作为 5, 代数 的 S 生成 。 令 UW 是 分 次 SH x= 
Pror $, 
G) EA: FERREE a: MTS (D, 
(e) AMR S. c 4 REDRA 上 的 有 限 生成 《代数 ，5, 是 有 限 生成 
ARM RARER S 槛 .证 明 映射 = 在 所 有 足够 大 的 次 数 的 分 量 上 是 
疝 构 的 , 即 , 存 在 d. € 了。 全 得 对 所 有 的 4246 aa, MrX BIG) 


` Ad. 


s 


REMO. HER: 用 (5 19 的 汪 明 方法 ,] 
(c) 和 (0) ARILAR, EAE 5 统 上 我 们 定义 等 价 关系 之 。 所 谓 
MEM, ERMETE 4 使 得 u, SAG, RE Mya 一 Q... 我 
们 说 分 次 $ EM Ig 如 果 它 等 价 于 有 限 生 成 模 。 坝 在 证 
BAR TR ns 诱导 出 E BERURTB E SKIES RASKA 
mS A ex Ege. 

RAR, S dXX], X = Pls; £RÜOZTS S HHI 
ORAS I EXA X U9UTT UB. (2198 3.12), 相反 好，X 的 每 个 用 
于 概 型 可 用 这 种 力 式 产生 《5.16). 

G) 对 任 僻 齐 次 理想 =s, 我 们 定义 IRAI HRA {+ 5| 对 每 
Pishur, 存在 "使 得 ID E RIA T RERO IN =I, 
ug]i 8 s 693 gm. 

(b) 3 6908482 RE r RTI, 定义 Xx 的 相同 的 闭 子 概 型 当 且 仅 当 它 
们 有 相间 的 浸润 。 

Ce) 如 果 Y 是 X 的 任 倍 闭 子 宏 型 ; 则 理想 “Kpy) ERU. REE 
是 定义 子 概 型 ”的 最 大 弄 次 型 得 。 

(4) E 5 BERI PRAE RU X RT BUT Ier E E TOES 

£$ s RTEMB DH, B 9 = T. 一 4。 我 们 定义 第 卡 儿 积 3x Tr 
为 分 次 环 (0. G T. dn X = Prois 和 Y = Pri T, UHR 
Proi($ x ,T)eX x Y HIERE Prol(S x 4T) 上 的 层 OC1) 同 构 
于 X XY 上 的 层 prCOxC1)) x PA) 

环 的 和 卡尔 积 用 下 面 的 方式 与 射影 空 阵 的 Segre AME. 如 果 
feo AES 的 生成 元 保 合 ,对 记 于 射影 做人 XP An 
yocp 是 Ti 的 生成 元 集合 ,对 应 于 射影 族人 了 CP, GIO 
JC x aT) WERTERA REENT HRA Pril x aT) 
Pi, 其 中 N= 二 rt + r+ s AER X x YCP' x P 在 它 的 Segre 
AH t) e. 

G) X Ky LRR, 2 2, 4 REX EAMAN AR, 
i xo dB. HER: Sere RAJ 

Q) $ HXOY. n Y— Z 是 两 个 概 型 的 射 。 V 是 相对 于 Y 的 > 
LORSE, -4 是 相对 ZY HAER. EA Itu 
RAUM Z X EOR TA 


5.13 4 S 是 分 次 环 , S 作为 2 代数 生成 3, HEUTEN 405 4 $903 


DELE 


kR. uis Fol 0m Sus 4 X Pri$, E Pro sia 
A. R Broj $^ 上 的 层 OG) 通过 这 个 同 构 对 应 二 5x(4)， 这 个 结 
HIR TERASAH d EY E 82. R-E, 3I 2.12) 可 类。 E 
fees 是 和 MERTE RFRA Xe > Pu W = tJ a K e 
Müs63Emg si^ = s, HERRA. KMET Prish 的 一 个 
射影 家 人 ;而 证 P, 的 4 ERREA T CHITE X M 

634 EPS XE P. GATER. KAERRA, RDE HFK 
ER SCX) Á a nesnn]/ Meh c G.14) 的 证 明 中 构造 的 


off. SCX) 是 整 出 整 环 [ 参 见 第 一 点 习题 3.18)。 觅 在 假设 4 是 某 个 
RR k ERVRIHUEIR k (RS REP 的 应 通 ， 不 褒 贱 于 概 型 .证 明 , 对 


Mb 420, XAA EEA AHE UM Riki. 

C) 9 SEXIES, 和 5 = Boa An), inl E 
"EE. S 是 它 的 Gi. fc: 先 证 肯 X EAR. BANS 看 作 
关于 X 的 还 层 Z = Quai) RRE, HEA 9 ZL MEUTIES E 
的 层 .] 

(b) 用 习题 5,9 证 明 : 对 所 有 足够 大 的 4，5Sz = 52. 

(c) 证 明 : EEK ds SO ERAR, 因此 椎 出 X 的 2 重 分 量 族 
人 是 射影 式 正规 的 . 

(a) 作为 (4) 的 次 论 , 证 明寺 于 概 型 XOP, 是 射影 式 正规 的 , 当 且 
仅 当 它 是 正规 的 ， HB EA " 关 0， 自 然 喘 射 rP, Cela ))j— 
r(X,6,(n)) 是 满 射 的 . 


£5. KOREA SK BUT JU EBH AWER: 令 X 是 Noether 概 型 


上 是 开 地 集 ， RUXAUERR. MEEXLWARE F Re 
2v = Z. 

(0 在 Noetber HARE, SPF RUR RE RE NERT RIDE - 
(b) A ESAE Nose IUS U ENTE, S ET UINMORE, 
BIER GUERED PU 使 得 Floc, LU $ nx 
RESI. I LE EARRA AAR G).] 

(O) xz, U, 9 如 C») RUBER. PUNEIBUUR ICT CERRAR 
E ó, ER FCI ZRRARÜNG I GUERTE SS GG 
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用 (Kb) 中 的 方法 ， 但 将 eS 用 aC g) 从 
8S OR). ] 
(4) 现在 令 X 是 任何 Neethee WU, U RFT 9 Ro ERA 
E9 R x tiyas B FOYI u ip x FIT F 
使 得 F quer, R 4 = i,#, EVMCTHIRME SURISHUR. ER: 
RXEQIBERERE x. EB E ODE] 
(e) 作为 一 个 频 外 的 推论 。 IENE Nocher MHE, EUERE 
F REDARTEMME. GET: 如 果 是 在 开 集 EF IRR. 
把 D Jun s 生成 的 Flu MTE- 
Tti BUE RE RUEL ECT ER 5 fk CH IDE XC, 4 4 是 环 ， 
MAR. 4 TOD MES n kt Rn MOOM, Mh s> 
ORT s =o, BIE TOM) = A. MA TON = Bus T O0 
É tema en EOS M 03E fü. 我们 定义 4 的 对 称 
RE SON = ut Un A TOD 楼 所 有 的 表达 式 :@y 一 v@=, 
zy M， 所 生成 的 双 过 好 想得到 的 商 ， 出 SQD BIB AR C 
H5 n tk rB OP) 被 称 为 奸 的 第 "个 对 你 职 ， 对 任何 ny e M, 用 
zy 表示 z@y 在 $00) 中 的 像 ， 例 如 ,如 果 好 是 秩 为 ， 的 自由 4 模 ， 
RI Se nisl. 
我 们 定义 对 的 外 代数 A = Quan) 是 TOO. 模 由 所 有 的 
Qe, t 6M 生成 的 及 边 理想 得 到 的 商 。 注 总， 这 个 理想 包含 所 有 
形 如 +@y + y@* MEERA AM 是 反 交换 分 次 4 代数 ,这 
表明 ;如果 ue), e€ (M), Judo m (1) ru (这 里 ;我 
们 用 4 dUrik e Plots E ea 所 以 *@， 在 0n 中 的 像 用 
ASER) Wn dir Ë AM) IMR n AIE. 
现在 令 OG6y) RERBA, F Or MER. 对 每 个 开 集 U, FU) 
Efe Oxf0) Bh. 把 相应 的 张 县 运 算 分 别 用 于 ZC) ANNB. 我 
们 定义 和 这 毕 预 导 相伴 的 层 分 别 为 的 张 最 代数 ， 对 称 代数 和 外 代 
Wt. 结果 是 gx 代数 ,对 每 个 次 数 的 分 量 是 Ox IA. 
G) BE S REOS a ABR. WL TF) SCF) RI arr) 


taasan teans elt T) aC) 


00 仍 令 多 RRN a SEHR. WEINE 170177 
AF, BEL r EZERK BM, 它 诱导 出 AF M Can Yo 


“st 


AZ quld) FE — HARE fo Z rik LL Ses pus, 
(6) 名 054 $9 —1 SRUREIBBIE RTI MAER r, 
存在 SO TER UH 
MF) = PIPIA DFD 0 
对 每 个 P， 有 商 
Fe[pertie SM 87g (97), 
(4) 在 CO IBI kata t EHRE S MANAR. PERI, mE 
8,9,9"7 Kk DU nsns n. 则 存在 同 构 Any mats 
ATUS. 
(d xov REGAL. 9 mod. MITES Leg 
所 有 张 量 运算 交换 , 即 ，/*(3"(8) = SUP 等 等 。 
5.17. iat. EROH f: xv RARR WREE Y MDA EE 
(v3, 032494 DEO) 是 舍 射 的 。 
Q0 征明 1: Xx 一 中 伪 射 射 当 号 仅 当 对 每 个 开 仿 射 VSY1 (V) 
DB. ER: 化 简 到 Y TARZ CA 2.17.1 
(8) 仿 射 射 是 拟 紧 的 和 分 离 的 . 任何 有 限 射 是 仿 射 的 。 
(e) SYRER, n Ov REDERE (MATE AHELE 
Or UMERE). TER t (ET DIRE x 和 射 fX, ANE 
个 开 仿 射 VEY, V ESpe (V), AR v 的 每 个 开 仿 射 的 包含 
RUV AM TIU YR EC QPY REFER B det Q ym t (8). 次 这 
个 概 型 为 Speesf, LEER: 将 概 型 Spec (0), Rhy erh 
的 开 仿 射 , 粘 合 起 来 构 拷 出 X.) 
(4) fg cf ERU Oy 代数 , 则 1: x 一 Spee tm Y RUN ES EL 
ABE, 反之, 如果 1: AY RUHAN = Or 是 Ov 代 
BURRE EL X 一 Spee, 
(e) £ 1; X— y ROB. S 一 ex。 证 明 K EHI PR EUER 
Cx VESEIERUCUROR n MIRA ED, SEPSE Or MORS = 模 的 结构 ) 的 范 
mer. [提示 : SHERHURUR OZ K <, DENER OX 模 ñ, jt 
UAF f 和 一 是 做 北 互 ; 
IA. Y ENCU. —" Y 上 的 秩 为 ”的 (几何 ) EARME x 
f: XoY, AE Y STE IU WAA dus PU Ao 
EERIE i í TOEEPITEUI 射 子 集 V 一 Spec AGUN Un At 一 
SpecAb 1n] WARA $ = dedit 由 M noon]. WREE 
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(ü Ok ti, DOXHER ae 4, (2) = à 县 006) = Fair 其 中 
sa € A 是 适当 的 一 些 元 . 

— B: a FI S JA 15 AEA a mis aea. e: OG ts 
(Wyar On y UTD 是 一 个 概 型 上 的 同 构 z: XXV tE 
得 f = Vses, Dl X, t H (RB tS Us Rl tr, 组 成 的 了 的 外 和 闭 ,和 同 
HeH dur — l X Em TI RAE. 

(4) 4 à RARI Y EARR a ABARRE, A) E o 上 的 对 称 
fü, X = Spee Sd), SHEN 1: XY, MEG + JL (0 8T SR 
UGY, GE elo SF 0, Xe fg, JE ib QU) AL 是 
fais s(e(u)) 和 eQo nsn) 等 问 起 来 的 同 构 。 WA ts 
iU) (4) E v 上 秩 为 上 的 向 早 从 ，( 在 同 构 的 意义 下 ) ERRAT 


me 

(h) HERSE fi Y, JER UCY 上 的 RREN ,0 一 x， 使 
formido, ERARE BL ERU EHE SE Es 或 怎 伴 粘 合 它们 者 
RR, ERGO Ue (I EU LBEREAS 是 Y 上 集合 
MEH (UY) BRE. 证 明 : 如 果 人 ;XY 是 秩 为 。 (UE A, 
MEK eOUY) 有 自然 的 Or BUR D, 并 使 它 成 为 秩 为 "的 局 
部 自由 gr UA. URT: 只 要 局 部 地 痪 定 核 结构 就 行 了 ;所 以 我 们 可 以 
假设 Y= spec 4 RAME M X= Ap Th 4 代数 同 态 6: 
Also, r]o 依次 决定 AER ASTE IG) 00 
BE i. Yo, RUBRI CR ADRIAN] a + E> qiz + <Í 
MEA. l 

(c) 04 Z EY 上 秩 为 4 的 局 者 自由 层 ， v 一 #(X/Y) Rx fev 
MEER. TUE e= 2. 

— ED E o E ALIE (e r^ 0, LIE Ë fE Hom 
(sv) 的 元 。 所 以 :决定 一 个 Ov- 代 数 同 坊 Cafe) ds. E 
决定 一 个 谱 的 映射 V = Spee OSpee Sal) m (0, BRE 
XJY RAYS. 证明 记 个 结构 给 出 2” Bl 的 同 构 ， 

(D 总 起 来 ,证明 我 们 建立 了 了 上 秩 为 。 的 局 部 自由 层 的 同 构 类 和 
上 瑞 为 "的 向 盟 从 的 同 机 克之 间 的 一 一 对 应 ， 央 此 如果 下 会 产生 渴 
Wo SUCHE AEEA ARARE MARMA”. 
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6. R F 


WT OEES E: ERE SERI yq 28 UT T R. ZEE 
节 我 们 将 介绍 除 季 ,线性 等 价 和 除 子 类 群 ， 除 子 类 群 是 Abel EE, 
它 是 谈 秀 一 个 有 元 的 和 精妙 的 不 变量 。 在 第 7 节 将 会 看 到 ， 除 子 
对 于 研究 由 给 定 的 化 到 庙 影 空间 的 映射 岂 且 重要 的 . 

按 行 文 的 先后 ， 我 们 采用 几 种 不 同 的 方式 来 定义 除 子 ， 我 们 
从 Weil 除 子 开始 。 从 几何 学 上 看 , 它 最 容易 理解 ,但 它 只 定义 在 
HE Noetber 整 概 型 上 、 对 于 较 一 般 的 概 型 ,有 Cartier 除 子 的 
概念 ,这 将 紧 按 着 讨论 ， 然 后 我 们 将 镍 释 Weil 除 子 、Cartier 除 
子 和 可 逆 层 之 间 的 联系 。 

我 们 从 一 个 非 正式 的 苑 子 着 手 。 令 6 是 在 代数 避 域 《上 的 射 
EPE P 中 的 非 奇 异 对 影 同 线 。 对 P! 中 的 每 条 直线 ， 我 们 若 记 
LAC, CEC 上 的 有 了 眼 点 集 ， 如果 C 是 4 次 曲线 ,日 如 时 我们 在 
计算 点 歼 时 ,同时 阁 虑 适当 的 重 数 ， 则 LC 正好 由 4 个 点 组 成 
《第 一 章 , 习 昕 5.0. 我 们 写 LAC = Enp, HH pe Ç 是 点 ， 
n 是 重 数 ， 我 们 称 这 个 形式 和 为 C 上 的 除 子 ， 当 工 变 化 时 ， 我 们 
得 到 关于 C 的 一 族 除 子 , 它 们 可 用 P? 中 所 有 直线 的 集合 , 即 对 侦 
射影 空间 《P')*, 参 数 化 。 称 该 除 子 的 集合 为 C 上 除 子 的 线性 系 . 
EE, CE P 中 的 你 人 可 让 已 知 的 这 个 线性 系 重 新 得 到 : 如 果 P 
是 C 的 点 ， 我 们 若 虑 在 线性 系 中 包 有 忆 的 除 子 的 集合 .它们 对 应 
经 过 P 的 直线 Let, AREK PEA P 被 这 直线 的 集合 
影 宅 入 中 的 嵌入 之 间 的 联系 在 第 7 节 中 将 


这 个 例子 可 足以 说 明 除 子 的 重要 人 性。 为 了 了 解 线性 系 中 不 同 
除 子 之 间 的 关系 , 令 上 和 上 EP 中 的 两 条 直线 , 令 D-Lnc, 
D'—L' QC 是 相应 的 除 子 。 如 打上 和 上 ' E 扬中 的 线性 齐 次 方 
程 f 一 6 和 六 一 0 定义 的 , 则 f/f 给 出 P: E6U EBRD E UL 
A EC E m ñi, 现在 由 其 构造 ，F 以 DD 的 点 为 零点 ， 以 
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D 的 点 为 极点 ， FR L í S(168 3k. atur mde EM 
Ë, RD Df pn Aee Maiama EART > 


定义 (ITA X ATE 上 是 正则 的 《或 有 时 说 在 余 维 | 
是 非 奇 异 的 ) ,如果 X 的 从 个 继 数 1 的 局 部 环 OO, 是 正则 的 ， 

这 种 概 型 的 最 重要 的 例子 是 域 上 的 非 异 代数 凡 ( 第 一 章 , 第 5 
节 ) 和 Neechec 正规 概 型 。 关 于 北 异 代数 簇 ， 千 个 闭 贞 的 局 部 环 
是 正则 的 《第 一 章 ，5$.1)》, 因此 所 有 的 局 部 环 是 正则 的 ， 因 为 它们 
是 闭 点 的 局 季 环 从 局 部 化 ， 美 于 Noethec 正规 概 型 ,任何 1 维 局 
WORSE NE HTIE IE, DR CREE MU) — 3, 61A). 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 考虑 满足 下 面条 件 的 概 型 ; 

(*) X 是 Noethec E152) CAS Im B fc MEL 是 正则 的 . 

定义 令 X 满 足 (*)。X 的 表 除 于 臣 余 维 1 K EET m. 
Weil 除 子 是 素 除 子 生成 的 自由 Abel 群 Div X 的 元 我 们 把 除 
TER D = XeYs Koh Y, ERRET, mn ERK, 而且 只 有 有 限 
个 5; 不 为 0。 如 果 所 有 的 o, 郑 0， 我 们 说 口 是 有 效 的 . 

MEY 是 X 的 素 除 子 ， A neY 是 它 的 广 点 ， 则 局 部 环 Onr 
是 离散 赋值 环 ， 其 商 域 为 的 函数 域 儿 。 我 们 称 相应 的 离散 赋值 
o 为 Y 的 赋值 注意， 由 于 XX 是 分 堂 的 ,因此 Y 由 它 的 赋值 唯一 
决定 《习题 45)。 现 在 令 fe K* 是 多 的 任何 非 零 有 理 函数 ， 则 
vy《f》 是 整数 .如 果 它 是 正 的 ,我 们 说 f 有 v) MAIE Y E 
Sa RS Eur S fS (D Hem. 

引 理 6.1 + XW (*), fé K* REX ERFA, WARE 


"uu 4 U = Spec 4 RXGQZOHTEES i EU EBE 
则 的 ,于 是 2 —X— UR XÉ EBI S. AA X k: Noether 的 ， 
z 最 多 只 能 售 有 有 限 多 个 X 的 素 除 子 ， 所 有 其 它 的 必定 交 U。 H 
TE RGEEUEDR UESTRE TU FORTI Y 使 得 or C) e 0 就 够 
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T. 由 于 上 在 以 上 是 正则 的 ， 在 任何 情况 下 都 有 vG) 20. di 
vr《 有 ) > 0， 当 且 仅 当 Y 包含 在 4 的 理想 Af 定义 的 上 的 团子 集 . 
因为 f 0, 8E — TAUUTE, PHEER &TURTRA U iE 
1 的 闭 的 不 可 约 子 集 。 

XX 令 久 满足 (<), feK*. REX IRF, H G) 
表示 ,为 


(D — Xu (f). Y, 
其 中 求 和 是 对 XX 的 所 有 素 际 子 。 出 引 型 它 是 有 限 和 ,因此 是 除 子 ， 
和 一 个 函数 的 除 于 相等 的 除 子 称 为 主任 子 。 

EÉ, ME d, se KK*， 则 由 赋值 的 壮 质 有 Gle) = (站 一 
《8)。 因 此 函数 REICHERT G) AHERE K* Sp )nik 8f 
Div X 的 同 态 ,而 由 主 除 子 组 成 的 像 是 Div X 的 于 群 。 

定义 “ 令 X 演 足 (*)。 两 个 除 于 刀 和 了 是 线性 等 价 的 ， 写 成 
D-D', 如 果 DD 一 是 主 除 子 。 所 有 除 于 的 悦 Div X 用 主 除 
于 于 媳 除 得 到 的 交锋 称 为 X 的 除 于 类 群 ,用 CLX 表示 。 

概 型 的 除了 于 类 详 是 一 个 很 有 趣 的 不 变量 。 通 常 要 计算 它 是 不 
容易 的 。 但 是 为 了 了 解 它 是 什么 样 ， 在 下 面 的 命题 和 例子 中 我 们 
将 算出 几 个 特殊 情况 。 

F, SARH X 一 Spee 4 RENG, PR CX 一 0 

证 明 《也 可 见 Bourbaki [1, 第 7 章 , 3#) RITAM 
UFD 是 整 闭 的 ， 故 X 是 正规 的 ， 另 一 方面 ,4 是 UFD, MEI 
当 高 度 1 的 每 个 素 理 根 是 主 理 想 【 第 一 章 ，1.12A). 于 是 我 们 需 
要 证 明 , 如 果 4 是 整 讨 整 环 , 则 每 个 高 度 1 的 素 理想 是 主 理想 当 且 
仅 当 Cl(SpecA) = 0, 

一 方面 是 容易 的 : MES CHEI 的 素 理想 是 主 理想 ， 考 虑 
素 除 于 Y C X = SpecA4。YY 对 应 高 度 1 PJ 36 fE qp. 如 果 吊 由 
元 f€ 4 生成 ， 则 显然 有 上 的 除 子 是 1- Y. 因此 每 个 素 除 子 是 
EJ, CIX = 0, 

反之 , 假设 CLX 一 0. 9 9E 1 的 素 理想 , y 是 与 共 对 
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WIRT. WA eK, KEARE, i (D) Y. 我们 
将 证 明 实际 上 fe 4 HERP 由 于 oe = l, A ie A. f 
TER VL WE $B SA 是 高 度 上 的 任何 其 它 素 理想 , 则 p 对 
EDXÜSEURT Y, ee(f) = 0, 于 是 fe Ae. MA FE (63A) 
的 代数 结果 推出 fe. KRE, EANA = P. 25 TEW d 
ER P, G e EUERE MARNA Y Y, (21 
和 %r(8) 之 0。 因此 对 所 有 素 除 子 Y'《 包 有 Y), v/i 2 
0。 于 是 对 高 庶 1 的 所 在 Y, zgf/fe Aw. 仍 由 (63A), #/fé A. 
BUDE, ee Af, ARH PEA j ERATE RE 

$2 63A V A ESEHINT Noether ÆT, HM 

a= A &. 


Ael 


Ek 2 pa sm OPERETTEN. 

证 明 Matsumura [2, EH 38, p.124]. 

例 6.3.1 QE XI k Etfi n 空间 Az, Nj CIX — 0, 3c 
PRE, X = Spee kistan), IDE AX EXE UFD. 

例 6.3.2 WRAS Dedekind ÆI, MJ Cl(SpecA) 就 是 在 
TORGKIEqUE KIA AEE R ie (6.2) 推广 了 下 面 的 事 
X A UFD, EG EWRRRKHE 0. 

$464 XE) LESER Pt 对 任何 除 子 D~ 
ZnYi， 用 deg D= XmdegY, 定义 局 的 次 数 , 其 中 deg Y, E 
didi Y. kk. HEREDES nm 0. Hl 

G) SE DEAE d RRF D ~ dH; 

(b) 对 任何 feK*, deg (f) = 0; 

(c) KAAREGA deg: CUX — Z. 

证 明 + 一 让 m To] 是 X 的 齐 次 坐标 环 ， 如 果 & 是 
4 凡 齐 次 元 ,我 们 可 把 它 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 积 一 8 2. 
MAg ELTRA d, 一 deg gi 的 超 曲 面 Yi 和 我 们 本 以 定义 8 
的 除 子 为 《8) — Za Y i. 于 是 deg (e) =d. HEX EAE HA 
数 RAKAR RSHA g/h 显然 《及 G) 一 02, 
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RSF deg(f)— 0, 证 明了 (b). 

ARDEN IET. PRÜOISIEEUSIRURBOn a, a, H. 
d, — d, = 4 的 随 个 有 效 除了 的 美 D,— D, 4 D=), D= 
Ce. ix EIE o FER, 因为 中" 中 的 不 可 约 起 曲面 对 应 着 5 中 的 
HE 1 的 齐 次 去 理想 ,而 这 种 理想 是 主 埋 想 。 取 罕 的 医 积 ,我 们 可 
ERMIT AEP (eg), di 是 某 个 齐 次 元 .现在 D 一 4H 二 (7)， 
NB f= grig EX EAKL AEAT (a). 市 (中 由 
(a), (b), fl deg H = 1 推出. 

命题 65 QxMEO) ZERATE, U= X-Z, 
DX 

G) PEH D — Sayi (y nu) Gs Yinu-e, 
EHO Se jubar CX — OU; 
` G) ng codim CZ,X)2 2, WL CIX > CLD RI 

(O IR 2 Et PATATE MPEERFI 

Z> Qk quo, 
Epp tita 112 x. 

(a) 如 果 Y 是 多 上 的 素 除 于 , 则 YAU 或 者 是 空 集 或 者 是 
ERR T. MA fe K* 8 (J) = mY;， 那 么 把 f 看 作 U 上 
HARAR, RIA Gu 一 mCYiN0)， 故 实际 上 我 们 有 同 态 
CIX 一 QU. ix TRUE RED, 因为 上 的 每 个 素 除 于 是 它 在 xX 中 
闲 包 的 限制 . 

(b) BÉ Div X 和 OX 只 依赖 于 余 维 | 的 子 集 , 所 以 去 掉 余 
维 之 2 的 闭 于 集 不 改变 任何 东西 . 

(c) COX 一 CU 的 核 是 由 支 集 包 在 Z 中 的 除 子 组 成 。 如 果 
2 是 不 可 约 的 , 核 就 是 由 1.2 生成 的 CIX 的 子 群 . 

例 6.5.1 令 Y 是 性 中 4 次 不 可 约 曲 线 。 则 CIP: 一 Y) 一 
Z/4Z. 这 由 (6.4) 和 (6.5) 马上 得 出 . 

$1652 FER, A= k[z,y,s]/(zy— Z), 4 Xe 
Spec 4, JU XR Ai 中 的 仿 射 二 次 维 面 。 我 们 将 证 明 ClX =Z/ 
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2Z， 和 它 由 锥 的 一 条 母线 , Nin Y: y— r — 0 生成 (图 8), 


Be 二 冰 锥 的 母线 
先 注意 Y ROBERT , 故 由 (6.5) 有 正 合 列 
ZCX— CX— Y) —0, 

其 中 第 一 个 映射 由 1F> LY 给 出 。 现 在 由 集合 论 看 ,Y 可 被 函数 
Y. XU EY 的 除 子 是 2Y, 这 是 因为 y 一 0> z — 0, 
而 = 生成 了 的 广 点 的 局 部 环 由 的 极 大 理想 .因此 X — Y —Spect,. 
A, = k[s,y,y S, 21/(ny — r). 2E Ay ih, reyr, TERN 
TI x. 得 到 4,2 [yyy I z]. iX E— i UFD, t (62), 
CX — Y) — 0, 

这 样 我 们 得 到 CIX 由 Y 生成 ,而 2Y-—0. M'REuEHBY 
本 身 不 是 主 除 子 、 由 于 4 是 整 闭 的 《习题 4.4)， 这 等 价 于 证 明 Y 
KER P= (y,z) 下 是 主 理想 (参见 (6.2) 的 证 明 ). 令 M= 
(z,y,z) 并 注意 到 M/W 是 由 x.y.n BU z,y,z ERAR L 
的 3 维 向 最 空间 ,我 们 有 eco med ms dqiaaym 
5。 因 此 争 不 可 能 是 主 理想 . 

命题 6.6 FAWELI X x A 一 (X x ,,..zSpecZ[:]) 
也 渡 足 (*), 而 且 COX = CIC x A). 

证 明 TAXXA 是 Noether 的 ， 整 的 和 分 离 的 ， 为 证 
明 它 在 条 维 1 是 正则 的 ,我 们 注意 有 了 两 类 X X A' 上 的 条 维 1 的 
点 ， 第 ! 类 点 在 大 中 的 像 是 余 维 1 的 点 y. THERME, * 
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是 aO) 的 广 点 ， 其 中 x:X x Ar X 是 投射 。 直 于 + 的 局 
ME O, e Ola, (lO, CARRET, TA A, ARRE 
ZR. REOR RT {z} RE x70). 

第 2 类 余 维 ! 的 点 xEX X A' 在 X 中 的 像 是 X 的 广 点 。 这 
H, €, 是 KD] 在 某 个 极 大 理想 的 局 部 化 ， 其 中 下 是 Xx 的 函数 
fF HF KO 其 主 理想 整 环 , i O., EARRA, Aie Xx 
A 也 满足 (*)， 

我 们 用 D — ZaiY,— z*D = n (Y) 定义 映射 
CIX — CXX AJ. 如 果 jeK*, ie f BfE KO Ki, M 
z"((f)) E FORF, EE KG) E X x A' 的 函数 域 。 于 是 
我 们 有 辣 态 x*:CIX 一 CI(X X A"). 

为 了 证 明 =* 是 单 射 ， 假 设 De Div X 并 对 某 个 feKC), 
x*D — (f). 由 于 x*D 只 含有 第 I ARET, f 必定 在 KR 中 .大 
则 的 话 ,我 们 可 写 f= g/h, zh e KL]. HER. m eu 不 都 
XEK B, BEC à X X A' 上 的 某 个 第 2 类 的 素 除 子 。 至此。 
WMR fe K, Sk D = (f), RU w* 是 单 射 的 . 

要 证 明 x* 是 满 射 ,只 要 证 明 X x A' 上 的 任何 第 2 类 素 除 
子 线 性 等 价 于 第 1 类 素 除 子 的 线性 组 合 。 9 ZCX XA 是 一 
个 第 2 类 素 除 子 。 在 X 的 广 点 局 部 化 ,我 们 得 到 Spec K? 中 的 
HERE POK] 相对 应 的 素 除 子 。 这 是 主 除 子 ， 令 了 是 生成 
元 . 则 fe KC, fF ARTH ziÀypID EACH p 类 的 东西 组 成 . 
它 不 能 含有 任何 其 它 的 第 2 类 的 案 除 子 。 因此 己 线 性 等 价 于 纯粹 
第 1 类 的 除 子 。 完 成 证 明 . 

例 6.6.1 QEP 中 的 非 异 二 次 曲 而 xy 一 zw。 我 们 证 明 
CIQ = ZZ, 利用 Q = P' x P (第 一 章 , 习题 2.15). 4 p f 
m 是 如 到 两 个 因子 的 投射 里 射 ， 则 像 (6.6) 的 证 明 ， 我 们 得 到 同 
£ pt, pr:CIP' > C19。 先 证 明 pr 和 p} 是 单 的 。 令 了 一 如 X 
P, M Q — Y 一 A' XP, ARH 

cP: -. cip — (A: x P) 
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ROG). Rik pf 《类 似 地 pr) 是 单 射 。 
AER Y 25) (65) iib é 9 

Z- cQ CA! x P) — 0, 
在 这 个 序列 小, 第 1 个 里 对 是 Lo» Y. MERRTE t 1 是 
一 个 点 的 类 把 OP iZ 等 同 起 来 , 那么 第 | W 33k pt. Vd 
HEA. 由 刚才 的 结果 ， 绎 ETAWA CCA x P), 
我 们 得 到 CO = Imp*&Dimp? = ZOZ., m D je Q BJ FER 
f, Cab) 是 ZOZ mitt RERIK, c piu FS Dil 
KHR WRAD £ Q E RITE Ca b). 

$6662 继续 就 二 次 曲面 QCP' rib. P IIEIHIEA A 
导出 一 个 周 态 CIP'— cg, fmt CP ke eE Hiei 
clo 一 Z@Z 中 的 元 〈1,1)。 & Y ÉE P' 的 不 包含 和 的 任何 不 可 
HEBE. WLAT O 的 除 子 Y， Qo 我 们 把 重 数 给 巴 YN 人 8 
的 各 个 不 可 约 分 支 。 实际 上 ,在 能 每 个 标准 开 集 U, E, Y 是 由 
PAAR f 所 定义 ; 我 们 可 以 把 这 函数 《限制 到 上) tO 
除 子 的 版 值 的 值 来 定义 除 子 Y， 8， 为 了 对 PP! 的 每 个 除 子 P= 
Xa, ech Yd e Q, 定义 8 的 除 子 D 8 ， 我 们 可 很 所 
线性 性 扩张 这 个 映射 .显然 线性 等 价 除 子 的 限制 是 线性 等 价 的 . 山 
(6.4) P^ 的 任何 除 子 都 线性 等 价 于 一 个 除 子 ， 使 它 的 每 个 素 除 子 
都 不 包含 89, 于 是 我 们 得 到 一 个 有 确切 定义 的 同 态 COPI 
CO., 现在 如 果 召 是 趟 平面 w — 0, WJ Hñ Q 是 由 两 条 直线 
r= w= 00 Y 二 ww 一 0 组 成 的 除 子 ， 各 在 一 个 族 中 (第 一 章 , 楚 
题 215), 故 HN8 在 CIQ = Z@Z !'h 具 有 型 (1,1), 注意 ,两 
个 直线 族 对 应 着 pr Xx P' 和 P! x pr, 所 以 它们 具有 型 (1,0) RC 
(9,0), 

8166.3 j3t—*bibLEMBIHT.9cRATOLS-b 
Hore, y = u, z = u, = n). REY RC iti yz 一 
w, YN 9 一 CUL， 其 中 工 是 直线 y— = 0. 由 于 在 PP 
LA Y-2H, k Y^Q 是 型 (2,2) 的 除 子 。 HALO, 
0), &CR85012) 由 此 得 出 不 存在 任何 不 包含 8 的 则 占 使 
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得 Yf 人 10 一 C， 即 使 从 集 论 上 看 也 是 如 此 。 ESOS EERBRREOE F, 
ET YNO NAR rC, rR O SB r0. wk CIO 中 
型 (r,2r) 的 除 子 ， 但 如 果 Y 是 4 kh, YNO 有 型 (4, d), 
Miti m AETRT Ce.20). Kit Y REE. 

例 6.6.4 JU E CETUE, 48) 我 们 将 五 到 , tn xb P in 
非 奇 三 次 曲面 ; 则 CIX = 之。 

曲线 上 的 除 子 

我 们 将 通过 特别 关心 曲线 上 除 子 的 情况 来 进一步 涪 是 除 子 类 
群 的 概念 我 们 将 定义 曲线 上 除 子 的 次 数 并 证 明 对 完全 非 异 曲 
线 ， 在 线性 等 价 之 下 次 数 是 稳定 的 。 关 于 曲线 上 除 子 的 进一步 研 
SURHETEPURE BLEU, 

首先 ， 我 们 需要 一 些 关于 曲线 和 曲线 的 映射 的 基本 信息 。 回 
忆 一 下 由 第 4 节 末 得 到 的 关于 术 亩 的 约定 。 

定义 令 和 是 代数 团 域 , 则 太 上 的 曲线 是 下 上 有 限 型 的 整 的 分 
离 概 型 , 并 有 维 数 1 ,如果 丈 在 下 上 是 本 征 的 ,我 们 说 头 是 完全 的 . 
如 果 X 的 所 有 局 部 环 部 是 正则 局 部 环 , 我 们 说 X 是非 异 的 ， 

命题 6.7 XR qha KR TENA 
EN: 

(1) x KE ER; 

Gi) x 是 完全 的 ， 

Gn) x = xe, 其 中 Cx 是 第 一 章 第 6 节 的 抽象 站 异 曙 


证 

G) = Gi). (8 (4.9) eu 

Gi) > Gii). mR x je sz — 则 K/A UGAR iB T 
Zx Efi dub (272 452, in T X dEBLAU 235 8 E N 
HERB XR XX E n x nues KI ABRAR EN Cx 的 点 ， 
一 一 对 应 ,于 是 显然 有 XX = (C .). 

Cii) > 0G) 由 (第 一 章 , 6.9) HEt. 

命题 6.8 令 X 是 上 完全 非 异 曲 线 ,Y 是 和 上 任何 曲 线 ， 令 


ED 


BX Y 是 射 ， 则 或 者 (1) (CO 是 一 个 点 ,或 者 C2) fCX) 一 
Y. 在 情形 (2) p, KUO Ë KO) 的 有 限 扩张 ，f 是 有 限 态 


证 明 由 于 XX 是 完全 的 ，fCX) EY 中 必然 是 闭 的 ,在 Speck 
上 上 必然 是 本 征 的 《习题 44)。 另 一 方面 ，f(X》 是 不 可 约 的 . 
此 或 者 (1) FCO =p, RE O 100 — Y, 在 情形 (2), Y 
ise. 

TERUÉ (2), 了 是 支配 的 ， 故 它 诱导 书 函 数 域 的 包含 关系 
K(Y)CKCO. 由 于 这 两 个 成 都 是 丰 的 超越 次 数 1 的 有 限 生成 扩 
Hx KX) 必然 是 KCO) 的 有 限 代数 扩张 。 为 证 明 i 是 有 限 
态 射 , 令 V — Spec B E Y 的 任何 开 仿 射 子 集 . 令 4 是 8 在 KUY) 
HAURE. WA 是 有 限 8 模 〔 第 一 章 ，3.9A)，Spec A FAT 
XX 的 一 个 开 子 集 U( 第 一 章 ，6.7)。 显 然 U — 三 (Y)， 因 此 这 证 
明了 上 了 是 有 有限 态 对 。 

定义 $ hxoY 是 曲线 的 有 限 计 ， 我 们 定义 了 的 次 数 为 
有 限 扩张 的 次 数 KOORO) 

届 碍 我们 研究 关于 曲线 的 除 子 。 mx EIR, WI 
足 上 边 有 的 条 件 (*), 因 此 我 们 可 谈 有 基 X 的 除 子 ， 一 个 素 除 子 就 
延 一 个 证 点 ， 故 任意 除了 可 写 或 D YXsP, Koh P, RA, 
s€ Z. 我们 定义 万 的 次 数 为 Yn. 

XX ”如果 F:X ->Y 是 非 异 曲 线 的 有 限 射 ， 我 们 定义 同 态 
f*: DivY 一 DivX WF, HEMA QEY, & ré Oo REO 
的 局 部 参数 ， 即 上 是 KOY) 的 元 而 且 vo( = 1, RN vo ER 
BRAM Ce me. SEX 1*0 一 Enmon (r) "了 .由 
于 了 是 有 有 限 射 ， 这 和 是 有 限 和 ， 于 是 我 们 得 到 X 上 的 除 子 。 注意 
1*Q 不 依 牧 于 局 部 参数 夺 的 先 取 .实际 上 ,如果 地 是 在 吕 的 另 一 
个 局 部 参数 , 则 (=u, RiP u 是 Oç 中 的 单位 .对 任何 点 PEK, 
f(P)—Q,. «j& O, 中 的 单位 ， 因 此 v,CO = or。 我 们 把 这 
定义 线性 扩张 到 Y 上 的 所 有 除 子 。 容易 看 到 , 保持 线性 等 价 ， 
故 它 诱 导出 同 态 f% CIY 一 CIX， 
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命题 6.9 4f, X—Y 是 直 异 曲线 的 有 限 畦 ， 则 对 了 上 的 
任何 除 子 D, 我 们 有 deg f*D — deg f « deg D. 

TA 只 要 证 明 对 任何 闭 点 QEY 有 deg f*@ — deg f 就 
BT. 4 V Spec B 是 Y 的 含有 9 的 开 仿 射 子 集 ， 令 4 是 了 在 
K(X) 中 的 整 闭 包 。 则 像 (6.8) 的 证 明 中 著 样 ，U = Spec A 是 
X 的 开 子 集 PV. Aou 是 @ 在 8 中 的 极 大 理想 。 MAME 
E S= BM 将 8 和 4 局 部 化 ， 我们 得 到 环 扩张 Oo. 
其 中 A 是 有 限 生成 CQ 5. 现在 4' EZR, RE > 一 
[K(X):KCY)], # A EE r = deg f 的 自由 Oo Ho 如 果 
r 是 在 8 的 局 部 参数 ,得 出 Ajid E r Bb) k 8 ET 

另 一 方面 , XH Pt OD 一 9， 它 和 4 的 极 大 理想 一 
一 对 应 ,而 且 对 每 个 1， Aa 一 Op。 显然 Im NGANA) 
因此 由 中 国 剩 余 定理 ， 


dimt fid — J, dim, A /AnmN A). 


但 是 
A HG AT) = +L An, Ou HO 
所 以 上 边 和 式 中 的 继 数 就 等 于 v0). (BE 10 Xen Pa 
于 是 我 们 已 经 证 明了 所 要 求 的 degf*@ = dear, 
系 6.10 在 完全 非 异 曲 线 x 上 的 主 除 子 有 次 数 零 ， 因 而 次 数 


证 明 A fe KCX)*。 如 果 Fe, ML (D m 0， 故 没什么 
可 证 明 。 如 果 PR, BURIOELA ER KICK) 诱导 出 有 
Mat o X 一 Pr 由 第 一 章 GU, ERES HS CE) 它 是 有 限 
的 . SUE CP) mot (0) — (09). 由 于 (0)— (c0) 是 关于 P fi 
零 次 除 子 , 我 们 得 到 (f) 在 X 上 有 次 数 o, 

因此 关于 区 的 除 子 的 次 数 只 依赖 于 它 的 线性 等 价 类 ， 我 们 得 
到 所 说 的 同 态 CIX >Z. AIMARREK I, KERM. 

8/6161. 一 个 完全 非 异 曲线 X 是 有 理 的 ， 当 且 仅 当 存在 两 
个 不 同 的 点 P.Qe x, I P ~ 9。 回忆 一 下 ， 有 理 的 意味 普 


164 


HP ERAEN. in x 是 有 型 的 , 则 实际 上 由 《6.7) 它 同 构 于 
P'。 在 P' 上 ,我 们 已 经 知道 任何 两 点 大 线性 等 价 的 C6. 和 )， 反 之 ， 
假设 X 有 两 点 P9, P Q, 则 存在 有 理 函 数 fe KCX) 使 
得 (P= P 一 8， 像 在 (6.10) 的 证 明 中 那样 ， 考 患 由 了 次 定 的 
射 9: 天 一 已 ， 我 们 有 并 {0}) 一 P， 故 必定 是 次 数 1 的 射 ， 
BE, 0 ERTEN, k x EAR. 

806102 4 x Pi misse cii ys = r! — uz. 
们 已 经 知道 X 不 让 有 理 的 (第 一 章 ， 习 题 6.2)， 令 CUX 是 次 数 
映射 CIX — Z 的 核 ， 则 由 前 边 的 例子 ,我 们 知道 CX = 0, k 
际 上 我 们 将 证 明 X 的 闭 点 集合 与 群 CX 的 元 之 间 有 一 个 自然 
的 一 一 对 应 。 一 方面 这 倘 明 了 属 CUX 的 结构 。 另 一 方面 它 给 
iB— x ELLE, ELE] 8845 x de k BES Cd 9)。 


Els X: T= 0840) RENI 


4 PLEX E85 (0,1,0). EE THU, Me OX SS HR 


Z 一 0 父 曲线 于 除 子 3B. inp LEE P 中 的 任何 其 它 直 线 , 区 区 
于 三 点 ,和 ,中 《可 以 相同 )， 则 由 于 工 在 P: 中 线性 等 价 于 直线 
:一 0， 像 上 边 《6.6.2) rupi, 关于 x R 18 P+ 0 + R— 
Em 

了 现在 对 正 何 河 点 P e X, ABP P— PECX. XM 
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SIE, Elan P — P, Q — Pu RIP — 0, 而且 上边 
的 例子 刊 道 X 是 衣 理 的 ,但 这 是 不 可 能 的 。 

X ESI XMARA CX 的 映射 是 满 的 , 我 们 分 几 步 
进行 . 令 DeCUX, W D — XP; 同时 250. 因此 我 
们 也 可 写 D = nC — Pa). WIERA R, SHR PR Z 
XTA THRA EEA. pin ME 中 一 Ps， 地 直线 
PR 为 点 Ps 的 场 线 ， 则 第 三 个 交点 了 也 是 Pi), W| P. + R+ 
了 一 3p 于 地 R — PD P). 如 朵 if 是 D 中 使 得 
m < 0 的 标号 ,最 Pi 一 R. 由 了 代替 P;， 我 们 得 到 第 iT RE 
Sa > 0 的 线性 等 虱 除 子 。 重复 这 个 过 程 ， 故 我 们 可 假设 D= 
22 (P 一 Pu)， 其 中 所 有 a0. 现在 对 M 施 归 纳 法 证 明 : 
KESI P, D ~ 了 一 P. 如果 Xa 一 1， 没什么 要 证 明 . Bl 
miu Xa 22, £ P.Q 是 在 已 中 出 现 的 P: HOIDA C 
LIAT). SHIR PO Xx T ORQAER PoR ZX T. WRA 

P+O+tR~3P A Pit RET ~Pa 


所 以 

CP — Pa) + CO — P) — (T — P9), 
TREPI 0, TRE) DRH EiT — F 3 FRU TERES (B. 
£n D MT TERHERE, sta PS D — P — P.. 

诗 此 了 歼 们 证 明了 群 COX 和 X 的 闭 点 集 有 1-1 Abu. RATA 
fHBEWEBAAndhd AGE — BE X x X— X, QUE Bh 
dp X— X Conf, Olson), Dilbx EAR 3: 2188 3.21 意义 
TARA HE SLUCH, 1-3.6), 

注 6.10.3 这 个 3 RD ERRUBLT RIT — T i omm: 代 
数 答 的 陈 于 类 群 自 离散 分 支 《 在 此 例 中 Z) RUE SUE RAE I HR 
的 连续 分 支 ( 仁 此 例 中 Cix), 

更 明确 地 , 如 果 X 是 任何 完全 非 氏 曲线 ， 则 群 CUX EAF 
HERAA Jacobi WAY Abel FHIAR. Abel EE k ENSE 
EREK. Jacobi RAER WR TER. IUD X METER T E 
BE Z HX HS Jacobi PRIHA EHI Siri ERORE, 
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mE X 8k 22 D'E SERERE E BU Re) CE $6 CHX 的 子 
BE CLIX， 即 代数 等 价 于 0 HETAT, E9 CIX CUX 是 
有 限 生成 Abel E, EAA Néron-Severi Bf, 而 CIX AAT 
RAXM Picard RAY Abel BSD B, 

j fen tF k rh u a REIHE Abel PRRUERIOTOUE 
REREH Jacobi BE Picard E. 关于 这 个 美丽 学 科 的 更 多 
的 信息 和 进一步 的 参考 文献 参见 Lang, Mumford"!, Mumfo- 
rd, $a Hartshorne, to HL CRETAE, A 4 节 ) 和 附录 B. 


Cartier 除 子 : 

AERE URTE REEL EXE ERE, HARE 1 的 不 
JES Ki. RETIEF RE fEOG POT B E R 
A Boe PE Pa, RUBRA t £ 0 HPR 65k +. Xx 
不 是 Well FRUAR GR1186 383) COUETTE 
意 概 型 的 好 概念 . 

XX — XIRERCU. 对 每 个 开 仿 射 子 集 U 一 Spec A, s 
是 APUTESEBA-T- SEA, KU) AMRES 作 的 局 部 化 .我 
TIR KU) 为 4 的 全 商 环 ， 当心 变化 时 ， M KU) ERRE 
X, 称 它 为 如 的 全 商 : 对 任意 概 型 ， 层 .2% PARTER 
的 项 数 域 的 概念 ， 我 们 月 .2 * 表示 环 层 ,% 中 可 逆 元 的 《乘法 
POR. Xi ot g eda. 

XX — THX) Cartier RTE ASOS DTE dà 
X. AEREE, PRAGA X 83 Carrier 除 子 可 用 天 的 给 定 
BRAZ Wh KAET i hEr A), ERAEN ii 
用 f/fiE rU QU; Ot 来 描述 .如 果 一 个 Cartier 除 子 在 自 
RH TX, 9€) — TK, Or*/O*) 的 像 中 ， 刚 称 它 为 主 除 
T. Carter 除 子 是 线性 等 价 的 ,如 果 它 们 的 差 是 主 除 子 《 尽 
FAF AO WEARER MRE Cartier 除 子 时 ,为 
保持 和 Weil 除 子 的 类 似 , 我 们 使 用 加 群 的 语言 )。 

命题 6.11 令 天 是 整 的 分 高 Noether 概 型 , 它 的 全 部 局 部 环 


= 


TE ET 分 解 各 TOLE, RANA EREDE, mx + 
aT Cartier 


ETAN, — UFD gamin, TE ix 
(*) 这 使 得 谈 Weil rT B 2. US X E3ERS, 层 .% 就 是 和 
X AROR K REPRE TE F2. Bü r y Cartier 除 子 由 (Uf 
ith. Mp UL EX UTR E. fie T(U,9€*) 一 K*， 我 们 定义 
华晨 的 Weil 除 子 如 下 . MM Y, BY FUROR evCE Os 
其 中 了 是 使 得 YOU v WERE. mati 一 个 这 样 
的 指标 , 则 f/f; 关于 U, av, 是 可 道 的 , f evCf/ fi) = 0, M 
而 e(l eO. PEIESUDUSEDX E WA e X 85 Weil MET 
D — Xe(fOY. (BU F X E Noether 的 , 求 和 是 有 限 的 .) 

ZZ Mm DE 2: F X63 Weil 除 子 , 令 fr EX 是 任何 点 ， 则 
DERMEE Spec 依 ， 上 诱导 出 一 个 Weit RT D,, BFO, 
Æ UFD, 由 《6.2) D, ERF, WHA f,EK， 令 D,— 
G.) 至 此 ， 多 上 的 主 陈 子 《f,) 对 Speco, 与 DD 有 相同 的 限 
制 , 困 此 它们 仅 在 不 经 过 + 的 素 附子 处 不 祖 同 ， 但 在 了 中 或 《ff 
PR A HIR APEX EOCRBCIATAENECRAA. EE AA MR 
U. EH DR CE) 对 U, 有 相同 限制 ， 用 这 样 的 开 集 U, E EX, 
FR f. 给 出 了 X 上 的 Cartier 除了 ， 注 意 , 由 于 是 正规 的 ， 如 
# f,f” 在 开 集 巴 上 给 出 诅 同 的 Weil RER f/fü'erQU,6*) 
CB (6.2) 的 证 明 )。 于 是 我 们 有 确定 定义 的 Cartier BR T. 

这 两 个 结构 是 彼此 互 逆 的 , 疏 我 们 看 到 Weil KTR Car- 
tier 阶 子 群 是 疝 构 的 ， 进 而 ,显然 有 主 除 子 相互 对 应 ， 

注 6.11.1A ”由 于 正则 局 部 环 是 UFD (Matsumura [2, 定理 
48，P，142])， 特 别 这 个 命题 可 上 用 于 任何 正则 的 尾 分 离 的 Noe- 
ther WL — T BERHESERIRO, 如 果 它 的 所 有 局 部 环 是 正则 局 部 

注 6.11.2 如 果 X 是 满足 (*) 的 概 型 , 但 未 必 局 部 分 解 ， 我们 
司 以 定义 由 局 部 主 Weill TARAI Div X 的 于 群 : 了 是 局 部 
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XP), m X [Hf E U RA, MUME: Dio feng. TE 
上 面 的 证 明 指 出 Cartier 主 除 于 是 和 局 部 主 Weil FAR. 

例 6.11.3 4x4 rib (65.2) 处 理 的 伪 射 二 次 锥 而 Speck 
[x,y,zl/Qxy 一 z), GRY E Weil UT, 但 在 锥 顶点 的 邻 域 ， 
CM Ru. 上 ,我 们 早 些 的 证 明 指 出 它 的 素 理 想 Aa 
TEREE da 中 其 因此 不 对 应 Cartier icf. 
另 一 方面 , 2Y ERRER, RELEE. KERHA, Car- 
rier 除 十 模 主 队 子 的 群 是 0, 而 COX = Z/2Z. 

Bí61l4 4x EP 站 的 尖 次 曲线 ,其 中 chk 一 2。 这 
时 藉 不 满足 (*》) 肯 我 们 不 能 谈 关于 天 的 Weil RE. BERII 
谈 Cartier 除 于 类 模 主 除 子 的 群 C.C X. 模仿 非 奇 三 次 曲线 的 
情形 《6.10.2 》 我 们 将 让 明 : 

Ga) FEMRE deg: CaCIX — Z; 

(b) d XIE RATRE BARAJA CaCIX 之 间 存 在 一 
一 对 应 , 它 使 得 CaCl'X RARR. KE 

(c) 在 CaCPX 和 域 不 的 加 群 C，( 第 一 章 ， 习 是 3.21a) 之 
BAR ENAR. 

为 了 定义 基于 美的 Cartier 除 子 的 次 数 ， 注 意 任 何 Cartier 
队 子 部 线性 每 价 于 一 个 除 于 ， 其 局 部 函数 在 奇 点 2 一 (0,0，1) 
的 某 个 令 ] 域 中 县 可 道 的 ,因此 这 Cartier 除 于 在 X-Z ADMI Weil 
BF D 一 了 a,P;， 我 们 定义 原来 的 除 于 的 次 教 为 deg D = Zn 
(6.10) HEBA ERF E KEZLAR, WE X-Z 的 主队 
EARE O. HeX EI Canier TURE TAERE 
义 , 将 它 过 逆 到 线性 等 价 类 -上 , 便 给 吕 满 同 态 deg: CaCIX — Z, 

类 羽 非 寞 三 次 曲线 的 情形 , 令 P. 是 点 (0,1,0). -对 每 个 团 点 
P e X-Z, 我 们 给 以 Cartie! 除 子 De， 它 在 Z 的 邻 咸 是 1， 而 在 
X-Z 上 对 应 于 Weil KF P — P,， 先 注意 这 个 映射 是 单 射 的 : 
fn P < Q X-2 中 的 两 个 点 ， 和 Dr 一 Do， 列 存在 [€ K*, 
它 在 Z 是 可 党 的 ,而 企 X-Z (F) — P — 9。 于 是 了 给 出 X 到 记 ' 
的 射 。 此 射 必 定 是 双 有 建 的 ， Z 企 X 的 局 部 环 将 支配 P BS XE 
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ARREA UG eS n] El AA Z 是 奇 点 。 

TIERE CaCUX ipa G RT HR FER ET De 其 由己 是 X 
Z 由 的 茶 个 闭 点 ,我 们 完全 照 上 边 的 非 异 三 次 曲线 的 情形 进行 ft 
一 的 区别 是 应 该 注意 上 而 指 述 的 几何 构 得 Ri T, P, Qr 
R,T 仍 保持 在 X-Z 的 里 看， 内 此 群 CaCUX du X-Z 的 全 点 
集 村 一 一 对 应 关系 ,这 使 它 成 为 群 租 。 

TAHET IECISHERURSEIIET. G... 当然, 我们 知道 无 是 
AHH, X— Z = AL GE B, MR 3.2) SLE, m 
TERI IE W SEGUE E, MEEME AUS. 所 以 用 c 
(51,2) 定义 由 G, 一 Spec kU] 到 X-Z 的 射 。 KERER 
同 构 。 用 一 些 初 等 解析 几何 证 明 ( 留 给 总 者 》 如 果 P — (51,0) 
F Q= (61,42), Jl EgiEDERUAT ERE G + ust n). 
因此 把 CCX 的 群 结构 赋予 X-Z, BU EI- 4 G. 到 X-Z 
Ro RESE RS IRLED. 


TE 

HZ —T ERRA E, TRAE AE] 的 局 部 名 由 Zr 
B ATAA PIA TRENI STRE RRR RE SUY DR IRIRA + 
RERE. 

命题 612 MEL 和 o 基 环 层 宰 间 大 上 的 两 个 可 递 层 ， 
则 or BÉETEBX, du 2 EX LRE 

EURE, WEEK LYTEE L, (RO LOL” a On 

证 明 ” 第 一 个 论 过 是 重大 的 ， 拓 为 se 和 —€ BE LIS 
部 自由 Or 模 和 CIBO, eO, 关于 第 二 个 纶 述 , 令 S 是 任何 
TAE, R S" 为 对 侦 层 L= K onL voy). MECA 
5.1) LQL zm om S ,% ) — Or. 

ES 对 任何 环 层 X, REXXAR Picard gb, Mi Pic X 
ET X Elo o SCUSA C RO 2 F HCOORE KEE E 
WEAR T U EBR. 

注 6.12.1 AZP, E65) 我 们 将 看 到 ，Pic X d 


EE 


REPAR HOC OD, 

XX DENCHXR) Cartier BR BAE- M (CU, 
I) PUR. 我 们 定义 全 商 环 层 A HPA SCD) 为 在 U, 上 
I 生成 的 2€ 的 子 O 核 ， 这 个 定义 是 确定 的 ， 因 为 FL 在 
U,QU; LERA, MAITA P 生成 相同 的 Ox E. 我 们 称 
s“) 为 和 了 相伴 的 层 . 

命题 613 QUERN, M 

(2) 对 任何 Cartier T D, (D) X ERTER. Ë 


(b) (D, — Dj) e (DOGS (0,5 

Co) Di Dar LLEGUE CURIE OC 中 的 
A) 有 (D) = CD). 

证 明 

(2) HT LETU, A"), d Le fo 定义 的 映射 
Ou > € (D), BAR. Wi SF (D) ETAR. 由 e (D) 
和 它 在 Of quA, WARU ERL ZOD) 的 局 部 生成 
元 的 逆 , 可 以 重新 效 得 Cartier PD. 对 .2 的 任何 可 道 -于 层 ， 
这 个 构造 给 出 Carrier 除 子 ,所 以 我 们 有 要 求 的 一 一 对 应 ， 

(b) 如 果 D, EH f, ABEX, D, 由 #1 局 部 地 定义 ， 则 
S (D.—D)) 由 fie, ERRER, Er DAMES AX 的 子 层 LOD 
D.) = (D) &(D,Y', KEE Sh H F H gib RB 
S (DOGS (D). 

(c) 使 用 (b)， 只 要 证 明 p — D, 一 D, 是 主 的 当 且 仪 当 
LCD) S Cx WET. MEDER Fer (X, 9€) ELWER 
+, qu S#(D) 整体 地 由 (7T 生成 , 因此 1199 Et 给 出 同 攀 
£y = LD). AZ, ATE Tita, 1 的 象 给 出 TC(X,.9*) 
ADE ERDEEE X D Xy = f. 

614 TETEE X, el Dc e» 给 出 Cartier 


注 6.14.1 BEST CaCl X — Pie X 可 以 不 是 满 射 , 央 为 可 能 存 
全 XX 的 可 逆 尼 ， 它 不 同 构 于 A 的 任何 可 逆 子 层 ， 对 于 Kleiman 
的 例子 ,参见 Hartshorne [5,1.1.3，p. 91, 558—258, 这 个 映射 
在 很 区 遍 的 情况 下 部 是 同 构 。 Nakai (2, p.301] 证 明了 当 X 是 
REHA, CHAH., KAEWA NRX EE, CERA 
"H. 

命题 6.15 如 果 X 是 整 概 型 ， (6.14) [DES CaCIX — Pic X 
gak. 

证 明 RURE ES S TTE ALT DC T T Ek WY K 
时 2 RII K, IEP KEXARI. 2 s 是 任何 可 逆 层 ， 
ERLOA. ÉEETE M JE E U F S e D, 我 们 有 
LZH ce A, FAO E U Eit fla. HEXEN, d 
EE SEE TIER, inm EIL X FOR iet Sp TER E Jë TE (LO 
Sm t Kita. Ue LOA 辐 构 于 常 值 野 OC. $ 
G m — se D.S = 0€ qua BRAK 的 子 层 ， 

36.16 Ë x E Noether 的 、 整 的 、 分 A n) FB 4) WF 678 

DICA Ci X = Pic X, ` 


me 


系 6.17 watata L x= Ph 则 X 的 每 个 可 关怀 都 
FETZ D v EET o. 

证 明 ch(6.0 40, CL X = Z, Hh (6.16) 得 到 Pic XeZ, 
Bh, CX 能 生成 元 是 个 超 平面 , 它 对 应 于 可 逆 层 OO) A 
Pic X 是 由 2U) 生成 的 日 由 群 ， 且 任意 可 逆 层 同 构 于 OQ, 
iu eZ REN, 

TRITT UE X ARAE 1 的 六子 概 型 的 一 些 注 记 结 来 这 
T. 

定义 HEX EHI Carie RFEA, mE Z TAA 
(QUIM 点 示 , 其 中 所 有 的 J ET(U;,Bw)， 在 此 情形 下 , 我 们 
定义 对 维 1 RPE TAER Y DARRE Z ELETED, KR 
中 "i 由 所 局部 过 生成 
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PE6.171 GE. LAKEXLAHX A Cartier 除 子 和 
局 部 二 团子 概 型 Y( 即 理想 层 由 单一 的 元 局 部 生成 的 子 概 型 ) 之 间 
的 一 一 对 应 .还 注意 ,如 果 X 是 整 分 离 Noecher 局 部 分 介 概 型 ,由 
(6.11) Caruer 除 子 和 Weil 除 子 对 应 ， 于 是 有 效 Carüer 除 子 
正好 与 有 效 Weil 除 子 对 应 . 

$618 DEREX 上 的 有 效 Cartier 除 子 ，Y 是 相伴 
的 局 部 主 闭 子 妨 型 ， 则 .Gy cC D). 

证 明 ACD) 是 由 上 ABERI X WFE. 由 于 了 是 
有 效 的 ,实际 上 它 其 e, 的 子 层 , 确 切 了 地 说 是 Y 的 理想 层 .Zr 


习 题 
6.1 4x fil e CK O0) MERE, WÍ X x Pe ECH C x Pre 
(CIX) > Z. 

^e. PEZAPHREE QERAS EP 的 在 余 维 数 LOIRE 
PB AIRE). Hx EERE D = ra yo R 
EX DK IedegYo 其 中 deg Y EY LARNER 
的 次 数 (第 一 - 章 ,第 745). 
(0 4v E P* AKAR XARA, Y: E V XART 
Jk. (由 第 一 章 习 题 1.9) 它们 都 有 余 维 数 1。 对 每 个 i, 令 fi 是 V 
EP 的 某 个 开 集 以 上 的 局 部 方程 ， 其 中 Ui 使 得 UunYeeg. $ 
m= o vQ). hth UiNX 的 限制 。 那么 我 们 定义 除 子 V. 
为 Pi iY. 作 线 性 扩张 ,然后 证 明 这 给 出 一 个 由 Div P^ 的 子 群 到 
Div X 的 定义 合 型 的 同 态 ; 其 中 Div Pr 的 子 群 由 分 支 都 不 包含 Y 的 
除 子 组 成 . 
(b) in. DE P" (ERR T, DX je In (ay 中 所 给 出 的 那样 ， 证 明 
DX 在 Y 上 是 主 的 . 因此 我 们 得 到 同 态 CP, 
(e) 证 明 Ca) rh xtX) elit a; 是 本 第 一 章 第 7 节 小 定义 的 相交 重 数 
下 X,Y 相同。 然后 用 推广 的 Birou 定理 【第 一 章 , ?7.7) 证 明 : 
对 于 P" 的 任何 除 于 2 

deg(D.X) = (degD) + (degX), 

(4) à DEC X BJ EB T url fe dc P 的 生理 函数 使 得 p = CD. x, 
于 是 有 degD =o. ICÓCERBUEX T — nl deg: €Z GX 
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给 出 C4 L0) 的 另 一 个 证 明 ; 因 为 任何 完全 非 异 电线 是 射影 的 . ) Ks p t 
Ee] 


cir cix 
= E IT 
H 2. 


Spur. Fei Ha mI gt CIPP— CIX 是 单 的 

8.3 f$. 在 这 个 习 晒 中 ,我 们 将 投射 关 4 EH CU ESTE CRT, 
习题 23.!10) 进行 比较 . UIRPU pe ER. AAE LESE 
MLI. $ A=W) 是 了 上 在 At" hni, X RITE 
P 己 ”中 的 射影 何 包 . 2 P < X J omnis, 

(a) 4 z; X — P—V ihah. Ur v SIF TS CL BS b 

对 每 个 dns RE x (VU,) 人 Ui x Ai, HR f Re TE (6.6) ch BD RE UE 

IB, s*; CU CIO 一 P) fff. 出 于 CISCA) 我们 还 有 

Cir zCIX, 

(0 für "CX, ep BEAR ESOB P IRE. rA T 

Vd CI 2 中 的 类 等 于 O-H x), 其 中 HH 是 P* 的 不 包含 P 的 尾 

何 超 平面 。 因 此 使 用 (6.5) 得 到 : 存在 正 台 列 
0—Z—CIV-4CIX-30, 

RPAN FRH i BEL V R, UD d V.H, 第 2 32k ts 

x — PEREMRAT X 中 的 包含 映射 的 依次 台 成 。 【第 一 个 箭头 的 单 

射 性 由 上 上 边 的 习题 推出 .) 

(c) 4 SQ) V 的 齐 次 坐标 环 { 也 是 X KI HEER). UEBA: SO) 

是 唯一 因子 分 解 整 环 当 且 仅 当 C1) 是 射影 式 正 捧 的 ( 政 5.14), 和 

(2) Civ =2 且 由 类 PF.H ÆR 

(d) 4 G 是 ?在 % 的 局 部 环 ， 证 明 归 然 限制 映射 诱导 出 同 构 CD 

CI(Specó,), 

54 AAREHETIK. lesson] SEREIUTTIERE 
多 顺 式 ， 且 在 1 的 不 台 约 多 项 式 的 唯一 因子 分 解 中 没有 重 因 子 。 9 
A = [=s zos]i(z' 一 1， 证 明 AERAR. DER: af K 
EÈ Knee) (]/Gt — D. CERE Kanz) 6589099038. 0 
SIRO ZZ. A c. ERR. 如果 o — r + ré K, 其 中 
4A € Gn sn)» Dll « DUET X! x + (n l) Ha 
在 证 明 e 在 [x..…，z。] LERH HA pAedrsson]), 由 


igne 


*6.7 


此 得 到 4 是 [ea z.) ñ: ib igiene 
HB, + char n1; X EMMAA pee E rista] 
(orb eon n), 参见 第 一 并 ,习题 5411. 
(C) 证 明 : intro 2, ME X ERAON MEC. 0). 
(5) 通过 坐标 的 适当 的 线性 变换 求 古 明 关 的 方程 可 写 为 nn 
sit. + os 钢 在 模仿 《4.5.2) 的 方法 证 明 ; 
《0D 如 果 (=, H] CIX<=Z/1Z; 
(2) 如 果 r=, M CIXaZ (fil 上边 的 (6.6.1) 和 (习题 65.3)); 
(3) 如 果 24, fij CIX 一 0. 
(e) 令 Q 是 P" 中 用 同样 的 方程 定义 的 射影 二 次 起 曲面 ， 证 明 : 
G) m = 2， 则 C10=Z m HA POMEO: HII? 68 
的 生成 元 ; 
(2) 如果 "= 4, dl ClQz292; 
G) 如 果 24. RI COZ, Ho- HER 
(4) 证 明 Klein EM: 如 果 rat Y E Q TIR £ RAFE 
FEEN I 的 不 可 约 超 曲 面 VCP” 使 得 vno = Y, Kis. v 
SARER. Gtr 2 ARIEN R B ERE $(0) m klngan] 
(z! + .. + zj) Æ UPD.) t 
4 X (6.10.2) 的 非 异 平面 三 次 曲线 ， 
(2) 证 明 : XX 的 三 点 P. Q. R 是 共 线 的 ， 当 且 仅 当 按 的 群 法 几 有 
P+Q+R=0 (GERA P,c(0.1,0) 在 XX 的 群 结构 中 是 零 元 床 .) 
(b) 点 2 € X fg X (TEE HIDE 2, 当 且 仅 当 在 8 的 切线 通过 
D» 
(e) AP € xig X poltogtirp tope 3. 4 ABOS P feto AL 《平面 曲 
t5 RESCUE RR Ps CDR T MAA 73) AARE 
P AERE 8 fk 23.) 
(4) 4 1 — C. 证 明 x 的 坐标 在 Q dh t SUEDEEE x gy YR. 你 
EN Ho E k À TRES HE Mn ` 
令 X 是 P: 中 的 结 点 三 次 邮 线 ys = z' + z, OD a A) HEBB 
Fik Cartier BAT RE, CaCUx, EHATIÉTTREHHEE Gua. 
(3) 4 1: X—Y 是 概 型 的 射 . 证明 Foe 诱导 出 Picard Pfa 
dk ft: PieY—Picx, 
(b) 如 果 1 RAESEIBHRAD E EUR uF EE C6 16) 的 同志 与 


，475 


课 广 中 定义 的 加 态 It. cta HE, 
(e) dn x AE Pt 的 局 名 分 解 的 整 洛 子 概 弄 ,1 XP Rip LR, 
ML Pic L 78 (ELO (LIE GC BL 6.2) 中 定义 的 除 子 类 周 上 的 


这 理 我 们 给 名 计算 奇异 曲线 的 Picerd 群 的 习 一 个 方法 
tie. X Seule, x: X— X 是 设 射 ( 习 是 361. 
Pex, 4 0, f TH, Â, 中 0, qumene. 我们 用 ” 
ERREPI ETAN. 
(a) üEDR A (U gi 


06, a PR [6t Pic a e Pic 0, 
(ER: fü Pic x 和 Pic RR Carrier gp PRET HEIN 
X EER EI 

od Ot [Ot-590* JO1— S0 LL 0g. ] 


OAG i F ñin 9 NEA: info 3E dido 


SR. WELEI 


9—G.—lic X—>Z—5, 

IRER EEA 

-2G,— Pie x—SZ—o0, 

Va Crotbendieck dp KX) 4p ub Nashe 概 型 。 我 们 定义 KQO fé 
GE x 1984 成 的 自 量 Abel PEBLPEES Pr Ë #& K P- 
F EU ERTEN EHI rh ikat SRE LEUR 
层 的 正 合 列 o9s'-5—'-0 MEF ERKE, Xr, 
RIE KOO 中 的 像 . 
(0 如 时 x = Al, MI KC =Z, 
(b) u'Rx Z2 FERISEREAS 9 K RITEK $ MRA dimus, 
HHE Exi A. K = 6, 是 X 的 函数 域 。 证 明 术 国 数 定义 了 -个 
满 身 同 态 rank; K(X)2Z, 
(e) jn v 是 的 闭 子 涪 型 ,如 存在 正 合 列 

K(Y)—K(x)—K(xX — Y)j0, 

Kp 38 — 4M IER EISE, Zl M AIR. [提示 : 关于 中 间 
HEEN: MPF EXER RRB EY 中， 则 在 在 有 
Ri 9-529. 


^79, 使 得 每 个 FFn E Oy B. 


DELE 


用 (习题 5.45) EATR E. 
XT OKOO 的 进一步 的 结果 和 对 广义 Rieminn-Roch 定 殖 的 应 用 ， 
$$ Barcl-Serretu, Manintt1, HAR A 
“é. 非 异 曲线 的 Gtothendieck BP, Ó X ERAR k ERIE a 
我 们 将 分 几 步 证 明 KOGaricxqz, 
C) od FE GIL X HR D = DnP g OD) Za Y (C PL) € KX), 
其 中 CP) dE P. ERR h.m EMO e. mm DER 
Ro 4048 REOTA AE. EN e) 
T(Op). RAR Cé 8) EV, 对 任何 D, HCD) LEHT D WRH 
等 价 类 ,因此 多 定义 了 辣 在 b: CAKU) 
(h) EA ERRARE, FERREE E 4, 和 4 使 但 
mota 正 台 ， 仿 r= renk, r = ranks, 定义 
det 9 = (AARAA E Picx, ixW A KO$ 8 I (习题 
5.16), 证 明 der 多 RUKRUE AMORE, MEGENG den 
KOC Pie X。 最 后 证 明 : 如 果 吕 是 除 子 ; 则 dec C4(D)) = Z(D y. 
CO m 9 Rr AEREE VEBMTETE X E OB T D RYE: l 
qx (D)9 S — 7 —ü 
其 中 了 RARR. Ea m S Rr 的 层 : 则 9 一 (Ones, 
(d) Fifi d. dec, tanks RI 1 er (Ox) 《由 Z—K(X)), 证 明 
K( Xe Pic X@Z. 
8.12 A4xouEd ZIEL iD féfeXE — MAP AEX X EHE RR 
dk. en 《Z， 使 得 
《1) m DER WH dea (0) = deg D: 
《2) im 9 ERESCEHREI A 069255 Fg), M 
deg% = 5p, ,lengtb( F p); 
(3) m $059 55 90 是 正 合 列 ; 吕 dez 9 —deg F 4 deg F”, 


7. 射影 态 射 


在 本 节 中 ， 我 们 把 涉及 到 从 给 定 概 浊 到 射影 空间 的 态 射 方面 
的 许多 有 关 课 好 沪 集 在 一 起 ， 我 们 将 指出 ， 从 一 个 概 型 X 到 某 庙 
影 空间 的 态 射 怎样 惧 在 XX 上 给 出 一 个 可 逆 屋 太 其 一 组 整 入 截 影 所 
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决定 ,还 将 给 出 使 这 个 态 射 为 浸没 的 一 些 判 别 准则 ,而 后 再 研究 强 
可 逆 层 这 个 紧密 由 关 的 题 自 ， 我 们 还 楼 介绍 线性 系 这 个 较为 经 典 
HER MARORA, ERTE EEE AE RREA E 
5. — F Rin, ATRE 0088 IHR AI JU E R A EGET 
价值 。 KERE, MAARE DGE GO RTUSURÉS Proj, 并 
给 出 两 个 重要 的 例子 ， 其 一 是 与 局部 白 由 层 Z 相关 联 的 射影 从 
Peg), yj — A &3E SUM — P KERRER ERRER. 


到 已 的 志 射 


设 4 是 一 给 定 环 , 且 考虑 4 上 的 射影 空间 P2—proj 46,7, 
z]， 在 P; 上 ， 我 们 有 可 道 层 OQ), 而 齐 次 坐标 aa， oz. 成 
DERRE ww，,… sz。《T 了 KP,COX1))。， 容 易 看 出 整体 截 影 
m, x, 生成 层 CX1)， 即 对 每 个 点 P eP;, WIE e 的 
£ oU) 看 作 局 部 环 O, 的 校 时 ,这 华 截 影 的 像 生成 CU. 

3A X 20A ERSTE MEUS, p: X — Pi 为 X 到 Pi 的 一 个 4 
EAM 红 = pO) X LOTARE, HEERE usos, 
LEREZ, Kn n= pG), ETS) Rz, BR 
JENS 及 截 影 BOE Y e. 

定理 7.1 i ADH, X 2 A N 

Ga) 如 果 o: X— P; HARY poa 为 X 上 的 可 
REGERE sm pras 一 bonn R 

(0) RZ, EL JX EUG, PH secos € OG) 
VERE COUR S, 则 存在 一 个 唯一 TRAEN o: X Pu 


“证明 “显然 c) 由 上 而 的 讨论 和 s. FEREN (0. ME 
给 出 了 S EIERCAEUEUE nsu 对 每 个 六 X= 
APEXA Zeh 那么 ， 正 如 前 面 所 知 ,，X; 是 多 的 一 个 开 
子 依 ,并 且 由 于 5 生成 ,这 些 X, ARE X. UE UA X; A PS 
的 标准 开 集 U,— (x 0} 的 一 个 态 射 如 后。 以 前 已 知 U; = 
spec Alyn" ts yl 其 中 yi 一 zi/zi， 而 略 去 7 了 一 I。 用 

EL 


yim sil 定义 环 同 态 Alyo tasa] > ICX Øx), HHE E 
A 线性 ,这样 做 昆 合理 的 ,因为 对 每 个 P € Xi, GRE mZ a, lH 
L LIRA 的 局 部 自 扫 层 ， 故 商 sls 是 TXO) TIAE 
的 元 ， 那 么 ,由 习题 2.4 知 ， 这 个 环 同 态 决定 《上 概 型 问 的 一 个 
射 X; 一 凡 。 显 然 , 这 些 态 身 可 以 相合 起 米 ( 参 见 《3.3) 证明 中 的 
第 三 步 ), 从 而 得 到 一 个 态 射 e: 外 一 P3。 由 移 造 本 身 可 以 清楚 
Tune 是 个 4 态 射 ， B Z = e*(@(1)), ImEIEBET EX s 
对 应 于 和 (Xi)》， 显 见 具有 这 些 竹 革 的 态 射 必 是 由 这 样 构造 得 到 
的 ,故而 理 为 唯一 . 

BELLI (PrE). AUR laali 是 元 在 域 《 中 的 一 个 可 
Xt (n + D X (n + D RIPE, ERE nm Eain 确定 了 多 项 式 环 
RE, n] 的 一 个 由 同 构 ， 从 而 也 夭 确 定 了 Pr PETRA. 
MRa ERATE, WI asl 是 Pi 的 同一 自 同 板 。 这 使 我 们 
AER PGL(a,k) 一 GLC 1, 0/45, Sr EIER P ARA 
MME FREE, BIZARA, A, 0), (0, 1,00), (0, 0,75, 
DEG, 15,7, 0, ZZ WD E P| un Fi, MEH, 当 
g€ PGL(s,) 诱导 了 P: 的 平凡 握 同 构 时 ,8 必 为 恒 同 射 。 

现在 我 并 来 证 明 ， 反 过 来 ,P? 的 每 个 《 自 同 构 是 PGL(S 4) 
中 一 个 元 。 这 是 早先 在 〈 第 一 章 ， 习 题 6.6) 中 对 P, 的 结果 的 推 
广 。 令 P 为 P 的 一 个 《 自 同 构 。 在 《6.477 中 我 们 已 经 知道 
PiP; =Z, Eh 20) 生成 。 自 同 构 P 诱导 了 PicP" 的 白 同 
H, A POON 必 为 此 群 的 生成 元 ， 于 是 它 或 是 辣 构 于 
€) 或 是 EC 1). fE B( 一 1) X*k 8 W, 这 便 得 出 
POAN = AA), d (5.13) I T(P,0(0)) 是 以 nun, 
为 其 的 & 向 量 空间 ， 因 为 9 HAAA, s= pa) 必 是 此 空间 
的 另 一 组 某 ， 从 而 司 写 作 s = Xaa, eh lasl ER PEAR 
的 可逆 矩阵 。 自 定 理 我 们 知道 EB ç 众 一 决定 。 Mam SD 5 
PGL(s, 4) 中 元 lasl 给 出 的 自 同 移 是 一 样 的 。 

例 7.1.2 RXRA EHR, A OSEE REID, oscar 
RE IBN RE , 它 不 必 生 成 SZ , 这 时 我 们 经 常 考虑 使 * 生成 


ELE 


L 的 开 集 U C X TEASE) TE SZ |o 及 s| Sid 
U — P+, 这 种 情形 的 一 个 侣 子 是 , 如果 取 X —PAU, Z =A), 
£= =, imus CHHT nu) BEA P= (0,0, 
9,0 外 这 些 殴 影 处 处 生成 SZ, 因此 U = P+" P, KOREA 
射 U Pe AERA P. 点 到 "的 投身 (第 一 章 , 习 题 3.14)。 

下 面 我 们 竖 给 出 到 射影 空间 的 态 午 为 局 钳 人 的 一 些 判 别 准 
Jit, 

命题 7.2 设 p: XP AA EUDE, CHEF X 
Des ECX, S£), n ETE e PP EA 


Q) EIFE XT X, ugs. B 

D 对 每 个 六 由 yc sls 
T. XD) Ni. 

A ” 先 假定 多 为 闭 嵌 人 ,于 是 X = XOU; E U, HEF 
ROM. HEE X, UEM Bo 《5.10) 3086080358. EZ, 
假定 条 件 (1),(2) 成立 。 于 是 每 个 Xi; 为 U, 的 闭 子 概 型 。 由 于 
每 个 Xx 一 yg CU), BC X, kak X, TAXA P ATHE 
m. 


同 态 ALyos syl 


在 更 多 的 假设 条 件 下 ,可 给 出 更 为 局 部 的 判别 法 ， 


Qe X， 存 在 
£ EV, 舍得 cem, HD semis, RE (€ nosZo A sé 
meg e, 
ze mei ERE k HRS. m,SZ, A 

证 明 如 果 p 为 剑 嵌 人 ， 可 将 XX 看 作 ?的 闭 于 概 型 ， 这 时 
Z =P), MAREN Y C (GC) SH ass, 


TOES 


€ T(P*,2(0)) 的 像 张 成 。 a x pi P > Q, Wife Fig 
APERA Q, 万 程 为 San = 0, aek, M| (= Yaz, 
在 上 的 混 制 正好 其 有 《12 的 作 质 ， 于 于 《29, MER P AR 
IEEE RLR EE T mom simi uu 为 简便 起 见 ， 假定 P 
为 点 (1,0,0,…,0). 于 是 在 开 仿 对 集 U, e: Spec kLyis ys] 上 ， 
L AFF, PAX (0,1,0), 而 mms 正 是 出 yo y, WE 
的 向 量 空间 。 这 组 为 代数 团 的 假定 你 证 了 PI 的 每 个 闭 点 必 具 
有 (ase 的 形式 ,其 中 a, € & 为 某 些 适当 的 元 ,由 此 点 总 
可 以 用 系数 在 《中 的 超 平 面 分 离 。 

对 于 相反 方向 的 证 明 , & p: X — P+ 满足 (1) 及 (2)， 由 
十 了 的 元 全 是 P" roO) RENE, AC) 可 清楚 知道 作为 
集 台 的 险 财 为 单 ， 因为 X 在 《为 射影 物 ， 于 是 本 征 于 不 
多, Kahit P^ 中 的 像 pCX) AM OE 0, Bees 
$t (80. FEAH, VAR EUM, RiR EA, er ec 
的 ， 从 而 Pp 是 xX 到 其 在 P^ 中 作为 困 子 集 的 像 OO. 上 的 同时 
要 证 明 ? 是 闭 嵌 人 ,只 要 再 证 朋 层 同 态 Cen 一 pOr 为 满 就 可 以 
T. 这 可 在 蔡 上 验证 。 因而 只 需 对 每 个 压 点 P, 证 明 Ceor 一 
Orp 为 潢 ， 这 两 个 局 部 环 部 县 有 剩余 域 《, 而 假定 (2) RRRA 
理想 omen, 的 像 生成 tx,pfinkp. 还 需 利 用 (5.20), EEH pwOx 
是 P" HORRE R Cu, 是 有 限 生成 Ces, B. 现在, 我们 
所 要 的 结果 使 是 下 型 引 尾 的 推论 了 

引 理 7.4 设 f: 4 一 8 基 局 部 Noecher WARES, 
E 

GQ) Afm, — Bim, HAH, 

O) n,— nn 25H, B 


IET NM 

证 明 ZERE o= n,BC B. TE aCm,, Bi DA, 
a 包含 了 mmi 的 一 组 生成 元 ， 因而 对 局 部 环 8 及 8B 模 ma 月 
Nakayama 引 理 得 到 a 一 Ms。 再 对 4 模 日 应 用 Nakayama 5| 


"Iele 


Pi B CD, BXÓSTRUERR AME, 元 Le B 给 出 了 Bim,B— 
Bim, = Aiw, 的 生成 元 5( 击 《1))， 做 而 作为 4 模 的 8 由 1 生成: 
BI f Rii 


acm 

Sade C10. £e RT WERT x TT Res B] 60 s M RI DA ix Fe Hh 
述 ， 风 在 XX 上 给 出 一 个 可 逆 层 及 共 -- 组 适当 的 整体 规 影 ， 因 而 对 
射影 空间 站 簇 的 研究 可 化 为 研究 具有 某 些 可 逆 记 及 给 定 了 遇 休 截 
影 的 艇 型 . 同 想 在 第 5 节 中 我 们 曾 定义 过 X 上 一 个 层 S 28 T Y 
为 级 于 的 概念 ， 具 中 Xx 是 Y 上 的 概 型 。 这 就 是 说 ， 存 在 一 个 说 设 
5 XP 528 Ke 86 ba, 使 得 S mx). wk Y= 
Spec 4， 这 等 于 说 Z 具有 一 组 整体 截 影 noros, 使 其 对 应 的 
$i X — P; 为 浸没 。 在 《5.17) 中 我 们 也 看 到 当 S^ 为 Noether 
HAEATA x LAUREE, 有 整数 m > 0, (US BT 
A nzm, SG uWEGRREGEX. RATED EIE 
RITRARRE 3148 oT Fat f BE: t e E — RES CAS, 
MB feir (2 Tm EM 2 EJ IE. 

定义 (E Noether AEX ETER S 为 强 的， 是 指 对 XX 
上 每 个 凝聚 层 多 ， 存 在 整数 m > 0《 依 赖 于 F) 使 得 对 每 个 
n 2 mi 层 S QS "由 整体 戴 影 生成 (这 里 wu mI d 
L 自身 的 ” 重 张 量 积 ,) 

ETAL 注意 , 强 ”是 个 绝对 的 概念 ， 即 它 仅 仅 依 赖 于 概 型 
X, 而 “ 极 强 "是 个 相对 的 概念 , 它 依赖 于 态 射 X Y. 

例 7.42 du X29 08 , 赂 任意 可 逆 层 均 为 强 层 ， 这 是 级 为 
(br ORE ERE URELAD26 4: e RE ER (5.5). 

注 7.43 Secre HEM (5.17) 断定 ，Noether ER A ERE RENE 
型 天 的 一 个 极 强 层 必 是 强 层 。 共 逆 不 真 。 但 在 后 面 (7.6) 中 我 们 
会 看 到 , 当 为 强 时 , MA KEDERE Sr" 是 极 强 的 ， 因 此 
“A'E 看 作 " 极 强 " 的 一 种 不 变形 式 。 

注 7.44 在 第 三 章 中 还 要 给 出 强 可 逆 层 的 另 一 种 描述 ， 利用 
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TX ERR GERE USE Rede] CB # 5.35, 

命题 75 设 红 为 Noerher WY x Eta sl F 213 tz 
St: EA 

G) < 为 强 ; 

Gi) 对 所 有 m0, s^ 为 强 ; 

Gu) 对 基 个 m> 0, 2 X3. 

证 明 (i) => (i 由 强 层 的 定义 立即 推出 Gi) 一 > Ciii) 是 显 
R. TEAKE Cui) 一 > G), BE S° HA. AEX LERE 
多 ， 则 存在 m > 0， 使 得 对 所 有 n>m 时 FOAL X8 
KEKER MIERZE FOZ, MFE mm > 0， 使 得 对 
WE nha 时 ZOLA Uy XE BERI IR. FHB, R 
£ ket2,em—t Hn m0, s sm HEB S0 
LOY HERRE ER HR N — m e max (nli m0, 
1,5, — 1) B| FOL 对 于 所 有 "之 NN 为 整体 项 影 生成 ， 
故而 红 为 强 层 . 


luum. 

证 明 先 假定 对 芋 个 mc. ^ X38939. TESES i 
X — P: 使 得 vm Qo0». e Xx xt Pa pmt, W 
X fA LUUM SES. demi G7), Ai) 在 路上 为 强 层 .到 
TER X risha F, EE COA 5.15), p RE E % 25 X 
LURKER Z. 如 果 FOA) XE HERR. SH 
£ Ze) 也 是 整体 截 影 生 成 的 了 。 因此 可 知 在 史上 s" 为 
38 , R. (7.5), S EX ERIA. 

对 于 但 反 方向 的 证 明 ， 假定 S ELIA BEENA 
P é X, &UX P Iti t Rte HEU E Ziy XE. Y 
DAR X-U. S, 为 其 既 约 的 诱导 概 理 结构 的 至 NE., 于 是 
y ERNER MALNES n>, LDL HEERE 
生成 ， 特 别 地 ， FERE S6 TX, LDL) 使 t aL 

DE CERI 


Sy. 那么 ost fk Se" TIE s AETS 
Rü—4-56, inf X, EFR (Oe Xtso£ mos o), Wie RIT s 
的 选取， 有 PEX, X,CU. BUE USt S|, AFIL, k 
1 诱导 了 元 Q€TQU.O,S), Nm X, — U, 也 为 仿 射 。 

那么 攻 们 已 经 证 明了 ， 对 任意 点 Pe X, fein 0 及 截 影 
LECK, P) 使 得 PEX, X, 25058. BUT X 为 氢 紧 的 ,可 用 这 
30 STECHAIRA SET X, ARATE «6 TOC SI). 
将 每 个 二 016 VERO ste TOCG L), gx ERU X, BB 
么 可 假定 所 有 的 n; FUSCE n. Ha, A S" 4203352, fa 
HADASETIRSUEI S 的 某 个 寡 次 为 极 强 ， 故 可 以 s IE 
所 .时 此 现在 我 们 可 设 我 们 省 整体 截 影 cn € (X, S) 使 
每 每 个 X, = X, X tistiu X, WE X. 

现在 对 每 个 六 令 Bic TX, Or). 因为 X 为 4 上 的 有 有 限 型 
HEREN B, 为 有 限 生成 4 代数 《习题 3.3)， 那 么 对 于 4 代数 
B, 4 {bilic l, kI 为 一 组 生成 元 。 由 (5.14), 对 每 个 
i,j, FERM n 使 得 dbi 扩张 为 整体 截 影 a e€ (X, S). 我 
们 可 取 一 个 足够 大 的 a, 使 得 对 所 有 i, j LERZ. AEX E 
DAR St REK {slie l,a} M {eli =l, ej 
1,--. k), HEATER E C1) 所 作 的 那样 ， 定 又 
A Est p: X — PZ. [Oo X b X, ERBE S CER 
TR s*, mix T hi. 

4 (alis yonk} Risl-1,.5j!,.&) 
A Pi 中 的 齐 次 坐标 ， 它 们 对 应 上 面 所 说 的 S Ik. 对 每 个 
i=l, 4 UCP] 为 开 子 集 r= 0. 则 ç (0) = Xi, 
B (53: 800354 REID At i 

All yd, (ya — 5, 

Ai, R yi elit 一 站， 县 我 们 可 选取 b; (EHER AR 
# B. UE X; M Vi; 的 闲 子 概 增 。 由 此 可 知 P 给 出 X 与 闭 子 
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为 极 强 层 , 这 即 为 所 求 。 

例 7.6.1 i X- P, ko. dup, A) ARB. 
任意 4 20, O) 对 应 于 4 重 分 量 联 人 《习题 5.13), # (4) 
也 是 极 强 的 ,从 而 对 所 有 4 > 0, A) 为 强 ， 另 一 方面 , 由 于 对 
1<0, OU) XXEERWE, GETUS ! 所 0， 层 OQ) 不 为 强 
E. 那么 在 P; E, 我 们 得 到 : AU) XA < 3 <> 1 > 0. 

例 7.6.2 仿 0 为 Pi 中 非 异 二 次 曲面 zy — zo, k 22 R. 
(6.6.1) 表明 了 Pic 0 e 2 多 Z， 故 可 定义 可 逆 层 的 型 《a,8),，a， 
be Z. 我 人 有 Q = P' xP, 如 果 a,52 0, Sika SAEI 
A P' >Ps* ke EARRA PPh, 取 其 积 并 随后 复合 上 
Segre HA , (E EL ERÉEA. 

Q — P: x P: > Px x Pu, — P“, 
它 对 应 于 上 一 个 (5) 型 林道 层 ， 因 而 对 任意 a, b > 0, H 
WATER ARRAMA. 2— pH, inf e^ 为 型 (a, b), 其 
中 或 a。 < 0 或 5 < 0， 将 其 限制 在 积 P' x P! 的 一 个 纤维 上 , 便 
知 CRAVE EE IE DX. 从 而 如 果 4a «con p < 0, S 不 是 强 
E. 那么 在 0 上， —^ (a,b) HIS THES «— IB «a, 
b 0. 

例 7.6.3 i X29 P1 中 的 非 异 三 次 曲线 yz s — r, ik 
R (630.2) 中 讨 沦 过 的 。 令 S Xr SP, Wo S 为 强 
层 , 这 是 因为 SCOP.) OQ) 为 极 强 ， 另 一 方面 , S 不 是 极 
HR, 这 是 由 于 WP) AX WEB, MERR, P. 就 要 线 
性 等 价 于 其 他 其 个 点 Qe X, REKEM, N29 XCR jt FE HH 
线 (6.10.1)， 科 个 例子 表明 强 层 不 必 是 极 强 的 

例 7.6.4 FATINA, D 中 我 们 会 看 到 ,如 果 刀 是 一 
条 完全 非 异 曲线 X ERST s CD) 为 强 , 当 日 仅 当 deg D 
0, 这 是 Riemann-Roch 定理 的 推论 。 


线性 系 
我 们 很 快 奈 会 知道 ， 可 逆 层 的 整体 截 影 是 怎样 对 应 于 族 上 的 
BU 


TORWOIO. KEAN- AREH- UR OE REA FRUTA 
一 组 相互 都 线性 等 价 的 有 效 除 子 。 这 就 导出 了 线性 系 的 概念 ， 这 
是 历史 上 较为 陈旧 的 概念 。 为 简便 想见， 我 们 只 在 处 理 代数 闲 域 
上 非 异 射影 钼 时 使 用 这 个 术语 。 在 更 为 一 般 的 概 型 上 ， 与 线 华 系 
这 一 概念 在 关 的 几何 直观 可 能 参合 人 课 人 迷 淮 ， 那 么 较为 保 了 的 
方 汪 还 是 处 理 订 道 层 及 其 整体 截 影 。 

设 于 为 代数 闲 咸丰 上 的 非 异 射影 E. 这 时 ，Weil 除 子 与 
Cartier 除 子 的 概念 等 价 (6.11)， 另 外 ,由 (6.157 知 , 在 除 子 的 线 
性 等 价 类 与 可 北 层 的 同 构 类 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 ， 这 种 博 形 
下 的 另 一 个 有 用 事实 是 ， 对 X EE TEE S LEGGE CX， 
£S) 构成 一 月 限 维 《向 量 空 间 (5.19)， 

令 v Xx ESDERL c€ TOG L) 为 S 的 一 个 非 零 蕉 影 . 
定义 一 个 有 效 除 子 D 一 (Du， 称 为 :的 零点 除 子 如 下 在 任意 
使 S 为 平凡 的 开 集 U SX 上 , 设 o:SZ|u Su 为 同 构 。 m 
eG)€ IU, Eu). S U dE X FEBR Ede zt SE QU ,p(s)) 确 
ET x k— Carie RFD. 事实 上 ，9 除 去 乘 上 Uot) 
中 一 个 元 外 被 完全 确定 ， 故而 得 到 一 个 确定 的 Cartier RT. 

eur: BARRA gut 上 的 非 异 射影 和 D 为 xX 上 的 除 


— icdel &. van oreet ie nn 
证 明 
(a) 可 将 红 等 同 于 SZ 的 子 层 SD). 于 是 :对 应 于 一 
DARAK fe KL inf DLE TE Canier 除 子 时 局 部 由 (Us fi), 
he K* EXW SF (D di fi! ARER, ifa SR UA H ' 得 到 局 部 
BB p: (D) 6, FOL DEB FE 局 部 定义 ， 因 此 n — Dat 
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CD, 这 就 证 明了 D ~ D.. 
(h) 如 果 D>0, D— D,-ECD, MW (D 2 —D.. NiE t 
给 出 了 SIX) y Wk aka tp S T D. 

(2 MAREEA in e (GO = G7 MU R REF 
AMAR f,f e K BH Ir 一 0. 因而 f/f'er(x,en. ft 
由 于 X HERA k Ens BE, TX, 6) —&, BL TE 
(8 68.3. 4) 

定义 韭 异 射 影 丝 上 的 一 个 完全 线 狂 系 是 指 线性 等 价 于 其 个 

EK F D, KRAE AA -的 集 人 合 (本 能 为 空 》 记 为 ;Do|. 

由 命题 知道 集 台 Dl 一 一 对 应 于 集合 (OX, $9) — (00D 
kt. Kinti T Dal eo k Er s 22 |8]ñ9 HE EIE E Fa, 

定义 ”区 上 一 个 线性 系 。 丰 一 个 完全 线性 系 Dl 的 子 集 , 它 
在 1D,| 的 射影 空间 结构 下 是 个 线性 子 空间 。 因而 对 应 于 子 空 
闻 VErCX, L), V= ENX, AChE UL. RER D 
的 维 数 是 其 作为 线性 射影 路 的 维 数 .那么 dim b dim V — 1, (H 
TOTO ,经 》 为 有 限 维 向 量 空间 , 故 这 些 维 数 有 限 .》 

定义 点 PE X FR DE hE ote fx feb, 
Pe SuppD. 

引 理 7.8 设 3 为 X 上 对 点 于 子 空间 VCT(X, 经》 的 线性 
#o M P € X on 基点 ， 当 且 仅 当 sem, AX 
re VRR C ERGNIUEEARUHE < AV PRERE 
生成。 

证 明 RAA REE € TX, Z), PART (O 的 支 
集 是 开 集 X, 的 补 集 。 由 此 立即 得 到 结果 

注 7.8.1 可 以 用 线性 系 的 语言 重新 急 述 《7.1): 给 出 从 XX 到 
P; 的 一 个 射 等 价 于 在 关上 给 出 一 个 无 基点 的 线性 系 及 一 组 元 
4, 44€ V, EIIERIRGOBERIEE 了， 通常 我 们 只 是 说 由 无 基点 
线性 系 决 定 的 到 射影 空间 的 态 射 ， 这 时 我 们 可 以 理解 为 取 了 
iocos, 为 VV 的 一 组 基 。 如 果 选 取 了 不 间 的 基 , 相应 的 系 X -> 
Pe 就 仅 相差 一 个 P" ied, 
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注 7.8.2 ARMERÜIES ERROR (7.3): Wo: X — P^ 为 

Pu F 35 GAERPERS HBA RU P SARAS 

U) BEL RISHEXOUH PR P, Qe X, FE De 
WR P€ Supp D 而 Q € Supp D, K 

(2) o 2HB TELE DAE US P € X ufi ce T (X)= 
(Cnpjm3y， 存 在 一 个 D eu (Et Pe Supp 而 r€ TAD). 这 里 
dí HE DOE ERE YS E DET BUE, i Zariski 茹 空间 T,(D)= 
(mo p/mipY 自然 地 是 T,(X) 的 子 空间 

"分离 点 "及 ”分离 加 向 和 i" 这 两 个 术语 的 意思 或 许可 月 此 几何 
AMokkfett APER, 

XX dEd:Yc—X 是 和 上 非 异 射影 竹 的 困 能 人 ， 如 果 " 
XI TEX odEY ERE, ly, ME, 线性 系 b 对 应 
人 FX 上 的 可 放大 经 及 子 空间 VCT(X, Z), H v pU 
Pe = LO, Hik WERY, PL) 为 了 在 自然 映射 TX, 
LSY, PL) 下 的 像 ， 则 its 及 玉 定 义 了 线性 系 olr. 

TAFEL olr 它 由 所 有 D、Y 除 子 构成 《如 
(LEX 中 定义 ), 其 中 除 子 Dev 的 支 集 不 包 当 了 - 

ENEE D KERER, br 也 可 以 不 是 完全 的 

例 7.8.3 如 果 X= P, MRKA L 之 0 的 所 有 有 效 除 子 
k&ts ean Aum (^1 ) 一 1。 事实 上 它 对 应 于 可 


XÉ e), RREUAR REA EE Fg. os. X, 的 所 有 4 RER 


多项式 组 研 的 空间 ， 这 是 个 ( ”，。) 维 向 量 空 间 , 那 么 完全 线 狂 


系 的 维 数 应 少 i 
例 7.8.4 可 以 用 线性 系 的 语言 重新 友 达 《习题 5.14d): 非 异 
HER Xc >P; 为 射影 式 正规 , 当 且 仅 当 对 每 个 220, P^ 上 
J 4 次 除 学 构成 的 线性 系 在 XxX 上 向 迹 为 完全 线性 系 。 用 不 严格 
的 语言 则 可 以 说 成 “由 P 中 4 次 起 曲面 蕉 成 的 XxX 上 线性 系 是 完全 
89". 
DUI 


例 7.8.5 min P'bitl dide Z Ë P BOT s 
n, s = fa zm uh, nma! E yati. BURR, EUER 
Pig Pub 3 E SRI ACE E, 308 29, 5208 2.02), SUE 
我 们 来 证 明 P be dre E— P 中 的 三 次 非 异 曲 线 ， 如 果 抽象 
地 同 构 于 Pr， 则 可 由 这 欠 给 出 的 握 三 次 曲线 经 过 P 的 自 同 构 得 
到 ， 故 而 我 们 称 任 一 条 这 种 曲线 为 握 三 次 旬 线 。 

设 X 是 这 样 一 条 曲线 。X 在 P pA h XE PERY 
RHR MAE TL AEX 上 上 一 个 3 PRH R REAA P 中 
ETIR UA 3 维 线 体系 ;而 且 由 于 X EET PE, LAE 
TP， CCD) 一 FOX, PAO 为 单 ， 另 一 方面 ,因为 xX 为 3 次 曲 
线 ,p 基 个 3 次 线性 系 ， 在 一 完全 非 异 曲 线 二 ,线性 系 的 次 数 是 指 
其 任 一 除 子 的 次 数 ， 它 不 依 顿 于 所 选 的 除 子 (6.10)， 现 将 X 视 为 
P', RERO 必然 对 应 于 -一 个 41 维 子 空间 VarP 00), # 
而 TCP' ,CC3)》 本 身 的 维 数 为 4, 故 V 一 CP, 602), Mit 
是 完全 线 体系 。 由 (7.1) 知 这 个 网 入 由 总 性 系 及 选 出 的 的 基 所 
决定 ， 二 是 得 到 结论 : 除去 了 的 基 的 选取 外 ,X 同 于 也 :的 3 重 分 
REA, cda Mete P 的 自 同 构 将 所 给 的 捏 三 次 曲线 变 为 .可 
见 其 椎 广 (第 四 章 ,习题 3,4))， 

例 7.8.6 定义 P 中 的 非 民有 理 耻 次 邮 线 为 P 中 一 条 4 次 
FRAR, CREE P 由 且 搜 象 地 辣 构 于 Pr、 这 时 我 们 将 看 
到 两 条 这 种 曲线 不 一定 是 ,经 P! 中 自 同 构 将 一 条 变 为 男 一 条 .要 
给 出 P: 到 P! ARI ERRARE A, 并 卫 不 会 在 任 一 种 中 ,我 
们 需要 一 个 4 维 子 空间 VCTCP'，CX4))， 后 者 的 维 数 为 5。 屠 
么 选取 两 个 不 同 的 子 空间 V, V, P 中 相应 的 曲线 将 不 会 由 P 
的 自 司 构想 互 转变 。 Zip EAESMO, RITEAR (7.3) 的 
判别 法 ， 例 如 ,容易 看 册子 空间 V — (utu nta) R Vefe, 
Pu + afi uh ur), a € 如 RiT P BNIE RAAR MR, E 
们 在 P: 的 自 同 构 下 不 等 价 。 
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Proj, P(#) REF 

早先 我 们 已 定义 运 分 次 环 的 Proj, 现在 来 介绍 这 个 构造 的 一 
种 相对 形式 , 它 即 概 型 X 上 的 公 次 代数 层 Se 的 Proj, 这 个 构造 
特别 有 用 ,因为 它 使 我 们 可 构造 一 个 局 部 自由 层 Z 相伴 的 射影 空 
闻 共 ， 并 使 我 们 能 够 给 出 对 任意 理 重 层 有 账 开 的 定义 ， 它 推广 了 在 
《第 一 章 , š 4) 中 引进 的 对 一个 点 肪 开 的 概念 

为 简便 起 见 , ZESE X Proj 之 前 我 们 对 于 概 型 X 及 分 次 代数 
层 乡 总 是 加 上 下 述 条 件 : 

CD X39 Noether HEU, S^ 是 e 模 的 拟 齿 聚 层 并 具有 分 
WO, 代数 层 的 结构 .因此 S^ m DS, Kip S, 2 AER 
部 分 . 更 进一步 还 假定 9^ —6€x, S, ARR Ox 模 而 9 局 部 由 
EZ, 生成 为 Or 代数 (由 此 可 得 SZ, 对 所 有 d SAARE) 

构造 ” 设 X 为 概 型 ， S 为 满足 G) 的 分 次 Ox RYE. HX 
的 每 个 仿 射 开 于 集 U 一 Spec A, 4. QU) 表示 分 次 4 代数 
TU, pl REZE Pro QU) E CEL Miel eng i Prois QU) 一 
U, 如 果 1€ A, U, — Spec Aí, Wi tT 9^ AMER, 得 到 
Proj "(Up 2: sz QUD. 由 此 可 知 ， 当 如, 为 区 的 两 个 开 仿 射 
集 村 , 则 UNV) BRAUT UNP) 这 里 我 们 把 一 
些 技术 细节 留 给 读者 去 做 ， 这 些 后 构 使 我 们 可 以 将 这 些 概 型 
Proj (U) 粘 合 在 一 在 ( 习 是 2.12). 因 此 得 到 了 一 个 概 型 ProjSZ 
及 态 射 x:Proj5 — X, 使 得 对 每 个 开 仿 射 集 USX, x QU) 
Proj (U), BIERA Proj CU) 上 的 可 道 层 e) 在 此 构 
JE FH (5120), 故而 它们 站 合 起 来 给 出 Proj 上 一 个 可 
xz EXK1)， 并 且 典 见地 由 此 构造 决定 。 
因此 ， 对 于 任意 满足 (和 的 X, 7, RID a T Ww 型 
Proj2ZZ, Ef z: Proj — X 及 Proj 5 LETXE 
€), SOSCFA RE $n Proj 所 涪 的 一 切 均 可 扩充 到 这 个 
相对 的 情形 ， 我 们 不 想 把 它们 全 都 做 出 来 ， 而 仅仅 担 丰 这 种 新 情 
形 的 某 些 方面 
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91787 ME S 昆 多 项 式 代数 2 — e, T... T.1, HJ 
Proj ii EMERE LRA EEH P; KEHEE). 

注 7.8.8 —fx, CO) 在 Proj? 上 并 非 对 于 X 为 极 
强 层 。 见 (7.10) RCIA 7.14), 

引 理 ?9 GAARNE CO MIRRA PF 
人 
为 92 DOL, perma MS him GD, FA 
seen e :PPro xP 一 Proj Z, SAX 


@,(1) S pO NQ L, 

证 明 设 9: Oo X Flu 为 在 X 的 一 个 小 仿 射 开 集 U 上 的 ， 
Eu 与 S|, 的 局 再 同 构 ， 则 8 诱导 了 分 次 环 的 同 构 SU) = 
zo Mif RA 8*: Proj (U) = ProjS" (0), 如果 6: 

SL pu 是 个 不 同 的 同 部 同 构 , 则 6 5 6 相差 一 个 元 fe [CC， 
2». idm SKU) = 9"(U) 相差 一 个 9^) 的 自 
AB p, ENE 4 AWA 拉 构 成 。 这 并 不 影响 S"(U) 中 的 齐 
ARERR. 54b BT Pro (U) 的 结构 层 由 SU) 的 各 
个 局 部 化 中 的 零 次 元 组 成 , 则 (0) 的 自 同 构 + 诱导 了 
Poj (UAE A In , ee] at REA O^ 与 9 的 远 取 无 关 ， 故 
Tix 88 RO? IR A 9* 粘 合 起 来 给 出 了 岛 然 同 松 wp; Proj? 5 
Proj SZ, R5 z, x warf. Mun mAh CC 时 ， 
FU) WARA 由 诱导 的 映射 是 在 @(l) ch E DI f, HB 2 
Oo," f e MWET Z 的 转移 国 数 .。 准确 地 说， 就 是 
Or) = pO DO" S^, 

命题 7.10 设 X,S2 dug (D. P— Projs^, BH% x: 
PX, TEH O1), m 造 

(a) r ARERR 特别 地 ， pr jh TD. 

(b) ARX 5 
ety p PEX E= 
当 的 整数。 


KALARI 


证 明 

(a) 对 每 个 开 仿 射 集 UCX, 由 (4.8.1) ATUS Hug: Pro $^ 
QU) —U 为 射影 射 ， 从 而 为 本 征 《4.9)。 但 是 使 一 个 态 射 为 本 征 
的 条 件 对 于 底 空 间 击 言 是 局 部 的 《4.8f)， 故 而 = 为 本 证。 

(D) 设 Z 为 世上 的 一 个 强 可 逆 层 . 则 对 某 个 > 0, 9^8 
经 "为 整体 截 影 生成 ， 由 于 和 为 Noether， 而 LOS JB, 
可 以 玻 出 有 限 个 糙 体 截 影 生成 它 ， 换 言 之 ， 存 在 N 使 得 有 满 同 态 
e" 1 国 红 "， 这 使 我 们 可 以 定义 分 次 Bx 代数 层 的 清 同 态 
€x[Tu Ty] > S^ S ,, CRAE TARA 

Proj Z « Fc >ProjCx[7T Tu] = PY 
《习题 3.12), (7.9) I Proj Z L" &Proj 9^, EGX Wk 
人 淫 导 的 极 强 可 逆 层 正 是 CU ath. 

定义 设 XX 为 Noerher SEE, 4 29 X FO EL BUSES E 

义 与 其 相伴 的 射影 空间 全 PCI) 如 后 . 令 S = S(4) 为 8 的 


对 称 代 数 , 由 S° — E (习题 546)， 则 s^ 是 满足 (人 


的 分 次 @x 代数 层 ， 定 义 POP) = Proj, xE, CRABS 
x; PCG) > X 及 可 逆 层 eco, 

CE, MEE 在 一 开 集 已 上 为 4 十 1 秩 的 自由 层 ， 则 
x (U) =s Ps, iin PCE) 是 X 上 的 “相对 射影 空间 ”。 

命题 7.11 d XE, P(A) 如 定义 中 ， 则 


P = AEN), 


PAA 1 为 分 次 ， 特别 地 妆 <0, U= G 100, 
Ep) m Or, Lo VR. nO!)) e, 

Cb》 存在 自然 满 态 射 nt —eCD, 

证 明 

G) 正 是 《5.13) 的 相对 形式 ,立即 可 由 此 推出 ， 

O) kiei: OO) E P* LARERE mosz ER 
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(5.62) 的 相对 形式 

命题 7.12 ig X, Z,P(Z) k. % z Yox AEE 
射 。 虽 在 XX 上 给 出 了 到 P) tb-- Mb 
Wig v KEY hi inne 2 一 经 

证 明 这 是 《7.1) 的 局 部 形式 ， 首 先 注意 到 ,如果 f: 了 一 
PCZ) EX LEERI P(Z) LORRA x* e 拉 回 
MAMMEN các ftt 一 1*O(1)， 因 此 可 取 红 一 
pea). 

反 过 来 ， 给 出 y 上 可 逆 层 多 RA ct — SZ , IRE 
有 一个 唯一 的 X 上 的 态 对 j: Y —PCZ), EG S = foa) 
ARH go Eon £ OU) 经 过 f* 作用 得 到 。 由 于 所 
断言 的 í 的 唯一 性 ,只 要 在 X 上 局 部 验证 论断 就 可 以 了 . 取 克 的 开 
仿 射 子 集 U 一 Spec 4， 使 其 充分 小 以 油 足 ls 为 自由 , 则 论断 
简化 到 《7.1)， 实 际 上 , 如 果 Z = Ott, Bia Hk "2 一 
L 等 干 给 出 了 a 十 TER SHEE BE. 

ER 对 于 P(Z) 的 进一步 的 性 质 以 及 概 型 & 上 射影 空间 
从 的 一 般 概念 可 参照 习题 ， 对 于 局 部 自由 层 所 相伴 的 向 量 欠 的 报 
念 参考 (习题 S16. 

现在 开始 着 手 扒 广 胀 开 的 概念 .在 (第 一 章 ,第 4 节 ) 中 我 们 曾 
定义 了 一 个 镶 对 于 一 个 点 的 耻 开 ， 这 里 我 们 要 定义 一 个 Noether 
MDHTA- HET ACRES BOT, EDGHTERESER EPERE 
(9), RMG STELLE -MARERE 

ES. AX% Naelher WE, Z 为 多 上 的 凝聚 理想 层 。 考 
médium sq) due t 表示 理想 OZ 的 4 次 
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BHRI Or WAX, S WR CD, 53? = Proj. 
定义 人 为 X ATER I OET. 如 果 Y 为 对 应 于 
I OKETE, WARTH K AX ERY RAY 为 中 心 的 
8e. 

例 7.12.1 RAXA AnP e X 为 原点 ， 则 按 刚才 定义 的 的 
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胀 开局 构 于 在 (第 一 章 , 第 4 季 ) 中 定义 的 .实际 上 ,这 时 X=Spec4， 
A= kira cs xd. © P HEFE Pen. cun). 4 
X — Pros, $ 一 组 14. 可 定义 分 次 环 的 满 映 射 sve 


一 3 为 将 yt 变 到 z€ 1， 作 为 中 次 数 为 1 的 元 。 TEZA 
HF Proj Afy4，… y.] 一 Pa 的 一 个 亲子 概 型 。 它 由 那些 生 
成 9 的 核 的 y». 的 齐 次 多 项 式 所 定义 ,容易 看 出 它们 就 是 {2:9 
ziii — 1s) 

XX dk XY RSS M, CO, 为 Y 上 一 理想 
B. 定义 逆 像 理想 层 如 后 首先 将 了 看 作 拓扑 空间 X 一 Y 的 连续 
MH. + f 为 层 J Hoe, x Ries 1 定义 过 的 。 那么 ， 
174 ERBALI Fo, 中 的 理想 层 .这 时 在 X 上 有 一 
个 环 层 的 忆 然 同 态 Fo, -> Orn TERIEN F H £u 
€, 或 简单 地 写 为 .Zr 只 要 不 会 引起 混 清 。 

注 7.12.2 ”如果 将 € EEO, 模 层 , 那么 在 第 5 节 中 我 们 已 
经 定义 过 作为 @x 模 层 的 道 像 层 It. Bak PI AEI 
"On HEDEF, PS 定义 为 

FZ Deyð 

EUTAEEURIET EUR GCIEA NU, 1 可 以 不 是 Bx 的 于 层 . 
然而 由 xC —e, 这 个 包含 关系 有 一 个 自然 映射 IT 一 Cr， 
而 (Z O, 正 是 J* 在 此 映射 下 的 像 。 


O) YENES 9 MAPHM, U X —Y, Bh es 
7700-0 XAR. 

证 明 

G) 因为 名 定义 为 Proj 9^, Sp F = CD x“, 从 而 它 具 


有 自然 的 可 逆 层 CC1)。 对 任意 开 仿 射 集 UC X, 在 Projs  (U) 
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ERAO) 是 对 应 于 分 次 SU E FANM = (D gm. 


daa 


的 相伴 层 ， 显 然 它 等 于 由 ,2 在 QU) 中 生成 的 理想 Z- 
SU) HIRUB EAR F = = Ar 实际 上 等 于 On(1). 
因此 它 是 可 逆 层 ， 
(b) mE U—x-—Y, W| Z|; = du, 故 
xU = Projeyv[T ] == U, 
命题 7.14 (ARE) EXA Noether BUS, Z 为 
ERGEBEN r: k x are WT. mE a zx 


证 明 由 于 所 尹 定 的 4 的 唯一 性 ， 问 题 对 如 是 局 部 的 ， 故 可 
设 X = Spec 4 为 仿 射 ，4 为 Noether M, A 对 应 于 理想 IS 
4. FE Š= Prois, S= DI. £ oo，… 4。€ 1 为 理想 1 的 


一 组 生成 元 则 可 定义 一 个 分 次 环 的 满 映射 p:4[z zs] > S, 
YE ri BUG mer, a 看 作 4 中 次 数 为 1 的 元 。 这 个 同 态 产生 了 闭 
BA X C— Pi, SRE Mns z] 中 的 齐 次 理想 , 它 由 在 4 
中 使 FÉ, as) 一 0 的 齐 次 多 项 式 Fatto t.) 所 生成 
现在 令 f: Z— X 为 一 使 逆 像 理想 层 Fue: 为 Z 上 可 
逆 层 SZ 的 态 射 ， 因 为 上 由 aslla, 生成， 那么 把 这 些 元 看 作 
-的 整体 截 影 时 ,它们 的 逆 像 给 出 生成 了 S 058 AE nv, 
s. FEL 《7.1) 知 ， 存 在 一 个 哗 一 的 态 射 e: Z PIE S 
2 9*O(1)， 并 在 此 同 构 下 s = g xi。 现在 可 以 断定 & uj 22 rH 


"lyse 


P; 的 闭 子 概 型 多 分解 .这 点 容易 由 下 述 事实 得 到 :如 果 Fana 
z,) 是 ker %p 中 的 4 次 齐 次 元 ， 其 中 ker 9 就 是 决定 了 名 的 上 
述 齐 次 理想 , 则 Ra an) 一 0 在 4 中 成 立 , 从 而 FC. o, 
$4) 一 0 在 T(Z,2 7) 中 成 立 ， 

这 样 我 们 已 构造 了 一 个 分 留 f MEH a: 2 一 名 ， 对 任何 这 
FIE, Mi EC Orm g (aS Oz) Os, ZERE 
20060) - Oz. 因 此 我 们 有 了 满 块 里 8*Ox(1) — F” Z On 
L . 代 在 一 个 局 部 环 层 空 间 上 ,可 小 层 之 间 的 满 同 态 必 为 同 构 《 习 
à 7.1), ili 9*O@x(1) = SZ, 显而易见 , S€ 的 截 影 5 必定 是 
Ps 上 O(1) ERE xiu. 因此 在 我 们 的 条 件 下 ， 的 唯一 
性 由 《7.1) fom — tee HE o. 

45 dE f:Y — X 22 Norbert Hit, Z 为 X 上 的 又 


”证明 了 的 存在 修 与 唯一 性 立即 由 命题 推出 ， 为 了 证 明 当 f 
ADRAN T 也 是 ,我 们 须 加 到 胀 天 的 定义 : 名 Proj s, F= 


Qe Y —Proi 9, SOZ. HF Y 是 X 的 闭 子 概 


W, TR S“ 在 为 下 上 的 分 次 代数 层 。 于 是 有 一 个 分 次 环 的 自然 
满 同 术 S 一 5 ， 这 给 出 了 闭 嵌 人 了 

定义 ”在 (7.15) 的 情形 下 , 如 果 Y 是 XX 的 闭 子 概 型 ， 我们 称 
X (ELT ROS Y AYEI m 名 一 XX 下 的 严格 要 形 . 

例 7.15.1 如 果 了 是 X — A; rmx E PEST HIT. 
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Hi v de X hp ka Ren T RD BDE Y 不 只 是 了 点 白 己 ， 
MTER F, 它 是 «(Y — P) fag ee 《X 一 P) 一 
X—P 是 个 同 构 《7.13b)， 这 表明 对 于 AI HEBAT IUE, 
我 们 对 胀 开 有 的 新 定义 等 同 于 第 一 章 , 第 4 节 中 给 出 的 定义 ， 特别 
地 , 它 表 明 早 先 定义 的 账 开 是 内 萄 的 ， 

现在 我 们 要 研究 X 为 忠 的 这 个 特殊 情形 下 的 胀 开 . 回 忆 ($4) 
沾 ， 乱 是 定义 为 在 代数 卫士 《上 的 一 个 有 限 型 的 整 的 可 分 离 的 概 


p 首先 ,由 于 XX YEN E S= 9 Rx East 


环 层 ， 从 而 名 也 是 整 的 。 另 外 由 《7.19), 我 们 已 经 知道 为 本 征 
的 。 特别 地 , = 为 可 分 离 的 ,具有 限 型 , 故 由 此 推出 义 也 是 可 分 启 
的 ,具有 有 限 型 , 即 名 是 个 化。 那么 ， 因 为 x = 0， 相 应 的 闭 子 
WES Y 不 是 整个 X, 从 而 开 集 U — X—Y dem. px 诱导 出 
z^U 到 的 同 构 (7.13), Ma 为 双 有 理 。 又 由 于 = 为 本 征 , 它 其 
AAR ATE x Ree dem fes EOS X Vi 
是 因为 X 为 不 可 约 的 。 于 是 = 为 汝 射 。 最 后 ,如 果 X 为 拟 射影 (分 
别 地 ,为 射影 ), 则 X 具有 一 个 强 层 《7.6), H (710b) Az 是 个 
射影 射 。 由 此 推出 X 也 是 拟 射影 的 (射影 的 六 习题 4.9)， 
定理 7.17 AXA POD es. Hacc +É, f: 


ROIBETENIJADEO x, WR kB E, pus z: 
>x. 
证 明 GO HERR RUE RIARI HEFIR. 


LE 


第 上 步 。 由 于 假定 了 1 ANEH, M24340 E-NR 
À 522 Pi 


zc» 


NI 


4s X»ziWeuu POUL 现在 郑 虑 分 次 O RER T= 
€. G€D aL. i (520), 每 个 aLI 为 X 上 凝聚 层 ， 故 S 
DUER. CLE SF 可 能 不 由 7 生成 ARK. 

i5. 对 每 个 整数 “> 0， 令 So (D s>, jh 


SP = Fa (参见 习题 5.13), 断定 ， 对 于 充分 大 的 ce，5%" 由 
SO ERHO 代数 ， 因 为 X 是 拟 紧 的 ， 此 问题 对 X 而 言 是 个 导 
部 问题 。 从 而 可 没 X 一 Spec 4 为 仿 射 ， 其 中 4 为 有 限 生成 世代 
A 于 是 Z 是 P; AFE, S 对 应 于 分 次 4 代数 

s= 40 r, exa». 4 T — bns ros XE lz 

E 

E zn X Fk Ba 8. Vit, ZACH 5.9, 习题 5.14) 的 技巧 ， 
可 以 证 明了 4 代数 S, 工 在 足够 大 的 次 数 时 相向 (细节 留 给 读者 ). 但 
作为 4 代数 ,了 由 工 ,生成 ;从 而 T 中 由 Ti? 生成 ,而 这 表明 当 。 友 
分 大 时 $9 也 是 如 此 。 

第 3 步 ， 现 在 我 们 将 原来 的 磋 人 i Zo Pi 搜 为 1 后面 再 
复合 上 一 个 “ 重 分 量 瞻 入 的 态 射 , 其 中 “ 充分 大 。 这 样 做 的 效果 
是 把 se 换 为 s, SZ fh Se” (习题 5.13)、 因 此 我 们 这 时 可 
假定 S 是 由 5, 生成 的 Br 代数 了 ， 由 构造 还 有 Z = Prj? 
《 参 几 《5.16))， 那 么 ， 焉 少 我 们 知道 了 ZZ 同 构 于 某 个 分 次 代数 层 
的 Proj 如果 S — fv 是 @, 中 的 理想 层 ， 则 我 们 已 完成 
了 证 明 。 故 在 下 一 步 组 试图 做 到 这 点 ， 
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op. Ki. S 是 整 概 因 2 ETUDES, 于 是 可 找到 一 个 
BA LA uy jz Tl OX LIE 2 AE RRE CH 6.15 的 证 
8B). AE LCRA H. 为 外 上 一 个 强 可 敢 层 ， 因 为 
区 个 定 为 拟 射影 的 ,这 律 的 -A 存在 可 以 断言 ,存在 > 0 及 
JA MOCHA r, E A HE COS XE, $ f 2 
[SE IO TERRE KIRREL [ae Orla + fef EOR} iX 
FOX EÜSIETHRERCERUA BA fus 是 DU. HERTE US 
部 地 只 要 对 相应 的 有 限 生疏 模 的 一 组 生成 元 取 其 公共 分 母 即 可 ， 
由 于 € 为 里 展 ， 磊 四. 妈 ” 对 充分 大 的 ”为 得 体 截 影 生成 。 特 
别 地 ,对 适当 的 a>0, #— TS Or 一 On, 因而 
f—tdpEWM a4 Fo TER a4 T. jel cO 

第 5 步 ， 由 于 A Fa DO, GE X El T ERE 
想 层 , 记 为 XBURNURTYHRUDUSUR, DARMEN Z [T 
WCPXXEPOZ 的 胀 开 ， 已 知 2 = Proj 9^, Bid (9) zb 
HET ProXSZ*.& T). iz E BIRTE, FOE HERE d > 
L, REGE (x. a, m ant 与 I SARAT. 
EEES MIES 4 fs conu KEIHT El 4 一 ! 的 
WE LAPA ATATA ohm dus] RED RS 
E 57, 局 部 生 成 的 OL 代数 ， 对 每 个 2. BRATA H AANA 
射 .G od qus I, 又 网 为 它们 都 是 YY 的 子 层 , 政 必 为 
单 ,从 而 为 同 移 , 这 加 最 后 证 明了 2 = Proj (D .了 ,证明 完毕 


aza 


#7171 庄 然 ,定理 中 的 理想 让 .9 不 是 叭 一 的 ， 这 由 构造 
中 可 请 楚 地 看 出 ,也 可 见 ( 林 定 7.11). 

注 7.17.2 ”由 本 定理 看 出 ， 胀 开 任意 的 凝聚 理想 层 是 个 极为 
一 般 的 过 程 。 因 而 在 大 多 数 的 应 用 由， 只 有 了 张 开 某 些 有 更 多 条 件 
的 子 得 类 时 才能 知道 更 多 的 信息 。 例如 ，Hironaka 在 他 的 关于 
奇 点 分 解 的 文章 [4] 中 ,只 使 用 了 沿 着 非 异 子 徐 的 了 胀 开 , 而 且 汪 要 
求 它 在 多 入 的 空间 中 为 “正规 地 平坦 "。 第 五 章 中 ， 我 们 研究 的 曲 
面 双 有 理 几 何 也 仅 只 用 了 在 一 个 点 的 屿 开 。 事 实 上 ， 那 里 的 主要 
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Ry ERR RAD TAERA TEE IUS Or DL WE Zh 
据 个 对 点 的 胀 开 ( 或 压 平 )， 在 这 里 所 研究 的 较为 一 般 的 胀 开 ， 它 
的 一 个 重要 的 点 用 是 Nagata 的 定理 外 :任意 (抽象 的 ) EE 
人 为 一 个 完全 镰 的 升 下 集 。 

例 7.17.3 作为 联 开 此 聚 理想 民 这 个 一 般 概念 的 例子 ， 我们 
来 指出 如 何 将 可 逆 层 决定 的 有 理 映 射 的 未定 义 点 消去 . 设 4 为 环 ， 
X 294 E Noether fI, SZ AX E— RIETI s,s € T 
(627) 是 到 BS TREE UE. UC X TRE REUE, X 
些 4 生成 层 Z. FEMO DELU LTE vy KERRE 
af Dot Tt Ad quU Pi, 现在 我 们 来 指出 怎样 
毕 开 发 上 一 个 理 想 层 S, 这 个 S 对 应 的 闭 子 概 型 Y 的 支 集 为 
X —U (Ui y R kini X —U), ipe ste gras X 
到 P3 td 55 p. 


£ 
F ` 
x—u EN 


设 多 为 ours 生成 的 SI 085 TEL. 定义 X 上 的 一 
ABERPHBED S 如 后 : HENE S|, 为 自由 的 开 集 VEX, 
4 dis ads 为 一 同 构 , 并 取 olo 一 BOE 1. D, m 
BE 1, 与 的 选取 无 关 ， 从 而 得 到 X 上 一 个 确定 的 凝聚 理想 
E. EE Ys 一 Or YERA EU, KREATA 
Y 的 安 集 为 X — U, 4e onu o X 为 .9 的 腾 开 ， 则 由 (2.133) 
Al. a4 €, RARIÉBBLI, HELD x57 HEKERE a5 
生成 了 =" 00— RUDRARBNCRED S'. KM S BERBE atsi 
ELEKI p: K — Pt. EARRAK nia QU) 一 >U (7.13b) 
To dE nU) 上 的 限制 对 应 于 p. 

如 果 关 是 域 上 的 非 异 射影 禾 ， 刚 可 用 线性 系 的 语言 重新 表达 
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这 个 


AT. 给 出 的 S€ 及 截 影 5 决定 了 X EHRPER n, 它 的 基点 恰 


EHR X — U 的 点 ， 而 p: U — P; 直上 无 基点 线性 系 Dlo 
决定 的 ， 称 中 为 的 基点 艇 型 。 财 么 ;我们 的 例子 表明 ,如 果 胀 开 
Y, 则 扩张 为 多 上 一 个 无 基点 线性 系 。 


7.4 


1.6 


3 = 
i& O62») 7 fale, f: Xx F nT E que RIE 
?为 问 构 - E ELUR ALA ARNE RAA.) 
ix AURA EMER, Z Ax LER, (axso) K (6508) 为 
S HRANE, CERAMI Tu] Er Z) t FU 
ES, (cs 证 明 相应 的 在 对 lx PI 与 4:xX—P7 相差 一 
个 适当 的 线性 投射 : Pr 一 LP 及 一 个 P" 的 自问 构 , 其 中 为 P" 中 
的 m — a 一 1 维 线性 子 空 间 ， 
设 :PP2 为 一 态 对 , 则 : 
(e) 或 者 (Pt) 一 点 ,或 考 man, dimg(P”) = a, 
(b) 在 第 二 种 情形 下 ，? 可 由 后 面 射 的 复合 得 到 : 《1》 对 一 个 唯一 确 
定 的 421: 的 一 个 4 EAXIKA PP, (2) 一 个 线性 投射 PN 一 
L—P=, R. (3) Pr 的 一 个 自 同 构 . 
(a) FH (2.6) 证 明 , fn E x 8: Noecher 环 4 上 的 有 限 型 鬼 型 ， 且 具 
E-MAILE Wl x STARR. 
Kb) 1$ SER k 上 具有 二 重 原 点 的 仿 射 直线 (6.01) 计算 Pic x, 并 
确定 出 时 些 可 逆 层 由 全 局 蕉 能 生成 ,而 后 ， 直 接 证 明 { 不 要 用 (a)] 在 
x ERWARTE. 
建立 在 Noether 组 型 x DOUTARIBRUSRO[ BELA FRE E Z, —< 
ETHE df 4.0) PERRE X TE Neether 环 4 上 为 有 限 
n. 
(a) In s Aou HIE RE EIE RUE Sa eg. 
(b) fa sod t Io ERES REG AA n. MO 为 强 。 
(<) 如 果 Z, GAEM YO ibus. 
(4) In gs X) oO YEUR SERE HERR LUI 多加 -4 为 极 强 。 
C) Ing gU tige 由 >0， 使 得 对 所 有 n. t IRSE. 
Riemann-Roch fajfi. UZA AKA EEDTESERERKO Dx 上 除 
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了 .7 


子 ， 对 任意 »0 TES EUER uD). WFN Riemaon-Roch jid 
ME: 确定 作为 ”的 函数 的 diman], HA, 确定 其 在 较 大 时 
的 行为 。 九 果 色 基 其 相应 的 可 逆 层 , 则 dimlnD| = diar), 
故而 等 价 能 问题 是 正定 "的 阔 数 diaras"). 
G) BOL MED 200,38, X C—9 Pt. A HEE R BAA 
对 所 有 充分 大 的 z diofaD| = PD) — 1, Wil F REX 89 Hilbert 
EMEGE 47T). RE ,在 这 种 情形 下 ; 当 " 较 大 时 ,dtmlapl 
E+ s 88 £ fk, 
G) 如 果 了 对 应 于 Vic x 中 一 个 + 阶 覆 元 ; 刚 当 "ln 对 dim]aDj e 
0» 其 余 的 为 一 1， 这 时 此 函数 为 以 + 为 周期 的 周期 函数 。 
由 一 般 Riemana-Roch 定理 知道 ,只 归口 其 个 强 除 子 , 则 对 较 大 的 
n», dimjnD| J&4- £X, GL CETUR 1.3.2), CEER, 1.6), EG 
录 4， 在 代数 曲面 偿 形 ，zariskir7 A, 对 任意 有 歼 除 于 D, FET 
限 个 多 项 式 让 ,.-…P,， 使 得 对 充分 大 的 ny dim|aD] = Pa (n), 其 
P in) é ser) 是 = 的 区 数 。 
面 . X =P] |D) 为 二 上 所 有 2 次 除 子 的 完全 线性 系 
DAMBCEUBE (2), RB ell -AR =, 
ysany,reyyz, 其 中 tays * 是 X 的 齐 次 坐标 . 
(a) SE ECL D H P: 到 RA, KRA Veronese 曲面 (第 
一 章 ,习题 2.13). 
(b) EHS rysa, y(z 一 c) (z 一 y) 定义 的 子 系统 给 出 到 
P 中 的 闭 媒人 ,其 像 称 之 为 Pr 中 的 Veronese HH SUBAR, H 
LERIN 
() & CIP) EREE P ARAR ERR nk sit 3. MDA 
E U< x— P Pg OR. SY RORICIMOE PEAME X, 
则 此 设 没 可 扩张 为 克 在 P ORRA. ODD Ç 县 P' 中 的 3 次 胞 面 ， 
后 X 中 经 过 ?点 的 直线 变 威 了 X {不 相 交 的 直线 、 了 是 所 有 这 些 直线 
的 并 ;敬称 匀 吓 个 直 纹 面 (第 左 章 ,2.19.1》. 


7.4 HX Neether gpl, 4 X X ERI EIB SSE, <:P(2)—X 为 


JURIUOARETUUA. 证 明 在 = RE (EDS o: x—P(2), 使 
x00 = idr) Gg (ETA a 950 之 间 存 在 自然 的 一 一 对 虑 , 


7.9 设 X 为 正则 Noether ril, e Xx LEA B H S E. 


(4) 证 明 PieP(2)=Picx x Z. 
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O) ARE EXER- GBARARE REXEL Ple) PCI), 
AB HHEX LEE RE TE mae. 
7.10. 报 型 上 的 P* JA. EXX Nocher gii, 
(Ox: 量 从 的 定义 《习题 5.18), REX ERE BEA 
概念 、 作 为 一 个 概 型 P， 它 具有 态 射 x: p 一 xX， 使 得 ?局 部 同 构 于 
U x Pt, UCK 为 开 集 ;而 且 在 Spec4 x P 上 的 转移 自 同 检 由 齐 次 
MERR Alressi] 的 488696 ERA EN z = Eayzisa €A, 
(b) iR e FEX EPOD n + 1 的 局 部 自由 层 , 则 PC) É x Eg Ps 
A. 
AO BR X EH] QE X ES PA PRIEST PC, Rm eR 
上 业 个 局 部 自由 层 .[ 担 示 : € EX AFRE (USU x P, 
ZA U x P" ERE OC1)， 证 明 s^. 可 扩张 为 P 上 的 可 逆 层 
£. AEA xs2 = 4 是 x* 上 的 局 部 自由 层 , 并 且 PePCO.] 
(4) 在 区 正 刚 时 拢 录 出 ， 在 X 上 的 P" JA S EXER e — 下 的 
(e + 1) KORTARE @ 的 等 价 类 之 间 有 一 个 一 一 对 应 的 充 归 条 
件 是 EEDA, aet x Ly Au EE, 
7.11 在 Noethec BE X E, Z IREE ET A E OE Eit LECT EIS 
Ga) 如 果 7 XE XERLEOREUREL, USHER 421, KF atibus 
TTAR CHAHAT .7 的 胀 开 (参见 习题 5.137。 
(b) 如 果 z RI GkOBPRE BE z 是 可 逆 理 想 层 ; 则 与 9 +f 
给 出 同 爸 的 能 开 . 
(e) WRX 为 正则 , 证 明 OIN 可 加 强 为 下 述 结果 : 设 EX 为 最 
大 的 开 集 使 HUU AAH RI 可 选取 为 使 其 相应 的 闭 了 概 型 
Y 的 支 集 等 于 X — U, 
7.12 设 X 为 Noether (N, Y, ZAM ATAN CIETA, e X 
HIE YNZ (HEME Zv+ wz 定义 ) 得 到 的 摄 型 .证明 E Z 
ER hyk PŽ 不 相交 . 
"143 ZEPPE. QAH chatz2 HMHR. CCP 为 尖 点 三 次 
曲线 y = zt (611.4), 对 任意 a €, a0, ZEE P 的 自 同 构 : 
Grp, ajot y 27), 它 将 C 变 到 自己 ， 从 而 决定 了 < 的 自 同 构 
Pr， 同根 在 C6.41.4) 2 X 0E — p G. 5 € 一 100,010) HARE 
oL), EB, E dta ET. pe 对 应 于 由 oa 给 出 的 6。 
io ELS. 
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BUERIA C x At, HIE Cx CA'— (0 HAH 9: <P， 

OC)» Meg FH Pec, <€ At {0}. 因此 得 到 

TAER X 这 就 侠 我 们 的 例子 ， 注 意 在 第 二 个 因 于 中 ， 我 们 粘 

合 了 两 片 A'， 得 出 了 已 。 央 此 有 自然 的 态 对 z: XP'. 

[OBS LER EIMCDES SEG I. 

(b) 利用 (习题 6.9 MEEN Pie C x A), x Z,Pie(C x 

(A! — (390&G, x Z x Z，[ 提 示 : 如 果 4X6 HDI URBE 

BERE Cp D* ats CA eset] * x Z.] 

(Ce) ERAM HIES PiecC x A')Pie(C x CA! — (00) 具有 G, 

crain) HER, A C x (A: 一 (01) WJ alii p TER Pieard 

BEESHHUGAR (ode + na) 的 形式 。 

(4) Si Pliex=G,, NATAR Ea 859 B = 不 是 射影 射 . 
744, (2) 给 出 例子 。 HE LAS Nocher EHX E — BË i GE 

4， 使 得 在 P) ESTER OO) MATX 不 是 极 强 的 。 

(0) 设 fixr 28651, 2 Ax ERRATE (相对 于 v), z RU 

是 C+) 的 分 次 Ir 代数 层 . 令 了 一 Projp，x: PX HERI, 0H 

为 相伴 的 可 邀 层 ， 试 证 对 所 有 = >0，P 上 上层 €.(1)9a* ^ 相对 于 

Y 为 极 强 、[ 握 示 : 利用 《?.10) RCHB 5.22) 


8 i 分 


在 这 一 节 中 我 们 定义 一 个 概 型 在 另 一 个 概 型 上 的 相对 微分 形 
式 (的 ) 层 。 对 于 C 上 非 异 乌 的 情况 ( 它 类 似 于 复 访 形 ), 其 微分 形 
式 层 本 质 上 与 敏 分 几何 中 定义 的 急 从 的 对 伪 相 同 。 但 是 在 抽象 代 
数 几 何 中 ,我 们 先 用 纯粹 代数 的 方法 定义 微分 层 , 然 后 定义 切 从 作 
为 人 的 对 侦 。 这 一 节 开 始 ， 先 亲 顾 一 下 一 个 环 在 另 一 个 环 上 的 微 
分 模 ， 作 为 微分 层 的 应 用 ， 我 们 将 揽 述 域 上 有 限 型 概 型 中 的 非 异 
Tk. 进而 ,用 非 奇 异 斤 的 微分 层 定义 它 的 切 层 , 典 则 层 ， 和 几何 亏 
格 ,几何 亏 格 是 徐 的 一 个 重要 的 数值 不 变量 . 

Kahler 微分 

这 里 我 们 复习 Kähar 微分 的 代数 理论 ， 主要 的 参考 文献 是 


EJD 


Matsumura (2, 第 14 章 ]， 许 多 证 明 也 可 在 Cartan 和 Chevalley 
的 书 中 由 Cartier 与 Godement 写 的 报告 中 找到 【1， exposés 
13,02] 或 者 在 Grathendieck 的 [EGAQiv，$ 20.5] 中 找到 。 

令 4 是 含有 和 元 的 交换 环 , 8 是 一 个 4 代数 ,好 是 一 个 B Ë. 

定义 ”8 到 M 中 的 4 求 时 是 一 个 映射 d: B — 对 ， 满 足下 面 
的 三 个 性 质 :《1) a RIniED), (2) dChb') = bd + bab, (3) 
4 一 0， 允 所 有 的 a€ 4, 

定义 我们 定义 在 4 上 的 相对 微分 形式 模 为 《wz d). 
其 中 Qu, R BE, d LACKS, d: B 一 sx， 而 且 它们 满足 泛 
WEM HEN BEMIR ARKE d: B — M, RAEE 
^ BË [iua M, W d = fed, 

显然 ， 构 造 模 Oa, KAEk E (dblbe B] 生 
KAHR F, MBE) db + 5) — db db, Kip 
b,b'€ B, (2) d(bb') — bdb' — b'db, Hh b, b € B, (3) da, 
Ki as 4， 的 所 有 表示 式 生 成 的 子 模 。 RF d: B Ou Hb 
WE b MIB. BIE Qu, 存在 , cB (Quad. 的 定义 知道 它 在 唯 
一 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 ， 和 作为 上 下 构造 的 一 个 推论 ， 我 们 得 到 
Oy, fE D IB (dbibe B) "gk. 

命题 8.1A 令 B 是 4 代数 , BG B >B RI GO 一 
8 定义 的 "对 角 " 同 态 , 1 一 ker f. HE BOB HERY BE, 
则 E BURT BEEDÁSEI, LPH 4:8 HP. 由 = 
Gu 一 5@HCnrdatof y £d, m GIF, 4) Æ B/A (H BEA 


证 明 Matsumara (2, p.182] 
命题 8.2A peA BEARR 2 B - 59.4, 则 
Oy, = Dau DLE IUE s RERO REGES eua = 
SAna 
证 明 Matsumura [2, p.186] 
BESAI 如 果 B — Aln] 是 4 上 多 项 式 环 ， MU 
Ou, 是 由 dr,，"…* ,dr 生成 的 秩 # 的 自由 8 HE. (Matsumura 
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£2, pid. 
命题 43A 《第 一 正 台 序列 ) 4 4— B — C EU$ 
则 存在 C 借 的 自然 正 合 序列 
ED > Qca > Qen >A, 
证 明 Matsumura (2, Th.57 p.186], 
命题 8.4A (第 二 正 合 序列 ) 命 B 县 4 代数 ，! 是 的 理 
想 ，C 一 8/1， 则 存在 C 柑 自然 正 合 京 有 


i 


Ir Lra nB > c4 0, 
其 中 对 任何 bél, m Ei HP 中 的 象 , 则 85 = 481. 
931 nr CRDA RERI BAS EERS 
室 义 的， 
证 明 Matsumura b, Th.58, p.187]. 


ORE 2, RÜRERDR. O O Ç 

证 明 实际 上 , 8 是 多 项 式 环 的 商人 或 者 局 部 化 ), 于 是 其 结 
由 《8.4A)，(《8.2A) 推出 ,多 项 式 环 本 身 就 是 一 个 例子 。 

现在 在 域 扩张 和 局 部 环 的 情形 下 ， 考 虑 微分 模 。 回 忆 《 第 一 
章 ,第 4 节 ), 我 们 说 城下 的 扩 域 玫 是 可 分 生成 ， 是 指 如果 对 K/+ 
FEMRE (ub, EEKE ku) 的 可 分 代数 扩张 。 

定理 8.6A $ ERU DUE o 3 dimra ra > 


ME “Marsumuta [2, Th 59。p 191] .特别 注意 ,如 果 K/k 
是 有 限 代数 扩张 ， 则 Ou, — 0 的 充分 必要 条 件 是 K/A 是 可 分 
的 。 

命题 8.7 SERRET, DEOS IDIBUS B/ 
m EBD +, W GAA IR 2s mim > 9, Qk ERIS 
sr. 

证 明 RUE (84A), Coker = Ou, 一 0， 因 此 5 ERT, 
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要 证 明 6 ESAE, REEE AA AHR RU 8 2: RES 94 
8. Hom,00, 4k, 4) 一 Hom, (m/t, £) 

Je REST. Hom,(Q, GR, 4) = HomO a 4), IUBET 
Kus xL, Wet Zen I ELE B P| € (f OR RE AE Der (B, 4) 等 
fnis, du 4: B— k 是 一 个 求 导 ， 则 通过 4 对 m 限 制 得 到 
öd) 和 aG) 一 0， 为 了 证 明 4 是 满 射 ， 令 he Hom(Qm/m', 4). 
对 任何 b€ 8， 我 们 可 用 叭 一 的 方法 把 5。 RE 占 一 2 -Fc iek, 
cem, 定义 db A(2), 其 中 ¿é m/m Re gb m Ed 
BLA RTM 8《4) 一 和 因此 ， 正 如 被 要 求 的 ，8 是 满 射 
的 

ERSS 倒是 局部 环 ,而 县 备 在 与 人 的 型 信 业 二 加 攀 的 
k， 进 一 步 假设 hex 全 的 ， 8 是 一个 有 限 生成 《代数 的 局 部 化 ， 
WM Osa j 

证 明 ”人 先 假设 9an EY dim B 的 自由 好 模 则 由 《8.7)， 
我 们 有 dim, M/W 一 dim B, HEX KUER 8 蚌 正则 局 部 环 
《第 一 章 ,第 5 节 )。 特别 注意 , 它 殖 含 着 EER. 

反之 ,假设 了 是 维 数 为 7 的 正则 局 部 环 ， 于 是 dimsk/2U 一 
7. H (8.7), 我 们 得 到 dim aake r BAN, 2 K f: B ñ 
AR. Mid: (8.2A) 有 0,,@ K = Oza. RA k EZEN, K 
是 《的 可 分 生成 的 扩 域 (第 一 章 L8A) FE H (85), Qu, 是 
有 限 生 成 中 模 。 使 用 下 而 的 融 知 的 引 理 ， 我 们 得 到 905 ik r 
WEE BÉ 

388.9 FAE Noetber 书 部 整 环 ,是 它 的 剩余 类 域 ,KK 


是 它 的 商 域 。 如 黑 M 是 有 限 生 成 4 栈 。 且 如 果 di MOM — 
dim M @ K — r, 则 好 是 秩 r HEU 4 Ë 
证 明 IH diu, M@k— r, Nakayana 引 理 告诉 我 们 于 
可 由 ? 个 元 素 生成 。 因此 存在 满 射 p: 4t M 0. RREY 
的 核 ， 则 我 们 得 到 正 合 序列 
(— RQK — K' — MOK— 0, 
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由 于 dime M@K =r, RIH ROK 一 0， 但 是 尺 是 无 找 的 ,于 
AER — 0 KafaMIBIES S 4. 


"2m 


现在 我 们 对 概 型 定义 向 分 横 . & fX — Y 是 概 型 的 射 。 考 
HOPES A:X- X x X. Wie (42) 的 证 明 ,人 给 出 由 X 到 它 
的 象 AX) 之 上 的 癌 构 ，ACX) 是 X x eX 的 局 部 闭 子 概 型 ， 
即 是 X x X 的 一 个 开 -了 集 W 的 团子 概 型 。 

定义 4 E W th AK) 的 霸 想 层 。 则 我 们 定义 关 在 Y 
上 的 相对 癌 分 展 为 X 上 的 层 gr — ACE L0), 

注 8.9.1 先 注意 S/I 具有 Osx， 模 的 自然 结构 。 由 
于 人 诱导 出 X 到 ACO 的 同 构 ，Qx 有 €x 模 的 自然 结构 
Moh CSI), Orr 是 拟 歪 聚 的 ; 如 果 Y 是 Noecher 的 且 了 是 有 
限 型 射 , 则 X x yX BÆ Noether 的 ;所 以 Sre ERR. 

3k 8.9.2. jpg U —Spec A E v ITF (SEE, V —Spec B 
是 天 的 开 仿 射 子 集 ,而且 FCU, W| V X V d X x eX BJ 
HHT Spec (B@ ,B) 的 开 仿 射 子 集 , 而 AG) CV x V) 是 
由 对 角 间 态 BOB B 的 核定 义 的 六 子 概 型 .因此 Z 是 
和 《8.1A) 的 模 P RENE. FRE Qus e (Ou). Pate 
仿 射 的 情形 中 ，XiY ARDERE Bit P. 5 EDGE XL 
的 组 分 模 是 相 容 的 。 这 还 说 有明， 通过 用 上 面 的 开 仿 射 子 集 乙 和 站 
Sx XT Y， 并 粘 合 相应 的 层 (Onay 可 以 定义 Qxr KS d: 
B— 9, 和 无 上 的 Abel 群居 的 映射 dBx — Qu, 密切 相连 ， 
映射 4 在 每 点 的 局 部 环 是 一 个 求 导 .。 

因此 ,我 们 可 以 把 代数 的 结果 搬 到 层 上 ,得 到 下 面 的 结果 。 

命题 8.10 4 XY 是 射 ，8: Y Y 是 另 一 个 射 ， 今 


f: X'—Xxy,Y —Y' 是 由 基 扩 给 得 到 的 射 ， 则 Oe e 


ESCO), Hip eX 一 XX 是 第 一 分 量 的 投射 。 


证 明 由 《8.2A) fq. 
GAEL 4 XY 和 8:Y 一 2 是 概 型 的 身 ， 则 存在 
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X 上 的 展 的 焉 全 序列 
f*Qy;; 一 中 zz Oyy — 0, 

证 明 由 (8.3A) 得 到 

命题 3.12 4 f:X ->Y 是 一 个 射 ,2 信义 的 团子 概 型 ,县 有 
HER Z GELEDEREN 

ZI: du 0; Duy  U, 

证 明 d (84A) 得 到 。 

例 3.12.1 WE X — Aç, H| ur 是 由 整体 裁量 dz 
dr。 生成 的 秩 为 上 的 自由 @x 模 ,其 中 muro oun, E Az 的 仿 射 做 
标 。 

下 面 我 们 给 出 一 个 正 合 序列 ， 它 将 关于 射影 空间 的 微分 层 和 
我 们 已 知 的 层 联 系 起 来 .这 是 一 个 基本 的 结果 ， 水 及 到 射影 簧 微 
分 的 所 有 的 进一步 的 计算 都 将 依据 它 ， 

定理 8.13 令 4 是 环 ,了 一 Spec 4, 和 一 P2， 则 存在 X 上 
Bike 

O> Qu, > EC > Or > t. 
《中间 项 的 指数 n + 1 表明 4 十 1 个 @xK 一 1) 作 直 和 》 

证 明 $ S= Alr) 是 下 的 齐 次 坐标 环 . 令 E 是 分 
次 85 模 SIT, avoue, 是 基 , 而 且 它们 的 次 数 都 为 1， 定 
IAR S 模 的 ( 零 次 ) 同 态 E S, Ch amr AB. PME 
其 同 态 核 ， 则 由 分 次 3 MEAT 

0 一 一 5E 一 了 
产生 一 个 关于 X 的 层 的 正 合 列 
0M — eX yt e. 0, 
注意 ,有 8 一 $ 不 是 满 射 的 , (B FT eS LEE, EIE 
的 层 的 映射 是 满 射 的 。 

继续 证 明 Ñ es gw*， 先 注意 ， 如 果 我 们 在 z 作 局 部 化 ， 则 
E,,— Su BE S, 模 满 射 同 态 于 是 M. E le — (uil 
ze Pd) 生成 的 秩 为 4 的 自由 模 。 由 此 得 出 ， 如 果 U, Reg x° 
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定义 的 标准 开 集 , M Flo, EARE O/a — Cul Dei. im 
i, ERAH On MOSTRI Ma 中 的 零 次 元 ， 这 里 我 们 需 
要 附加 因子 1/2) 

EANA pii Ory! — Mlo, ME, ml U; = Spec Alzo 
kiarra], MA xl 是 由 dCnf zi). dna] n 生成 
的 自由 £u, RIA 

PACE) — (OI Dei — xi) 
定义 pup 是 一 个 同 构 。 我 们 断言 粘 合 同 构 pi 可 得 到 关于 整个 
X 的 同 构 p: Quy — M. 这 只 项 作 一 个 简单 的 计算 .在 UNU, 
上 ,对 任何 我们 有 Gulx) m Gals) * (zz). EE Alavi 


中 有 
x 
*G)- 24G)- ta (a), 
DEH p 作用 到 左边 ，gq; 作用 到 右边 ， 两 个 途径 得 到 相同 的 结 
A Ozzie nue) T SIE e, 可 粘 合 , 完成 了 证 明 。 


FRE 


ROSKARESRTERE, EX —REE STRIS 
FD 1 BE, 00 BHEE ERREUR AE, 1 
定义 扩展 到 抽象 入 

定义 ”代数 用 域 人 上 的 (抽象 ) 继 X 是 非 异 的 ， 如 果 它 的 所 有 
局 部 环 都 荐 正则 局 部 环 。 

让 意 ,这 时 显然 邮 要 求 较 多 ， 因 为 在 第 一 草 中 我 们 只 有 闭 点 ， 
现在 我 们 的 繁 还 有 非 团 点 ， 但 是 ,这 两 个 定义 是 等 价 的 ,因为 每 个 
在 韭 闭 点 的 局 部 环 都 是 在 闭 点 的 局 部 环 的 局 部 化 ， 我 们 有 下 面 的 
RIAR. 


M. 
证 明 Matsumura [2, p.139]. 
下 面 的 结果 给 出 非 奇 异性 和 微分 之 间 的 磋 系 ， 
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ERAI GARCHAR k GRUUTI ERES, 
则 Or, ERX a 一 dim X haga pap XE k EE 
FFE 

证 明 如 果 re X EAR MITRE B=, HET n M 
RER A, 耐 且 是 有 限 型 & 代 救 苞 局 癌 化 。 ET, BE k ES 
5 OL, STE Oy, I (Ora) TEES ERCTSIULFI (8.8) 得 到 
(OD. 是 机 为 的 局 部 自由 的 , 当 且 仅 当 召 是 正则 局 部 环 。 现 在 
由 《8.14A) 和 (习题 57) 得 到 定理 。 


的 . 

证 明 《这 给 出 第 一 章 5.3 的 一 个 新 的 证 明 .) 如 果 = 一 
din X , D XBRE KE k LUCES IOS a, 而 且 是 有 限 生 成 
扩 域 ,由 第 一 章 48A) KATTER Aih (86A), Org 是 
?3 维 天 向 量 空间 ， 现 在 Ox, BEE OV, EXHAR. TF 
Edi] E 57, Qu, 在 广 点 的 某 个 领域 是 秩 为 * 的 局 部 自由 的 , 即 
在 一 非 空 开 集 U 上 是 秩 为 + 的 局 部 自由 的 。 REGE RENE C f des 
5p. 

QR i? NA LIBRES 令 Y X EIE. 


证 明 B CÓ & CO ar. E P» 是 局 部 自由 的 , # 
f8 (815), 我 们 只 需 证 明 rank Ory = dimY. 令 rank Oya — 4, 
我 们 已 知 Qu, Kk ”的 局 部 自由 的 ， 由 《2) 推出 or [n 在 Y 
上 秩 为 4 一 9 的 局 部 自由 层 。 因此 由 Nakayama 引 理 ，. 红 可 申 
2 —4 个 元 局 部 地 生成 , 并 由 此 得 出 dimY 守 sa 一 (x 一 9) 一 4 
《第 一 章 习题 1.9)。 另 一 方面 ， 考 虑 任何 闭 点 yEY， 由 (8.7) 有 


DUE 


4 — dim (M/W), H (第 一 章 52A) 有 42 dim Y. TE 
9 一 im 了 了。 这 表明 Y ERK, 与 此 同时 ， 由 于 我 人 有 了 x 一 
4 = codim (Y, X), # yr Y RENSE. 
反之 ,假设 了 是 非 异 的 。 于 荐 Ov, 是 秩 为 9 dim Y 的 局 
. MAHE, B ES EL OD, p (5.12) 我 们 有 正 台 序列 
arare ou Se. 0, o 0, 
考虑 佬 点 ?上 了 HU ker e (EY EO r = 4 一 94 的 局 部 自 岂 层 ， 
TRUE y AAE 5 ITA 5krh EM BR E xs c ox €, GU 
¿zu dz 生成 ker p 是 可 能 的 ， 令 VY" 是 由 soils 生成 
的 理想 层 ， 令 Y' 是 相应 的 闭 子 概 型 ， 那 么 按 构造 ， 在 ?的 邻 城 ， 
dzird, 生成 Qu 人 Cr 的 秩 为 了 的 自由 子 层 .由 此 得 到 , 对 
Y' 而 言 的 (8.12) 的 工 合 列 
ann rOn DOr — Opa 0 
th, 8 是 单 射 (因为 它 的 象 是 自由 的 有 了 秩 1)，Qy' EAn r 
的 局 部 自由 层 ， 邢 在 由 前 面 已 经 证 明 的 事实 ， 得 到 Y ERK 
# 一 了 的 非 寞 概 型 。 但 是 YCY', RAYMY ERA HRES 
的 整 概 型 ,因此 必 有 Y =Y, S= g’, KAARI 
rn. S, 


正如 所 要 求 的 是 单 对 

下 茵 的 结果 告诉 我 们 ,在 适当 的 条 件 下 ,对 影 空间 中 的 非 异 徐 
的 超 平面 裁 影 仍然 是 非 奇异 的 。 实 际 上 有 一 大 类 这 样 的 结果 ， 它 
们 说 :如 果 射 影 繁 有 某 个 任 质 ， 则 一 般 的 超 平面 裁 影 也 有 相同 的 
性 质 ， 在 这 时 我 们 给 出 的 结果 不 是 最 强 的 ， 但 是 它 对 许多 应 用 来 
REPT. 在 特征 0 时 的 号 一 种 说 法 可 参见 (第 三 章 10.9), 
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REH ARATE KE IH PERHEEN 

证 明 对 于 闭 点 z€ X, TERG B, = { 超 平面 H|HƏX 
或 者 HPX, 但 是 zrEHNXYX RB. z fH OXIGIENISECR 10). 
这 些 想 平面 相对 点 * fec Ur. HUICHUF IE H dB dESE ED E 
X fé V = r(Pr,Op(1)) 决定 .我 们 固定 一 个 heV, ER 
z%H, H, EE fa E 228988 E m, TER (1868 E y — 4 AE 


ZE AL CD: 31 


pai V = O, aMi 
MFE fey， 则 fih Re PH 上 的 正则 函数 ， 它 诱导 出 
X— XnH, 芷 的 一 个 正则 函数 。 I of) 为 Hh 在 局 部 环 
O, É WU cU. NES HD XtEx 由 Hf 在 @. 中 生成 的 理想 
确定 。 所 以 z€ H X 当 且 仅 当 gU 69u: z ER x EE 
正则 的 当 且 仅 当 p eG, PTE T, 局 部 环 C,/ 
《9 六》 不 是 正则 的 。 于 二 我 们 每 到 的 志平 面 He B, 正好 对 应 
ker p, 的 元 (注意 pl) = 0 HƏ X.) 


DEB LII T Eid] 


因为 > 是 一 个 闲 点 ,有 & 是 代数 闭 域 , M, 由 坐标 环 中 的 线性 型 
生成 ,所 以 p. ERR. m dim X — r, Bl dim, / T 一 十 
1 我 们 有 dimV — a+ 1, 于 是 dim kero, = n— r, 这 表明 B, 
是 4 一 了 一 1 维 的 超 平 面 的 线性 系 (在 第 11 ITUR LTD. 


UE 


现在 ， 把 完全 线性 系 | 及 | 作为 射影 空间 ， 考 虑 由 所 有 的 对 
G,H) 组 成 的 X x IH] 的 子 集 8SX x |H), (d 16X 是 
MARK HERB, THRA X x |H| gi ERAAN E 
合 ; 仍 用 8 表示 它 ,并 赋予 它 既 约 话 导 概 型 结构 ， 我 们 已 经 看 到 第 
一 个 投射 p: 8 — X JUS, 有 维 数 (a — r — D + r — n— 
1。 因 上 比 ; 考 虑 第 二 个 鬼 射 pR — |H], 有 dimp(B) s a— 1, 
由 于 dim|H| 一 a， 我 们 得 到 p(B) < IHI. 如果 He HI 一 
PLB), U HEX 和 天 丰 天 的 每 个 点 是 正则 的， 因此 二 满足 定理 
的 要 求 。 最 后 注意 ,由 于 X 是 射影 的 , M aXX |H] — |H] 是 
本 征 射 ;市 于 8 在 X x |H] 中 是 团 的 , 则 eB) 在 GHI 中 是 于 
的 。 基 此 IH[— pK8》 是 || 的 开 猪 子 集 ， 这 证 明了 定理 的 最 
FRÈ. 

注 8.18.1 如 果 刺 有 将 版 个 奇 点 ,这 结果 仍然 成 立 ,内 为 含有 
义 的 任何 一 个 奇 点 的 超 平 面 集合 是 | 好 | 的 真 团子 集 ， 


应 用 

现在 我 们 将 前 面 的 思想 用 于 定义 域 上 非 异 簇 的 其 些 不 变量 。 

XX 令 X 是 域 A 上 的 非 奇 异 簇 。 Ads x xd E 
Ty om, (Oy, Or), CÈR a 一 dim X 的 局 部 自由 层 .我 
们 定义 X 的 典 则 层 为 wx = Aro 即 德 分 层 的 第 = 次 外 窗 次 ， 
某 中 一 dimX- 它 是 X 上 的 可 逆 层 。 如 果 X 是 射影 和 非 异 的 ,我 
A5 Xt XO TUUS MOS. p, 一 dim lX, o), TEENER. 

注 &18.2 前 面 (第 一 章 ,习题 7.2) ADEST t 2: — 
个 徐 的 算 太 亏 格 p,。 在 射影 非 奇 异 曲 线 的 情形 ， 算 术 亏 洛 和 几何 
乞 格 一 致 ， 这 是 Serre 对 个 定理 [将 在 后 面 (第 三 章 , 7.12.2) UE 
明 它 ] 的 推论 ,然而 对 于 维 数 之 ? MR Pa 和 py 不 一 定 相等 《习题 
8.3) 《参见 第 三 章 。7.12.3) 

注 8.18.3 ”由 于 微分 层 、 切 层 . 典 则 层 都 是 内 蕴 性 的 定义 由 
它们 定义 的 妊 何 数 ， 如 几何 亏 格 ， 都 是 在 同 构 意 义 下 的 X 的 不 变 
量 ， 事 实 上 ， 我 们 现在 要 证 明 几何 亏 格 是 非 异 射 影 仍 的 双 有 理 不 
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EE, SEE REIS LEHRER IEEE 

BAI XR Dk LÜBTXUDESQ DARAN 
RUE. ND pCX) 一 p (X). 

证 角 。 同 忆 《 第 一 章 , 第 4 节 ) — FX Fa X' 是 双 有 埋 等 价 的 ， 
是 指 存在 由 到 XX’ 的 有 理 映射 ,和 X 到 XX 的 有 理 映射 ,它们 是 彼 
此 互 逆 的 ， 著 虚 由 XX 到 XX' WEM. VCXERIHTHE. E14 
存在 代表 这 个 有 理 瞻 射 的 射 VX. h OID ROC R H 
Or —> 2ra. 它们 是 有 相同 秩 a 一 dim X 的 局 部 自由 层 , T 
是 我 们 得 到 外 者 次 上 的 诱导 映射 :f*twr 一 me- 这 个 映射 又 诱导 出 
整体 者 影 空 闻 上 的 映射 P TCX or) > TCV op). BF f REX 
有 再 的 ， 根据 《第 一 章 , 4. 5)， 存 在 开 集 UCV, 使 得 IU) 在 
X' 中 是 开 的 ， 且 f 诱导 出 由 到 KU) KA. 因此 经 了 得 到 
orlu 9 wx'|xo， 由 于 可 逆 层 的 非 零 整体 截面 在 禾 开 集 上 不 可 能 
为 零 ， 我 们 得 到 向 量 空间 的 映射 I: DOX Le) 一 TCV p) 必 
需 是 单 射 。 

下 边 我 们 比较 TCV ,wv) 和 TC(X,wx)。 首 先 我 们 说 XX 一 VV 
dE X DE E 22. 实际 上 , 这 由 本 征 性 的 赋值 判别 准则 (4.7) 得 
到 。 如 果 P& XX 是 余 维 1 的 一 个 点 , 则 Arr 是 离散 赋值 环 (因为 
XX 是非 异 的 )。 我 们 已 经 有 了 关 的 广 点 到 X 的 上 映射， 而 六 是 射影 
的 ,因此 在 下 上 是 本 征 的 ,于 是 存在 与 给 定 的 双 有 理 映射 相 容 的 唯 
一 的 射 Spec Orr 一 X'. "EL Tn P DATA 64:8] X" 的 身 , 所 以 
根据 站 的 定义 我 们 必需 有 Pe V. 

现在 我 们 可 以 证 明 自然 限制 映射 TCX o 一 T(V, o 是 
双 射 。 这 只 要 证 明 , 对 任何 开 仿 射 子 集 UCX, SB orlo = Or 
时 ,映射 TCU ,Oo) — T(UTV, Oor) ERA. IET X REESE 
的 ,因此 是 正规 的 , 由 于 上 U 一 U Y V £ Uh 22, AE (63A) 
的 直接 推论 ， 

合并 我 们 的 结果 ， 有 PtCX ) < PAX) 由 对 称 性 得 到 反 向 不 
Ax. BU nO 一 p). 

下 边 RAIH X IRE ST TRNA ERA BAT 26, 
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XX Y PEB A ERE X69465 T ER. 我 们 称 (8.02) 的 
局 部 自由 层 为 y EXPRE 称 它 的 对 偶 (v m ano, 
CASI, Or) 为 Y 在 X 中 的 法 它 是 秩 r—codim (Y ,X) 的 
局 部 自由 屋 . 

ER, 如 果 我 们 取 (8.17) 中 给 的 了 的 局 部 自由 层 的 正 合 列 的 
在 Y 上 的 对 侦 , 我 们 得 到 正 合 列 

0— EF, I DO o Uy 0, 

XX DH PLU TWO AT ELGER TAH B [E E RET E À ZAA 
切 向 量 模 去 子 空间 的 切 向 量 的 儿 何 概念 . 


Ses 则 ur ros A, ERR rm 1， 把 Y HR TS GER 
< RUE X HORETA M or arose BAr, 

证 明 在 正 合 列 

0— E [4 + 0 QO, > O, — 0 

TERRAE EGER HRI m 2k E CA 5.164). Tj H 
oy €, 2 DACII) hFE SIERRA REE 
的 ,得 到 or S DAN v Er 一 1 的 特殊 情 见 下 ,由 (6.18》 
我 们 有 Jra Z. 因此 F/I = LDO, 和 Wy 
LOr 对 7 一 1 用 前 面 的 结果 ,我 们 得 到 wy =ë oy" Or. 

例 8.20.1 $ X = Pt. 取 (813) 的 正 合 列 的 对 偶 ， 给 出 与 
P* 的 切 层 有 关 的 正 合 列 : 

0— 6, — Cy — Fr 0. 

为 了 得 到 P^ 的 典 则 层 , 我 们 取 《8.13) 的 正 合 列 的 最 高 外 军 次 ,发 
现 exe Bx( 一 4 — D. Br T £000). ESSET ER E HE 
fin 上 我们 有 AP ~ 0, BACCI RREH 
等 价 于 P" QE Hp a RT E Sk CGE — 82181 4.45. h (8.19) 
ROSSI S X gtElddE SEE MAS EBE, 则 请 (X m 0. 这 
Aeg c t eur ae tb ie] RS EBUT TECH TEE HE TRE RR. 

58202 4 X—Pj, 522. HEMER 2421, ef 
4H, H E ip E, E MRGEER o (61). — 在 适当 的 射影 伐 人 
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F GA REA), dH 成 为 和 的 超 平 面 截面 . 可 以 用 Bertini 定 
E (8.18). 找到 子 概 型 YE ldH| ,在 它 的 每 一 点 都 正则 ， du Y 
有 至 少 2 个 不 可 约 分 支 , 川 Y. 和 Y, DAT a2. CTS E 
Y, Y, 是 非 空 的 《第 一 点 ，7.2》， 但 是 Y 在 Y. Y, 的 任何 点 都 
是 奇异 多 . 故 这 不 可 能 发 生 ,实际 上 我 们 得 到 Y 是 不 可 约 的 ， 因 此 
RE RAS, 于 是 对 任何 d 上 存在 在 P" 中 的 a 次 非 异 起 曲面 . 
实际 上 , 它们 形成 完全 线 作 系 14H| 的 稠 开 子 集 ，〈 这 推广 了 第 一 
$58 5.5) 

818203 4yg P* pd VedkSEG iE, a2, MA2) 
和 上 面 的 第 一 个 例子 , 得 到 wy = Cr(d4 一 n — D. WATER 
Mere ve. 

n=2, d=], Y E P' 中 的 直线 , 故 Y = P, 我 们 得 到 已 
经 知道 的 or e 26672). 

n—2,4—2, Y 是 Prh 的 二 次 曲线 和 ov = 2—1). 
Fry E P' 02 ERARA, 把 wr 拉 同 到 P, FREER 
知道 的 op = Op'( —2). 

22,4 一 A, Y 站 非 奇异 的 平面 三 次 曲线 ，owr es Cry. 因 
此 p (C) 一 dim T(Y ,£,) = 1, 我们 看 到 Y 不 是 有 理 的 ， 这 推 
广 了 《第 一 章 习题 6.2), 在 邯 时 我 们 给 出 了 一 个 非 奇 异 二 次 曲线 
的 例子 ,并 惠 不 同 的 方法 证 明了 它 不 是 有 理 的 ， 

n—2,4 m4, Y 是 4 次 非 异 平面 曲线 ， 和 ay eO (4— 
3), d— 3 >U HHE p, > 0 从 而 Y 不 是 有 理 的 。 实 际 上 ,pe 二 
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3 的 两 个 平面 曲线 彼此 不 直 双 有 理 的 ， 得 到 这 个 结果 的 另 一 个 方 
法 如 焉 ,对 任何 非 奇 异 射影 曲线, 我 们 可 以 若 虑 典 则 层 的 次 数 ， 电 
PAIA RAER RAR RAEE 
16), IK A- CQ NE E EE A EE. DEERAS dd 一 
3), AA AU) 在 Y 上 有 次 数 4，。 这 些 数 对 不 同 的 d.d 23 4E 
ERRA, KORU (ede SH EUR ROUTE S IHR, 
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s= 3, dcl XU E iñ Y e P, oy e 010-3). 

r= 3, 4d 一 2。 这 里 Y RER OKEE, wr XAR 
们 有 P(Y) 一 0, 这 与 Y 是 有 理 的 事实 〈 第 一 章 ， 习 题 5) 一 
致 ， 根 据 同 枝 Y ez P! x P!, wy 对 应 型 (一 2, 一 2) 的 除 子 类 . 参 
见 (6.6.1). 这 说 明了 关于 非 奇 异 靠 直 积 的 典 则 层 就 是 两 个 因子 的 
典 则 层 的 拉 回 的 张 量 这 一 一 般 事 实 ( 习 题 83).。 

3 一 3 d— 3, YEP OHRA, oy S61) 
和 有 pr(Y) = 0， 这 中 情况 , 在 后 面 (第 五 章 ) 我 们 将 看 到 Y 也 是 
LETT 

n=j3, 4 一 4. 这 时 wr = Ov REESE JU TEL p, — 
L qj R RO XÉghIE. BST "K3 hi" 2s, 

2—3, 425, 这 时 wy 6E (d — 4), 4— ^2» 0, 因此 
P, 2>0, Y AE BRE] BREME, IRURE DU s ES ERR , I 
于 “一 般 型 申 面 

n—5,4—3,u 在 P' 中 的 三 次 和 四 次 的 3 维修 都 有 加 一 
0, 但 是 最 近 已 经 证 明 《 用 不 同 的 方法 ) 它们 一 般 不 在 有 理 簇 范 
内 ， 对 于 3 次 3 EJE, 25 Clemens 和 Griffiths 中 。 对 于 中 次 3 
WRES ltkavskih 和 Manintt, 

任意 0 4 Zn + 1， 这 时 我 们 得 到 Pe 中 的 非 异 超 曲 面 Y， 
Har C, (d —n— 1), d— n— 120, pCY) m 1, 于 
是 Y 不 是 有 型 和 的， 这 正明 在 所 有 的 维 数 痢 存 在 非 有 理 签 ， 


某 些 局 部 代数 


这 里 我 们 汇集 一 些 局 部 代数 的 结果 ， 主 要 涉及 到 在 代数 几何 
中 有 用 的 深度 和 Cahen-Macoulay 环 。 然 后 我 们 把 它们 和 局 部 完 
全 交 的 几何 概念 联系 起 来 ， 并 用 于 胀 开 ， WRBA Marsumura 
[2, $6 €]. 

BE: À IEI, M JE A 8 MU Dope ZUR w, z, 3 
为 对 MM 的 正则 序列 ,如 果 x 不 是 W 的 零 因 子 , 和 对 了 一 2 rs 
不 是 MÍO, 20M 的 零 因子 ， 如 果 4 是 局 部 环 ; m 是 它 


DTE 


GRAAE , | ME CE RE M IE) ERU FP. zz 的 最 大 长 度 ， 
其 中 所 有 的 nem, 将 这 些 定义 几 于 环 寺 本 号 我们 说 局 部 Noe 
ther 环 4 是 Coheu-Macaulay, 4H: depth A — dim A, 现在 列 出 
Cobeo-Macaulay 的 基 些 性 饥 . 

定理 8.21A 令 4 是 局 闭 Noether 环 , 有 极 大 理想 m. 

G) Mika i m 

(0 in A "Coben- Macaulay , MAg SEBER 
化 也 是 Cohen- Macaulay, ` 
` A MRA È Cahen- Macaulay, MMAR aen 的 


dim Cni. un) = dim 4 — ,, 
(d) imSÉA Kk Coheo-Macavlay, Wl xi, 7*7, z€ m 是 对 4 
REATO dI, oras) (B Cohen-Macanlay, 


(e) SCA É Cohen-Macaulay ， 和 zu, cn € m 是 正则 序 
3), 41 ERES Gor MAAR CAIDs s nd 9 


gn = QD infin, Hou BRE z, El mm s BARRY, K 


名 话说 ，!/ 是 秩 为 + 的 自由 AI, EXIST emi, BA 
RE SUD Pinu 是 同 构 ， mas kam TNES 
证 明 Matsumura (2: Ca 5 p.121; (CD P. 104; m p.105; 
(d) p.104; (e) p.lt0], 
和 与 概 型 有 关 的 术语 保持 一 致 (习题 3.8), 我 们 说 Noether 
环 4 是 正规 的 ， 如 果 对 每 个 素 理 p, 局 部 化 4, TRAER, E 
规 还 是 整 于 整 环 的 有 限 直 积 ， 


BRED, 和 
OY XH BEI HREM PA, 我 们 有 deb 4,22. 


证 明 Matsumura [ 2, 定理 39, p.125]. p O) 有 时 被 称 
DE 


A “R,” R “IE El FEW. 条 件 (2) 加 上 补充 要 求 ; 对 于 
htp 一 1， 有 depth 4, = 1《 在 我 们 的 情形 中 , 它 是 (1) 的 推论 .) 
被 称 为 “Serre 的 条件 S". 

妨 在 我们 把 这 些 结果 用 于 代 效 几何 。 我 们 说 一 个 概 型 是 Co- 
hen.Macaulay， 如 果 它 的 所 有 的 局 部 环 是 Cohea-Macaulay, 

定义 ” 令 Y 是 上 上 非 异 能 其 的 一 个 出 王 概 型 ， 我 们 说 Y 是 其 
中 的 一 个 局 部 完全 交 ， 如 果 Y EX MIRRE Z, 可 以 被 “一 
codim (Y ,X) 个 泡 在 每 点 局 哮 他 生 眠 . 

例 8.22.1 如 果 Y 本 身 是 非 寞 的 ， 则 由 (617 它 是 在 包含 它 
B EE TAE RE RES: X Bl AG KS In SE e n, 

注 8.22.2 实际 上 ， 局 部 完全 交 的 概念 是 概 型 Y 的 内 在 的 性 
质 ， 即 与 包含 它 的 非 奇异 碟 无 关 。 这 可 用 上 面 引 直 的 相对 微分 概 
仿 的 推广 一 - 射 的 余 切 揽 形 《 参 见 Lichteohaom 和 Schlessing- 
er 中) 证明， 后 匹 我 们 不 用 这 个 事实 。 

命题 8.23 py Ek ERRARTE TEN, M 

(4) Y 是 Cohen-Macaulay; 

O) Y EER, PARCO EUR HE 1 是 正则 的 。 

证 明 

(a) 由 于 天 是 非 异 的 ,根据 (8.21Aa) E Cohen-Macaulay, 
由 于 Z, 是 由 > 一 codim (Y,X) 个 元 局 部 生成 的 ,， 根 IE 
《8.21Ac) 这 些 元 局 部 形成 Ox 中 的 一 个 正则 序列 ,由 (8.21Ad》 
了 是 Cohen-Macaulay, 

(b) ROCA An IE HU Br ERE 1《〈 第 一 章 6.2A) 时 下 
则 ， 至 于 其 逆 , 把 (822A) 用 于 Y RAMA. KED 是 我 们 的 
假设 ,因为 Y 是 Coheo-Macaolay, #f# (2) 自动 成 立 . 

MES RUD TRU ZR, PEIEAERHE IR AERRT ER RD BET. 
《关于 胀 开 的 定义 参见 S 7)。 下 面 的 定理 在 比较 XRIX gy üt 
时 使 用 (习题 8.5). 
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Xx =: Or PLOTRE gu 


证 明 po à». d X — Praj 7^, a 
Y' e Proj B( FDO Z) = Proj Q.7*/.2*^, 

但 是 了 是 非 异 的 ,所 以 S 由 Cx 中 的 正则 序列 局 部 直 生 成 ， 并 能 
运用 《8.21Ae) 推出 .4/.7' 是 局 部 自由 的 ， 而 且 对 每 个 4 21 
有 IJP e E [37 Wb Y = Proj sC /.ZD, FE 
定义 后 者 是 PC Jn. 

特别 地 ，Y 局 部 地 同 构 于 Y x Pr, rh r= codim (Y 
X), MAY 也是 非 奇 异 的 .由 于 YY 在 充 中 是 局 部 主 的 《7.13a)， 
从 而 冬 也 是 非 奇异 的 : 如 果 Noechet 局 部 环 用 一 个 非 零 因子 除 
得 到 的 商 是 正则 的 ,那么 局 部 环 本 身 是 正则 的 

为 了 证 明 《c)， 我 们 血 忆 ， 由 《7.13) 的 证 明 中 知道 Z e 
270.2) Or 同 构 于 BA《1). 由 此 推出 ZI’ REPHD, T 
Ë veza SOl) 

在 习题 中 我 们 将 用 下 面 的 代数 结果 ， 

定理 8.25A (L S. Coben) 令 4 是 全 有 域 的 完备 局 部 
E. BDA03 KAO ~ 4/m ELIGE ER Tik. WEE 
(BATA KSA, QU Kona ERS. CFRKR24 
DELE 

证 明 Matsamura 2, p.205], 


习 题 
8-1 我们 在 这 里 加 强 课文 的 结果 ， 忆 包括 一 个 概 型 x 在 非 闭 点 的 微分 层 的 


信息 . 
(aJ 推广 48.7) 如 下 ， 令 RERAN DRBR, HER 的 负 余 类 


EEPIEI 


$.2 


AR ACA) = BD E K TTAR R A CAA) 的 正 合 列 ， 
SD Lau 4C) m aa a 

EELAM. [Ras Fe (8.7) 的 证 有 明 ; 先 讨论 完备 局 部 环 5/3, 

ER (8.253) 个 B0 的 表现 域 .] 

(9) HUU (8.8) 如下， K daco ATIRE ERA 8 是 上 有 

FR RC CEP US REA 8 LEISURE B L Asa JE k= dim + 

ied (QI IU 

CO ipfi (8.15) AE ve X REGE H k RS SM PUR. + 

dimX =a, Mj EX CE— HD AERE 6, z 是 正则 局 

RER HHRHH c BUR AIRE E Ca). Sx n OLET. 

C4) ind (6.16) ka F. E X efir & KAIRA U = (ze X| 

En dE iER IU GER ) 8 X (TERT 3. 

Ax Ea f. s Rx EU aiia, vor. 

4) EER g AA SEDE TRECE Bt2z |a]. EHE (e V 使 得 对 

每 个 rex #£ 4 项 ,9:， 推 是 出 车 在 射 6. 一 4， 它 产生 正 合 列 

04,44 0, 
其 中 et 也 是 局 部 自由 的 。 [提示 : 用 证 明 Berini E (8.18) 的 类 
似 方 法 .] 


8.3 XR. 
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GY & X fü Y RSI— AH s ERG RU. F C810) 和 《8.11) WEBA 
Orn, ys SP Or Op? Ove, 

(b) 如 果 交 和 Y 是 感 《 上 的 非 异 入 证明 ox = box Pty, 

(C) Sv £159 P= htt, X EE fE Y xY, 证 明 PCX) = u, 但 
是 MOD 一 一 1《 第 一 章 习 题 7.2). ZEB SERERE URS t 
和 几何 亏 格 可 以 是 不 同 的 . 

P i eE. FUE P 中 的 闭 于 概 型 ARR, HE 完全 
ENTE dE s= ness] 中 的 齐 次 理 烛 了 可 以 被 "一 ondiaty， 
P^) A SEARCR RM 2.07). 

Ga) & iE P" HREN r ATER.  Wviie BOE 
超 曲 商 《 即 余 维 ! REESE RED) Hooho ARMM Y= 
HA DH B) y = u, eot fa. HER: PY SHIRA t 
定理 成 立 的 事实 《Matsumu:a [2, p. 107])] 
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(h) inf v RP HAMS 的 完全 交 , 且 Y 是 正规 的 ， 则 了 是 射影 式 
EHEC SANER: 36 (9.22) AF Y Eat e.l 
[OKT O) 相同 ,推断 出 对 所 有 ! 之 0， 自然 映射 OP,Opx(7) 
PCY,0y( 站 》 是 满 射 的 ， 特 别 地 , 取 ! 一 4， 证 明 Y GER. 

(4) 现在 假设 给 定 整数 4-4. 1 和 r+ <s. 使 用 Berni 定理 
(8.18) 证 明 在 P* 中 存在 非 奇 异 扯 伯 面 Hase Hoy dag Hi = di (E 
HE Y eH NNA, 是 P" di Hex e gm ef 
ff. 
(e) 如 果 (q) rtv 是 非 异 完全 交 , 证 明 oy=9yl Ed — o — D. 

(D 如 果 Y 是 P 中 4 次 非 异 超 曲面 用 上 面 的 《c) 和 (e) üE DH 


aO) 2 (^7). mut oo ~ G ars rn. en 


Moin d 次 非 奇异 平面 曲线 , 则 eO) = L4 一 00 — D. 


(a) 如 果 Y & P° 中 的 非 民 曲线 , 且 它 是 4 次 和 < 次 的 砷 奇异 曲面 的 完 
EZ, M pY) = leu + 一 4) + 1. 而 且 几何 亏 格 和 算术 亏 格 


相同 (第 一 章 习 贴 7.2). 

PRG x; S x 8 X YI 35 Y o nin), 

(a) EHARA w*; Pic X—Pic £ 和 由 sn may” 的 类 定义 的 映射 Z= 
Pic X 产生 同 内 Pie £= pic X€pz 

(b) 证 明 ost *oy s (Cr — UY"), Ux: 根据 G), EHE f fA 
形 下 我 们 都 可 以 写 oxxit4 Qr (Y) Kite y T xit n iw 
层 ,? 是 其 个 整数 ， 限 制 到 £ — Y =X- Y, EA emo. 为 了 决 
XE 按 下 面 的 步骤 继 系 进行 。 先 证 明 ov = f*or@06v.(—4 一 1). 48 
后 取 一 个 闭 点 reY t Z 是 在 上 的 纤维 , 证 明 os- 
让， 但 是 由 于 2P, HE %z 宇 9z( 一 "), MA a= r — 1. 1 
无 穷 小 摊 开 性 质 ， 下 面 的 结果 在 研究 非 老 异 小 的 形变 中 是 非 R EE 
的 、 令 是 代数 闭 域 ，d 尽 有 限 生 成 《代数 , 使 得 spec 4 是 上 上 的 非 
FE. $ 0— 1 一 8 一 8 一 0 是 正 合 列 ， 其 中 B 是 代 致 ，! 是 理想 
而 且 ! 一 0。 最 后 假设 给 定 一 个 4 代数 同 杰 f 4 一 8。 则 存在 一 个 
*- 代 数 同 态 z; 4 一 使 得 下 图 交换 , 
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oc» cu emeo 


I 


Ga) 先 假设 s: AB RASEQUAUTE Y WAE MR r: 48 是 
SAROHA S — ¿— ¿ E AP rit k KS, 我 们 可 以 
EERE Hom Aas) 的 元 。 注意 由 于 P = 0, UAE I SHE 
结构 ,因此 也 有 4 模 结 构 , 反 之 ;对 任何 6 € Hom( Aind), £m € + 6 
是 另 一 个 握 升 1 的 同 态 。〔 对 于 这 步 ， 你 们 不 必 假 设 Spec 4 Rope 
的 . ) 

(b) MEG P — [zzo] 是 ESME, Af PMR] E 
该, 证 明 存 在 同 态 k: P 一 3” 使 得 下 图 交换 


5 
— 
f 
— 


Ceneveteo 
Oa 


并 证 明 AES e HERE. Ai J. 

(c) 现在 用 Spec 4 是 非 奇 界 的 候 设 和 (C8.17) 得 到 正 合 列 
0—J/ P— 2,40 A—0 0 . 

进一步 证 明 作用 限于 Hamd + ;1) 给 出 正 合 列 

9 Ham4( 2,4, D) Ham, Ham (J/J1,1 0. 

4 ge Homra) 是 一 个 元 ， 它 的 象 给 出 Ae Hom4U//IPD), A 

后 令 4 aA- é, 证明 是 PoR nui. nS +O) =a, 

因此 诱导 项 望 的 同 态 8: 4 一 8 。 


ETE 


8.7 FEAVESIBEPHE UR AIA, RU EFEN RRA, XE š 
EH, F Rose. RIUS k ABX 分 
A. uiu. ëD Z: = fa OCBI EK Axa di 
HS ERETT EA ov BRI MUTET itd t. 我们 称 这 样 的 
HX.) MARS X UIS ETUR. IRE TOU HER 
下 面 的 方法 得 到 。 取 Ox. 26.09 作为 Asa BE, 用 (an. 
(e E) = aa DG + 1) RARE TUBES X FETTE Ow 是 
X ES Edu AP. 

fe X HE WU dob Hor RAJ- .盘问 题 可 能 是 相当 困难 的 。 直 到 现 
E RUED T TENTARE: FX Ei HOREA R X 248 
RIS 的 作 苛 扩张 都 丫 构 二 平凡 信 绾 ， 另 外 一 个 情 湛 ,参见 《第 三 各 
习题 4.10. 

sa Q+ XE t ICAEEAITXUA. HER 4 > 4 我 们 定义 X 的 第 a 个 复合 
SRI. = dimuartX ut), WAE P, 一 pr， 对 任何 4，0 < 4 < 
Winx, KELER htm dimn K n) 其中 ap. = At 
Hx BOUE a OERE. HAA 4 = dim X， 我 们 再 次 重新 获得 几 
HS. ER ae 为 Hodge $. 

TE 8-197 AAEN P. RI t 是 区 的 双 有 型 不 变量 ， 即 如 果 X 利 | 
x 是 友和 蛙 等 价 的 非 异 射影 族 ， 则 PX) = PX) 和 OO 一 
eX 


9 形式 概 型 


千 构 从 的 结构 层 中 可 能 有 知 老 元 这 一 性 质 是 概 型 理论 明显 地 
不 同 寺 较 熟悉 的 咎 论 的 一 个 特性 。 特 别 地 ， 如 果 Y EUR X DHT 
f&, CRISE E .9 定义 , 则 对 任何 # > 1 我 们 可 以 考 永 由 理想 层 
JE n Kh A EXHT Ya 对 于 n2, REAR 
FER, C FUB XT Y 及 其 在 X 中 妊 人 的 无 穷 小 性 质 的 信息 . 

Y 在 X 中 的 形式 完备 化 (下 边 我 们 将 确切 定义 ) 是 同时 带 有 了 
ROBUR 2553 148608; Y, 信息 的 事物 , 因此 它 比 任何 Y. 厚 ， 但 它 包 
BEYEN dieta x den aU. RITU Yd xi 
的 形式 hk, 
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考虑 形式 完 条 化 的 思想 在 Zariski 的 回 亿 录 中 已 经 获 合 ,在 
范 里 为 了 江 遇 话 通 性 原理 ， 他 使 用 了 ”“ 洛 子 修 的 全 纯 函 数 "。 在 多 
三 章 第 11 节 中 ,我 们 将 使 用 上 问 调 给 出 Zariski 的 其 些 法 果 的 不 
HANER BARRIERAT TRIEN RAM Rh aa etA 
构 ,有 一 全 引信 注册 的 应 用 存在 Grochendieck 关于 Pic 和 "的 
Lefschecz 定 翰 的 证 明 中 [SGA2], 在 Hartshorne [5, 第 4 章 ] 中 
也 解释 了 这 点 。 

我 们 将 定义 任意 形式 概 型 为 基 个 结构 ， 使 它 看 十 去 局 部 地 象 
一 个 背 通 概 型 沿 着 一 个 朵 子 概 思 的 完备 化 。 


Abel 群 的 反 向 极限 

先 回忆 反 向 极限 的 EK d. Abel 群 的 反 向 系 是 由 一 组 Abel 
BÉ Aa n> l, HRE pani Ac > Aan 4 BUBE (mE 
若 n Sn ma, WABWE pa'a = Paapaa 我 们 用 (4,， 
Paa) T.O] s ME 9 A RED, ER CAL) xs, In 
X CAO 二 Abel 群 的 反 | 向 系 ， 我 们 定义 反 向 极限 4 一 imd, 
为 序列 fabe TA, 的 集合 ， 其 中 序列 (a) 要 求 满足 : 对 任何 
m Zn, pss) 一 an。 显然 竺 是 一 个 赂 。 皮 向 极限 4 可 以 用 下 
TANZ h: ARE n BIE ba: B — 4. H^ n, 使 
得 对 任 倍 n 2n, d. 一 Pnn pua RAEE AIE e: B— 
4. BORA n, V, m pod, Fah p. A A. Rn tE 
SHTA, > A. ARH. 

WER A, 丰 域 《 土 向 量 空间 的 加 法 结构 ， 或 环 R 土 模 的 加 
TÉ, Wu RHET A ERICA R Fk ñ W ñ W£ 
X. 

PARIKAS CA M, Atiyab-Macdonald . 
p, 第 10 ED, Abel EAE RUR IURIS G6) (B) 是 一 组 问 
£ dfe 4. Ba, CR Gp n), EKER TUI BR CIE BOR 
^os os BÉ 


de 


A 
|... 
UN B, 
反 向 系 的 同 态 序列 
O — CA) — (R) > (C,) > 0 
正 合 的 ,如 果 对 每 个 a, TRIGO EERE PILLE GG. TX FEM 
个 反 向 系 的 正 合 序 列 , 我 们 容易 看 到 反 向 极限 序列 
0 一 lim A, > lim B, 一 z im C, 


也 是 正 合 的 。 丛 } TM 因此 我 们 说 tm 是 
左 正 合 范 子 。 

为 了 得 到 lim 关于 右 正 合 性 的 判别 准则 ， 我 们 给 出 下 边 的 定 
X: FAR CAP) 满足 Mittag-Leffler 条 件 (ML), fifi 
对 每 个 n, Aa ETHER {pwr AGC A, n) EGET, W 
句 话说 ， ma， 存在 m 22 nm， 使 得 对 所 有 的 m, w” 2 my 
qu Ar) m pu CA.) 作为 An TRR G. 

BARI CA) 满足 ML), 那么 对 每 个 4, 令 ACA, 
是 稳定 像 poA) OHEA n >a), REE A 存在 ,容易 
看 出 UL) 也 是 反 向 系 ,其 同 态 足 诱导 映射 ,而 且 新 系统 〔 4) 的 
[SIE T DM PEE lim A, = imd.. 因此 A= imd, 映 
到 每 个 A 之 上 ,并 是 满 的 。 

命题 91 4 

07 CA) — (2 (0) 

是 Abel BE ZDE 031, Wh 

(a) 如 果 CB.) 满足 (ML), W CC RAE ML) 

(b) in CA.) fe. (ML), 册 反 向 极限 序列 


0— lim 4, — lim B, — im C, — 0 
— < < 


ew. 
MEHR 《也 可 参见 Grothendieck [EGA0,,, 13.2], ) 
ane 


《a) 3E n Ən, B, 在 B, 中 的 像 满 射 屯 决 到 Cw 在 c, 
中 的 像 ， 因 此 由 《8B。) 满足 (ML) 立即 推出 《C。) mm (ML) 

《b) 叭 一 不 明明 的 部 分 是 证 明 最 后 的 映射 是 满 射 . 令 feh E 
limC,. XH ea, 令 E, om C. Ti E, E BIS TAE, B 
《EE.》 是 集合 的 反 向 系 。 进 市 ,由 于 序列 0 4L B, C, — 0 
的 正 合 性 ， 每 个 E. 以 非典 则 的 方式 , 双 射 地 映 到 4, 上 ， 因 此 由 
CA) WE (ML), EBEN CE 作为 集合 的 反 向 系 《 同 样 卜 
定义 ) WE. (ML). HFEA E, 是 非 空 的 ;考虑 上 面谈 的 稳定 像 
AKAR AH imë, WEZH. W lim E, 的 任何 元 便 给 出 
了 了 映射 到 {es} 的 lim B, 的 一 个 元 

MILL 如 果 所 有 的 映射 pua: 4; — 4， 部 是 满 射 的 ， 则 
《4,) 满足 (ML), FETA (9.16), 

例 9.1.2 HR (4) RE EB B fru 2 ORO BE 616 RE 
Et, ER E FS WEBER FEAR RR LUE C) 满足 (ML), 


层 的 反 向 极限 


在 任何 范畴 E rh, RAER Abel 说 的 反 向 极限 的 反 性 质 
来 定义 反 向 极限 的 概念 。 kiume (Lpr) Æ ERR REE 
向 系 ( 与 上 面 同样 的 定义 ), 那 么 反 向 极限 4 — tima, 是 G 的 一 
AIRES pi AA, (对 每 个 D. BE n p= 
Paapu 它们 满足 下 面 的 评 性 质 : 给 定 € 的 任何 对 象 和 对 每 
DRRR pa: B>A, ERRET Zn, p. m pr pes 
则 存在 唯一 的 映射 d. Bo 4， 使 得 对 每 个 n, d, m pod, È 
然 反 向 极限 如 果 存 在 必 唯一 ， 但 是 存在 性 问题 依赖 于 所 考虑 的 特 
BAS, 

命题 9.2 QSOEBAMER € £x Abel HE W i 


证 明 HEFCUSQS X E EUR PUTAS HEELS U lim 
T(U,27,), RIhELEBEETE Abel 群 范畴 中 所 取 。 对 每 个 
SU. REWER, 5 LENK MEE. SZ 2. HL 
在 络 出 任何 其 它 度 经 和 一 纽 相 容 映射 p. SF, Od 
e), 由 Abe BER EUH cR ZEE Vo fet ,对 每 个 U , 我 们 得 到 唯 
一 的 映射 TQU GI) o T(U FD). ie i BRN 多 一 
F, PERET F 是 SA. EORR, 

注 9.2.1 虽然 在 拓扑 空间 上 Abel RRI A Nh F m) PR. 
人 存在， 我 们 必须 小 心 使 用 由 Abel. FeSSHESEILOS B UP 8. ff 
别 和 他 ，《9.1b) 的 航 述 在 区 中 是 错误 的 ,即使 在 反 向 系 (4.) 中 的 所 
有 有 册 拷 郁 是 小 射 。 因 此 在 研究 正 合 性 问题 时 ， 我 们 总 是 讨论 升 集 
LARE MALEAT Abel 群 的 问题 ， 关 于 在 @ 中 lim 正 台 
些 的 更 详细 的 讨论 ,参见 Hartsborne (7, 第 1 章 , 第 4 Ël 


环 的 完备 化 

反 向 极限 的 一 个 重要 应 用 是 定义 环 相对 理想 的 完备 化 。 这 推 
广 了 第 一 章 第 5 节 中 讨论 的 局 部 环 的 完备 化 概念 。 对 于 下 面 要 谈 
的 关于 一 个 概 型 治 着 闭 子 概 型 的 完备 化 ， 它 提供 了 代数 模型 ， 

令 4 是 有 么 元 的 交换 环 《 部 是 如 此 假定 ), 了 是 4 的 理想 、 用 
P 表示 理想 7 nke. TERNA ARAR 

iom AIP > AIP > All, 

使 得 《411*) 破 为 环 的 区 向 系 . 反 向 极限 弥 lim AJ1° 用 子 表示 ， 
称 它 为 4 相对 1 的 完备 化 或 者 称 为 4 的 了 进 完备 化 .对 每 个 ,我 
TARAR 4 一 4/1"， 于 是 由 泛 姓 质 得 到 同 态 4 一 A。 

类 似 地 ,如 果 奢 是 任何 4 模 ,我 们 定义 ED Bm MI1MM， 称 
它 为 M 的 7 进 完备 化 ， 它 具有 ARIS HAR. 

定理 MA AP Noether 5,1 东 4 的 理想 。 RAA 


本 


^ 2195 


G) 了 一 lim1/1* 是 子 的 一 全 理想 ， 对 任何 n, P = 2, 
f ditta Alt; 

e at Ww gu 

d iR n s. 人 

I qug MO EUR 其 中 每 个 M, RARER am 


HET pou Mo M, REBATE DE 则 M 
^ gm 
(a) Atiyali-Macdonald [1, p. 109], 
(b) [Ibid., p. 108], 
(c) [lbid., p. 108], 
(d) [Ibid., p. 113], 
(e) Buurbaki [1, 第 3 35,58 2 41, 98 11, 命题 和 推论 141, 


形式 摄 型 


我 们 开 站 定义 一 个 概 至 论 善 闭 子 概 瑟 的 完备 化 。 由 于 技术 上 
的 康 由 ,我 们 的 讨论 局 限于 Noechec ARAS, 

定义 令 X 是 Noether BO, y rh BERI v 定义 的 团子 
概 显 ， 则 我 们 定义 X 洪 着 了 的 形式 完备 化 ,用 《多 ,Cg) ER, 为 
下 面 的 环 层 空间 : 取 拓 扑 空间 Y 和 它 上 面 的 环 层 €. = limes 
A. WE RS €." 看 作 Y 上 的 环 层 ， 并 用 自然 的 方 
法 使 他 们 成 为 反 向 系 , 

注 9.31 £u Os 实际 上 只 依赖 于 浏 子 集 了 ,而 不 依 
赖 于 Y 上 的 特殊 酸 型 结构 。 央 为 如 果 T 是 另 一 个 定义 Y 上 闭 子 
极 型 结构 的 埋 想 层 , 则 由 于 X 是 Noether 概 型 ,存在 整数 m, n 使 
得 ARTRIT BERAR OdT” R O02" 
8 3C Fé EB FR ey Ist RER. 

DA EO ERR, XML (f.00 是 局 部 环 空间 . 
WR U — Spec 4 XAHAR, ICA 是 理想 TUA), 


(2. 


则 由 《9.2) 得 出 4 的 了 进 完备 化 À = CRNU, Oo). itx ih 
着 了 的 完备 化 过 程 类 似 于 上 而 讨论 的 环 的 了 进 完备 化 .然而 ,应 注 
Ë 名 的 局 部 环 一 般 地 是 不 完备 的 ， 且 它 们 的 维 数 《 一 dimX) 不 
等 于 承载 拓扑 空 茹 了 的 维 数 . 

定义 XY Z 和 上 面 的 定义 相同 , 令 多 X ESEUREL, 
我 们 定义 多 Yusuf. MP ER, Ev rmm lim] 
JUE9. BO 模 的 自然 结构 ， 

EL Noether 形式 概 型 是 满足 下 面条 件 的 局 部 环 空间 (x, 
€): 有 有 限 开 覆 益 { 山 }， 使 得 对 每 个 i, d UO) 作为 局 
部 环 空间 同 构 于 某 个 Noether 概 型 X, 沿 洲 一 个 闭 子 概 型 Y, 的 
完备 化 。 Noetlter 形式 概 型 的 射 是 作为 局 部 环 空间 的 射 。 2, ER 
层 多 是 竖 聚 的 ;如果 存在 上 面 说 的 有 限 开 复 车 山 ， 使 得 w = Ps 
并 对 每 个 i FEX 上 的 凝聚 层 多 ,， 使 得 作为 Of 模 经 给 出 的 
AR 2 = u (37 ui = S 

f 9.32 如 果 X 是 任何 Noether gil, Y 是 一 个 闭 子 概 型 
则 它 的 完备 化 多 是 形式 概 型 ， 由 单一 Noether 概 型 沿 着 一 亲子 
概 疯 的 完备 化 得 到 的 这 样 一 个 形式 概 型 称 为 可 代数 化 的 。 不 易 给 
出 、 组 是 存在 不 可 代数 化 的 Noether 形式 概 型 。 参见 Hironaka 
和 Matsumura [1, #5 Ti] 或 Hartshorne [5, 55 V 3E, 3.3, p. 
205], 

例 9.3.3 如 果 X 是 Noether 概 型 , E Y — X, m $ = x. 
因此 Noether 形式 概 型 范畴 包 各 所 有 的 Noether MUS, 

例 9.3.4 如 果 X 是 Noether HU, y 是 一 个 闭 点 P, 则 名 是 
一 点 空间 (P, ESE EE P 的 局 部 环 的 完备 化 n 全"- 模 
M， 当 作 克 上 的 尼 ， 是 凝聚 的 当 旦 仅 当 厅 是 有 限 生成 模 。 实际 
上 ， 疑 沫 吕 然 草 含 着 有 限 生成 。 而 且 其 逆 也 对 ， 因 为 允 可 由 概 型 
Spec ó, 在 其 闭 点 的 完备 化 得 到 ， 而 任何 有 限 生成 Ó, 模 好 对 应 
关于 Spec ó, RR. 

TÓRDEQIEERUEAGRUSISEOREMAEMI, KERS HRANA 
0938320518 PRA e E DAER FREH Aa 


PEE 


定义 仿 射 (Noether) W E HiA— tht Noether FE 
MAAPERE ka BE Che, WR X 一 Spec 4, Y= 
V(D, K x— t, WBAXHEH GBUESLA MOM, BHESCX E 
的 层 M^ E XO EE Ë MZA. HM, M^ E x 
ERES. 

命题 9.4 分 4 是 Noether 环 , 了 上 是 4 的 理想 ， 其 一 SpecA, 
Y -V(), fa x $. 4 


O9 = CAII); 
o 如 果 凡 是 有 限 生成 4 模 , M M^ 一 Mores 


pum 

仿 射 子 集 形成 X 的 拓扑 基 ， 它 们 与 Y 的 交 形 成 Y 的 拓扑 基 ， 因 些 
妈 要 对 任何 这 样 的 开 集 上 的 龄 影 建立 中 应 的 性 质 就 够 了 。 所 以 令 
U 一 Spec B 是 的 开 仿 射 子 集 ， 令 J — CU, 了 )， 和 对 任何 有 
限 生成 4 模型 , 令 N = r(U,Ñ), DM B E Noether R (3.2), N 
REN BÉ (5.4), MAF MN 是 由 4 模 到 8B 模 的 正 合 
AF (5.5). 
KR uEBH (c), M EH Es A Es MAREX, M> = 
Em RITU, Td 2), T(U, M*) ~ lim (D, Ñ HD. 而 
这 等 于 说 lmN/PN = Ñ, 其 中 人 表示 BHRI AZE. RE 
BET MH>AN， 如 上 而 我 们 看 到 的 ， 是 正 合 的 ， 而 根据 (93A) 
NÑ 是 正 合 的 。 因 此 M I (U, M) 对 每 个 口 是 正 合 的 ， 
所 以 M 上 > M^ 是 正 合 的 . 

(a) 对 任何 上 面 的 U, T(U,I) = Him QU ,F/T*) =}. # 
而 ,类 似 地 有 T(U,O,) = B. 但 是 很 据 (93A), f 是 入 的 理想 ， 
于 是 证 明了 3 = 1* 是 e, cg e, 

现在 我 们 考虑 /1 模 的 正 合 序列 


DEDE 


o= 1I* ^ A> Af I* — 0, 
根据 我 们 已 经 证 册 的 《c), 这 给 出 Cr 模 的 正 合 列 
0 9 *— O,— ( A/[1*)^ — 0. 
观察 陡 个 定义 《A411")* 为 《411")- 的 完备 化 的 反 向 系 ， 它 是 
最 终 稳定 的 ,这 是 因为 了 FLITE (AISAS, 
从 而 我 们 得 到 要 求 的 279" = (APY. 

(b) 埋 我 们 的 般 述 中 ， 符 号 上 稍微 有 些 毛 病 。 由 于 闻 和 COx 
是 X 上 的 居 ， 实 际 上 应 该 写 为 MA = M i @s e, BERE Y 
外 用 零 扩张 (习题 1.19), 我 们 把 M^ 和 O, 简单 地 看 作 X 上 的 层 . 
对 任何 有 限 生成 4 校 几 和 上 面 的 开 集 U, 如 前 ， 我 们 有 TU, 
M°) =À, 5—50, G. EMME 

U e TU MD Orge oT UO) = NOU, 
相伴 的 层 。 由 于 Ñ = NQ (根据 93A)， 我 们 得 到 相应 的 层 
也 是 同 构 的 ; Ma = BQ. Ox. 

定义 令 (50,) 是 Noether PREN. BAE SC, 称 
为 的 定义 理想 ,和 如果 Supp 6, /3—X 并 且 局 部 环 空间 E, Oua) 
JE: Noether ERI, 

命题 9.5 令 (X,0,) É Naoetber 形式 概 型 。 

G) 如 果 H S, 是 两 个 定义 更 想 ， 则 存在 整数 n, a > 0， 
使 得 sos 和 3,21 

9 "un EAS 8, tdi (50,/9) 是 婚约 概 


证 明 

G) 令 3, 和 3 是 两 个 定义 理想 ， 则 关于 配 扩 空间 和， 我 们 
AJARA RER h: 0, O3, 和 f; 4. O,/S, MEER 
点 P€ x, SEPRE (S0, 包含 在 Uu 中 ， 其 中 Me 是 局 卷 还 
€,» 的 极 大 理想 .实际 上 ，@s,p1(3,)s RE PATEE (6,0,/8)) 
HRR. HALE, CEFE T Oa., RERNE E 
ERE (x,2,/9) 上 的 理想 层 S). GENAP, CHARA 


235. 


在 局 部 玩 的 极 大 理想 里面 。 因此 nN) 的 每 个 局 部 截 影 症 需 稚 
RCA 2.18), 由 于 (X, 0,/9). 是 Noerher REI, 3) 本 身 
RUE. 这 长 明 对 某 个 m 之 0，3 933。 另 一 部 分 由 对 称 性 得 
出 . 

(b) mik (X,0,/3) 是 既 约 鬼 型 ， 则 在 (2) 的 证 明 中 ,我 们 
得 到 A) — 0, AE 3239. 于 是 这 个 3, 如 果 存 在 ， 是 最 大 
的 ， 由 于 它 龙 叭 一 鸭 ， 存 存 性 变 成 了 局 部 间 题 。 因此 我 们 可 以 
[iR X RH Noether REB xA AH Mi Y 的 完备 化 ， 根据 
《93.1)， 可 以 假设 了 有 了 婚约 诱导 结构 . 令 X=Spec 4, Y -V(D). 
BH (9.4), 3 — 1^ RO, HWER, 0/3 (AY = Arn A 
HI oE X BIR mi. (X,0,/9). ER KER TRKE 
BERITE. 

(c) 令 3 是 任意 的 定义 埋 息 ,并 假设 给 定 a 0. 8, 是 唯 
RAELE, Wh a) FEER r 使 得 SOS T 
S23, FEE SU 是 定义 的 理想 。 实际 上 ， 这 可 以 局 部 地 检 
Be, 如 果 3,— RO pH, FR C) 的 符号 ， 则 由 《9.47 
CY SAY, TE (y. 6.36) 是 有 支 集 Y 的 概 型 。 称 
REPAY, e J. @,— Ov 是 相应 的 层 的 态 射 。 由 假 讽 《Y ， 
Ordi) = (X,@,/5) È Noether BEI TE KS) REKE. 
因此 K3") = KC LEERD, HSE CY Ovi) 一 
(GG, 0,/9*) 也 是 Noetber 概 型 。 

MALE XE Noecher PARY, 9 是 害 义 理想 、 对 每 
个 s>, REUS v. KIR GOVI, 

G) na) e, 模 的 DEPT a, [wa 


ABER p. "E HS 使 得 {PF pH 
ë PREA. 进 厕 假设， 对 每 个 s 2 n, kegs, 0 957, MI 
. PERD O. WEB NS nes = 3/99, 


Tama 


elite 


证 明 

(a) 问题 是 局 部 的 ， 因 此 可 假设 关 是 优 射 的 ， 且 等 于 X— 
Spec A W Y — VCI) 的 完备 化 ， 同 时 可 假设 对 某 个 有 限 生成 4 
Ë M, S = M^, 那么 从 《9.4a》 的 证 明 , 我 们 看 到 ， 对 每 个 as 
3/3" «(MIIMY, HE Z, XT Y. 一 Spec 《A141") E š 
聚 的 , 且 s= lim F, 

Cb) HAD RE Fa AD 0 K Ut. EX — BERT (EGRE X RULES LE 
而 我 们 假设 4 是 7 进 完备 , HXH A Feb AER UE R Ht 
m 令 M,—I(Y,,.9 ,)。 TE (M O 是 模 的 反 铅 系 ， 且 满足 
(9.3Ae) 的 假设 条 件 。 因此 我 们 得 到 M 一 lm M, 是 有 限 生成 
A 模 ( 因 为 4 是 完备 的 )， 并 且 对 每 个 a, M, = MIIM, BE 
S—üm4r, PE M^, MUCERR O, 模 ， 进 而 $/3"3 = 
(MIP MY (如 (a) 中 ), 于 是 9/98 = 多, 

定理 9.7 今 4 是 Noecher PT 
&. $ X — Spec, Y — VOD, 和 x-£í, WAF M M? 
和 $e rS) $98; fuc atomi e, 做 范畴 上 


8488.8 3 6 EZ W CHAT M. 

证 明 SE 228 MM? 是 正 合 的 (9.4)。 如 果 M 是 
有 限 型 4 模 ， 则 由 于 4 是 完备 的 (93Ab)，FCK,Me) 一 imM] 
PM 一 0, m 应 一 对。 因此 两 个 函 子 的 合成 是 恒 等 画 于 。 

E2, SERR O, iË, S I^ RE (3.62), S = lm ,, 
其 中 对 每 个 a0, S7, — 3/3"3， 现 在 层 的 反 向 系 (F .) W 
E (96b) 的 假设 。(9.6b) 的 证 明 实际 上 指出 了 ， 对 某 个 有 限 生 
LEM, H S = M^, Hh (92), TOGS)e im (Y, (M] 
IM) 一 tim M11"M — É, HIT ABL, Q=M, XEN 
T CONS) 是 有 限 生 成 4 模 ， 和 S = TOGSD^, BENNET 
£55 AH RR F. 

草 下 要 证 明 函 于 r(x, >) (ERE o, TW LEE 
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8.5 

0— 9, — $, — 5,— $ 
RARO RIESI, xS & Mim TOGSO. WJ M, 是 
LE E37 E PELUGED E — EE $l) 

0— M,— M.,— Mi, 
令 只 是 上 边 序列 左边 的 余 核 。 作 用 函 了 于， 人 我 们 得 到 关于 天 的 下 
合 列 


0— Mr — M? — Mi — R° — 0, 
但 是 对 每 个 1， 如 上 边 看 到 的 ，M? 全 了 ;于 是 我 们 断定 R= 
M femen ERU R = F(X.R^), MA R — 0. XET 
É BEBA, SR TERMEN. 


HM i 加 对 名 个 ant = # = wy F, e" 
== F On Da 
证 明 SURE RIAL ERTR US: C0. 


` € p" 

i94 在 Nocther KRAD F 0) BERIEUU KERRY 
AREER CN 9.4). A-H, TERK R LIIR 
聚 层 的 柴 毕 性 质 不 可 括 到 形式 概 型 上 。 例如 ， 如 果 x MWEE 
XCP;， 沿 闭 于 马 Y 的 完备 化 ， 自 如果 DO: 一 DX1)^， 则 可 能 在 
在 天 上 的 非 零 疑 双 层 生 使 得 对 所 有 reZ 有 rE, X))=0. 
特 唱 地 ,没有 日 整体 截 影 生成 的 李 的 握 层 (第 三 章 ,可 题 11.7》 
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9.4 $ X Nether gp, v BTK, X REX ik Y 的 完备 化 ， 我 们 黎 
r(0s) 为 x 沼 Y 的 形式 -正则 函数 还 在 这 个 习题 中 ， 我们 让 全 如 


» és 


9.3 


Kv gn. JERHOLRIEREBIOT RETE X — PL 中 ,其 中 
ARBAR. M r(X,0;) =A. 
(a) 4 EymggERIE. 用 (8.13) fa (8.12) 证 明 存 在 Y 上 展 的 包 
BKA ILICA, 
(h) 证 明 : 对 任何 21, Og = 0. 
(<) 用 正 合 列 
OI grt» rm esf n 0 
Tuy r WIARE: HRT’ 21, DYSON 77) 一 和 [用 (8.21 
^e), ] 
(4) 证 明 : PCR) = k. 《实际 上 ,不 候 设 了 是 非 异 的 ， 同 样 的 结果 
坡 立 * 但 是 证 明 比 较 复 杂 ， 参见 Harborne [3,(7.3)]). 
9.1 的 结果 证 明王 面 的 几何 结果 . 令 Y CX e PL 和 习题 9.1 
中 扯 同 : 令 h Xz Tk RKR Bu CO 是 单 闭 点 Pez。 则 
f(X) = P, 
对 形式 概 型 证 明 (5.6) 的 类 似 结 果 , 即 如 果 半 是 仿 射 形式 概 型 ， 
o=o 0 
是 Os USE PL STO UR. S" ARRI TURECE EO RI 
0—TI(X,S')oSr(X,Syr(X,S' 0 
REAM HERAF i Up tir. 
(a) 4 S E X yg SUB REGIS 0 > 0 5 E EG PI 
025/93" S IF 3" —0, 
18 (5.6) BETRE PE — FUTDRUERI: 对 每 个 开 仿 射 子 集 HC X, M 
oru, /YF rU, 9/3 3 ru, F 35 0 
RESH. 
(5) MÆR FIRIR (9-1), (9.2) 和 (9.6). ER S =lim9 / Se" 
LET K 86&8y2l 8 Fe tn. T 
用 习题 9,3 证 明 : 如 里 
bi We st 0 
其 Noerher ERAR X 050, 核 的 正 合 序列 ， 且 FOI PARN 
M) p SP 08. 
METE Noecer 形式 概 型 X EB M Bo HUE CEPR BOE k. 
MARM ' el rl 21k ELCHE DI 
4 X jh Noether T, C Rp, 8 足 定 久 理想 ,和 鸡 每 个 e Y. 是 概 弄 
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(29I). BiREOUBE 3 (Yar Y) 满足 Mitteg-Lettler A 
件 :那么 证 明 PieX — limpicY。， 如 概 型 的 情形 我 们 定义 Fick XW 
是 1 的 局 部 自由 少校 在 运算 之 下 成 的 属 ， 按 下 面 的 步骤 先行. 

(9) 使 用 keréór Yups Ar, p TC n Or,)) 是 剧 零 理想 的 事实 来 证 
明 各 自 环 中 的 单位 元 的 反 向 系 《T(Y。5 线 ,)) 也 满足 (ML). 

(0 93 E 0, 粮 的 凝聚 层 ， 假 设 对 每 个 a。 存在 某 个 同 构 p.: S 
人 全 =Or,。 那 么 证 明 存在 同 构 Sc). Et AA p. Zi T LR 
系 (FYI) 3a (£v) d aTTERIBEREUR TES  UERBELIRIUM Pie X5 
lim Pic Y。 是 单 射 。 

(D 对 每 个 a, 给 定 Y。 HITER MAR aO =s. #f 
Some) 构造 映射 儿 , 一 纪 ， 以 得 到 反 向 系 并 证 明 € = ims. 
E X FE. 然后 证 明 ° 是 秋 1 的 局 即 自由 层 ， 并 因此 所 定 歇 
射 Pic 先 slimPic Y, ERM. MEt, 因为 即使 每 个 ERE 1 的 
局 缉 自由 层 》 但 为 了 使 它们 是 匀 由 的 所 需要 的 开 集 可 以 陆 着 o NAA 
D 

(4) 证 明 : mR X 0j MEI ste Y. ETE k E FO IER MRR 
fep. 0v)) 满足 MLO” RAE. 

Wii: 进一步 的 便于 和 应 用 参见 (第 三 章 , 习 题 11.5 214.77, 
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第 三 章 上 fm iW 


本 章 要 定义 拓扑 空间 上 Abel 群 层 的 上 同调 一 般 概念 ， 而 后 
再 详尽 讨 纶 Noether FUSE E RRE SHERR E [ed UR. 

有 许多 不 同 的 方法 引进 上 同调 ， 但 其 最 终结 果 通 常 是 一 样 
的 .这 些 力 法 包括 在 多 复 变 论 中 常用 的 良 层 分 解 方 法 《可 见于 
Gunning-Rossi!); Serre 用 过 的 Čech 上 同调 , 他 首先 将 其 用 于 
抽象 代数 几何 ;Godeinentt 的 典 则 松 层 分 解 ; 还 有 Grothendieck'! 
的 导出 函 子 法 ， 每 种 方法 都 有 其 自身 的 重要 性 。 

我 们 将 采用 整体 截 影 函 子 的 导出 函 子 作为 基本 定义 (4 1,2). 
这 是 最 具 一 般 性 的 定义 ,尤其 适用 于 理论 问题 ， 像 第 7 节 中 Serre 
对 俩 定理 的 证 明 。 可 是 它 实际 上 不 能 计算 , 所 以 我 们 在 第 4 节 引 
H Čech EAW, 并 在 第 5 节 中 ， 用 它 以 显 式 来 计算 射影 空间 Pr 
上 层 C») 的 上 同调 . 

为 证 明 Čeh 上 同调 与 导出 函 子 上 司 育 的 一 致 全 ， 我 们 需要 
知道 仿 射 概 型 上 所 肇 紊 层 的 高 阶 上 同调 全 为 0. RAEE Noether 
概 息 情形 在 第 3 入 证 明 这 一 点 ,因为 就 技巧 性 而 言 , 它 比 任 意 仿 射 
HARRE CLEGAIU,S 11) 要 简单 得 多 。 因 此 在 水 及 上 同调 的 
所 有 定理 小, 我 们 总 是 约定 加 上 了 Noether 性 的 条 人 性。 

作为 应 用 ,我 们 证 明了 对 影 窗 X 的 算术 亏 格 (在 第 一 章 第 7 他 
中 定义 ， 它 依 肉 于 的 射影 嵌入) 可 以 经 由 上 同调 天 HCX,@z) 
计算 ， 从 而 是 内 殖 的 《习题 53)。 也 证 明了 在 一 个 正规 射影 谍 的 
Bh 832 5482818 (9.13). 

另 一 个 位 用 是 Zariski 主 定理 《11.4), CERURA FHR 
Sup Sg. 

本 章 最 后 一 部 分 (第 8 一 12 节 ) 专门 研究 概 型 族 , 即 讨论 态 身 
的 纤维 .特别 还 包括 了 关 士 平坦 态 射 的 一 节 及 光 疹 态 射 的 一 节 . 虽 
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#iZB NSS AB KARRA, AEREA iñi) LC 
Tn ESE E trae E op gia (9.9). 
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Aen reg HESSE e ROG EL ica I D TS f. 由 于 
不 同 知识 来 源 的 符号 与 术语 各 不 相间 ， 这 一 节 中 (我们 汇集 了 所 需 
要 的 基本 定义 与 结果 。 进一步 的 细节 可 在 下 列 文献 中 起 到 ; 
Godement [1， 特 别 是 第 上 章 $1,1.1 一 1.8, 2.1 一 2.4, 5.1—5.1], 
Hilton-Stammbach [1, 第 11, 1V, 1X #£], Grotbendieck [1,58 
U#,S1,2,3],Cartan—Eilenberg [1 , 1l, V #j, Rotman[l, 
$ 6]. 

定义 ”一 个 Abel 范畴 是 一 个 范畴 %， 使 得 : 对 每 个 4,8< 
ObA, Hom( 4, B) 具有 一 个 Abel 群 结构 , 且 复 合法 则 是 线性 的 ， 
有 限 直 和 存在 ,每 个 态 射 有 核 及 余 核 ,每 个 单 -- 态 射 是 共 余 核 的 核 
而 每 个 外 附 态 射 是 其 核 的 余 核 ， 最 后 ， 每 个 态 射 均 可 分 解 为 一 个 
外 附 态 射 复 合 于 一 个 单 -- 态 射 《Hilton-Scammbacb[ 1, p. 78]). 

直面 的 便于 全 是 Abel 0538. 

例 1.0.1 Ao, Abel 群 范畴 。 

例 1.0.2 9ioa(4)， 环 4( 具 单位 元 的 交换 环 ) 上 的 模范 团 。 

fi 14.3 ACX), 拓扑 空间 X 上 Abel HZS. 

$11.04 Dod (X), KEZE (XA) 上 CO. RREH. 

例 1.0.5 Q(X, WX E, Or BURREN. (GRDE, 
5.7) 

$61.66 Grb( X), Noecher MEE X E Or RERE E B CE. 
28,57) 

例 1.0.7 Gxb(X) Noerher EARR (X, €,) 上 的 O, MORE 
REW. 

本 节 后 后 我 们 要 在 任意 Avel APH FED REE UC 
数 的 基本 结果 ， 但 在 大 多 数 的 书 中 ,仅仅 对 环 上 的 模范 畴 进行 证 
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BR IERRA 3525 2 ERE EB PEE GESSIT SOR KAR 
BIO B R EP SU. GHEAN Abel AMH, HEERS 
XExX.GREDIERGDTTEREAT USA. EDARIA KHA 
个 难点 。 《1) 从 Abel 范畴 的 公理 出 发 ,很 本 不 提 及 任何 一 个 元 
素 , 而 对 所 有 的 结果 给 出 一 个 内 蕴 的 证 明 。 这 咽 然 繁 焉 ;但 能 够 做 
到 , 讽 如 可 多 Freyd, (2) 注意 到 我 们 所 用 到 的 每 个 范畴 中 《大 
部 分 都 在 士 耐 举 仙 的 例 上 中 ) 实 蒜 上 可 用 图 形 追 承 法 给 出 证 明 。 

或 考 (3)， 承 认 "“ 完 全 嵌 和 人 定理”(Freyd [1, 第 7 21), 组 略 地 说 ， 
CHRE Abel 范畴 均等 价 于 9b HATER, 这 意味 着 ， 
任何 一 个 泡 闭 论 的 论断 ( 例 丸 5- 引 理 ?， 如 果 能 在 Ab 中 得 到 证 明 
(AHERE ERE) ME WEER Abel (Bru. 

现存 开始 复习 同调 代数 ， 一 个 4bel 范畴 u 中 的 一 个 复 形 
A. EHR A, EZRES dA 47 的 集 ， 对 所 有 i， 满 足 
dired 一 0. 如果 对 象 A 仅 限 定 在 某 个 范围 内 ,例如 / 关 0， 则 
对 其 他 的 i， 四 4 一 0， RIEBIR— TREE 1:4" B' Rs 
Bt Pd! om B, XS i RA, RERA s i ARR d T 
m. 

RUE A Bi NEKAT KOC) 定义 为 kerdiyimd 
3.40 一 8B” 为 复 形 间 态 射 ， 则 诱导 了 一 个 自然 映射 EOD: 
MOL) KCB), 8 0 4 B'— C0 是 一 个 复 形 间 
的 短 正 合 序列 时 ,存在 一 个 自然 映射 8 :CC ) o9 KC), H 
给 出 一 个 长 正 合 序列 

DR KC AT) KB) o (CT) MG) me e 

EARTE feg: A 一 BI 称 为 同 伦 ( 记 为 í ~ g), 是 
指 存在 一 系列 态 射 kA 4A!， 以 i 为 指标 ,《 不 必 与 dnm) 
使 得 f — g-—4k-F kd. ZRIN k= (E) 称 作 是 一 个 
AEAF. S f ~ 6， 则 了 与 ?在 每 第 i 个 十 癌 调 元 问 诱 导出 相 
MAIRA MAT) 9 CB). 

由 一 个 Abel 范畴 到 另 一 个 Abel AMIERT Pu 
8, XA 舌 中 任意 两 个 对 象 4， 个 ， 所 诱导 的 映射 Ham (A, 
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A) HomCP 4,F4')20 Abel EWEA, AFRA PHE 
BO. EPEMA BASA % 中 短 正 合 序列 
0— 4 — A— Z — 0. 

序列 

OFA —FA-FÁAU 
在昌 中 为 正 合 ， 则 称 它 为 左 正 合 .如 在 上 述 中 将 左边 的 0 换 
到 右边 ,. 称 下 为 右 正 合 。 如 果 共 同时 为 左 正 合 与 右 正 合 ， 则 称 F 
为 正 合 ， 如 果 仅 中 间 部 分 F4'— F4-> PA” XER, EFE 
paee. 

对 于 道 变 函 子 可 作 相 似 的 定义 。 例 如 :由 一 名 为 左 正 合家 
示 它 为 可 加 的 , 且 对 上 面 的 任意 短 正 合 序列 ,序列 UU 

OFE FARA 
# % PAEA. 

例 1.0.8 X31 Abel 范畴 ， 4 为 其 中 一 个 给 定 的 对 象 ， 
NIF B — Hom(4, B) GERLA Hom (4, * ) 表示 ) AAH 
S 的 协 变 左 正 合 函 子 ， 函 子 Hom《，,4) 为 站 到 6b 的 逆 变 左 正 
RRF. 

转 而 叙述 分 解 及 导出 函 子 。 如 果 % 中 一 对 象 ! 使 孙子 Hom 
C. D JERK 1 为 内 射 引 中 对 象 了 的 一 个 肉身 分解 是 一 复 形 
了 HRR i> 0 定义 ,同时 有 一 个 态 射 s:4 12, Hb 
i20, Jë % rh EJ M 18 , BER 

0— 4— i... 
AEA. . 

305 9 rh EE PE SUBE T 中 某 内 射 对 象 的 子 对 象 , 则 
射 分 解 。 另 外 ,有 一 个 周知 的 引 理 表明 ,和 任 两 个 内 射 分 解 必 同 伦 等 
fr. 

Su S OO B EIN XC] Abel 范畴 ， F: — 8 是 一 个 协 
变 正 合 孙子 ， 我 们 可 构造 的 右 导 出 函 子 RF, i 20 WF. 对 
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KCFG?)). 
Me EO FLERE 0 T Ahe! QM F:%— % 


"even papae i e uggan 
T, PE GASAN SEDEER; CHR Tal EHE 


BBN) 
(62 frenum 


e RIRÇA) > RECA) > REG) e RIPE) 一 
RRCA) > 
<d) B B (e) D E ITEGEA PB 


B — B" 一 0 的 大 射 时 ， 这 和 
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定义 ”对 定理 中 的 rue, ARARE AEN. z 
指 对 所 有 i 之 0 有 R'F(J)= 0. 

.命题 1.2A i F:A>B 如 《114) 中 ， 且 存在 正 合 序 列 

GAP O O 
EQSRIBRR i28 WEA ORN WAN E PNG 
WO. WART S0, AARAA RPA) e KOU) 

我 们 让 读 老 自己 络 下 面 一 些 类 似 的 定义 : HHR, A 
分 解 ,具有 足够 投射 元 六 Abel R, DEAE ATAA HA 
子 。 还 有 左 正 合 北 变 殉 子 的 右 导出 函 子 (利用 投射 分 解 ) 休 及 右 工 
ACTUS T (2c S ini CRURA EAD. 


DLE 


下 面 要 给 出 导出 函 子 的 一 个 泛 人 性 质 ， 为 此 ， 我 们 以 下 商定 义 
Seer. 

定义 RUBH Abel ER, dL ALS EODD 4 
手 是 指 -一 系列 的 函 子 了 - (TO. ARHIEER EARN 0 一 
A> A A080 dosi ITO") TA), WE: 

(D 对 每 个 上 述 短 正 合 列 ,存在 长 正 合 列 

0 TO) > TAA) > TIT TU) 9 

TUO TUA ) TQ) e TG m à 

QD 对 每 个 上 述 短 正 合 列 到 另 一 个 0 一 8 一 B 一 B” 一 0 

RB Vix 6 a rh RE 
TIS T (n) 
1 1 
T(B') e TOB) 

EX ¿m+ T (T) U> 罗 称 为 泛 的 ,是 指 对 给 定 的 另 
-AEE AF T (07): 0 9 FORET EGSH PT 
TV PRO 存在 唯一 的 一 系列 态 射 了;T' TU. AWHA 
所 给 出 的 f. 布 且 对 每 个 短 正 台 列 ; 它 与 六 可 交换 。 

ELLE 4 Pun % 为 协 变 可 加 函 子 , 则 由 定义 知道 , 最 
多 只 存在 一 个 (在 同 构 下 唯一 的 ) 泛 6 久子 了 使 T'— F. ETE 


定义 d FG) B AIMAT. MERGA UNR A, 
存在 单 态 射 :4 — M.M 为 各 中 某 元 ,使 得 FO) — 0, WJ F 
为 可 消 抹 的 .如 果 对 每 个 4, FERE uP — A, Ë FG 0, 
则 称 下 为 上 可 消 生 的 。 

XX13A T(m USNE APE 
+> or AR Bir 358 RT 

证 明 Grothendieck [ 1,11, 3.2 了 |。 
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Aa, WEHRT (HF) EE 4408 F = RP. 
f UTAZER, HY 


证 明 EFOREGUGRRT. Mib (CIA), (RF) 是 一 个 
BB. LIAE DA A, ou 09 ELA SUPEREST S 
射 。 手 是 由 (LIA》, M £020 有 R'F(I) =0, # BRD = 0, 
HI R'F 对 每 个 i 之 0 为 可 消 抹 的 ， 由 定理 得 到 《 R'F ?为 王 的 。 

男 一 方面 ,对 给 出 的 泛 a BBS T, ha 函 子 的 定义 知道 为 
左 正 台 ,由 于 刀具 足够 的 内 射 元 , 则 导出 函 子 RIT 存在 。 我 们 
MUMET (PTY 是 另 一 个 下 3 nT. 于 是 ,因为 RT = T 
则 由 (1.21) 知 ,对 每 个 了 有 RTS T. 


2 E mi 


£ BENE BUR TJ Seo T. 30g SERI ERIUN, Hh 
后 ,作为 上 同调 一 般 医 巧 的 应 用 我 们 将 证 明 Grothendieck 的 一 个 
定理 , 它 是 关于 在 Noether 拓扑 空间 上 “同调 为 零 的 定理 .首先 ， 
我 们 必须 验证 所 用 到 的 范畴 具有 足够 的 内 射 元 。 


T 


证 明 设 . 灾 为 一 Or E. MAT z€ X, EF, A 
四 zx 模 。 因而 有 一 个 单 同 态 F. >lo, Kr tL ERN Orre 
B OGIA) 对 每 点 =， 令 了 表示 单 点 空间 (z) 3] x 4091218 
射 ， 并 考虑 层 S = Teil) EH 1, BERAZ {z} 上 的 
E, i 表示 正 像 函 子 (第 二 章 第 1 节 ). 

由 直 积 的 定义 ， 对 任 一 € RE 多 成立 Homs (%,.#) 一 
DHomo,CO CL). — 另外 ， 对 每 个 点 *《X， 有 Hom, F, 
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和 (1:)) & Homs, (%,,1,), EHE E Beg Ip 
0) —T 6562, mldaüke; 多 。 1, 得 到 了 一 个 6. GE 
闻 的 自然 态 射 多 — Z. 它 显 然 是 单 的 。 U.i Ara F 
Homo, + F) JE BBS F ARRAT 9 9 多 ;复合 上 Homes, 
CLARAMMA z€ X BUE, 其 中 Hom,,,0* £2, BX 
LARI OL. EL, DOSSIERS T. TE, Hom( 4) 是 一 个 
正 合 函 子 。 从 而 -Z BUS e. 

$23 当头 为 任 一 拓 外 空间 ， 则 X 上 的 Abel 群 层 范畴 ub 


um LÀ o. Kimi Z, M(X, On) 是 一 环 层 空间 ， 
H Mok X) = oC X ). 

定义 、 设 X 为 一 拓扑 空间 ， TO, >) 表示 WCX) 到 中 的 
ERKAT, PRIDEX FHIR HC 90 TOC ) 的 
EIHAT. GEBET, B HO, 7) IOS 多 的 上 同调 
Hn OBGELULE x. 多- AAEREN, SE n DENT 
AERE LAATRERENEE MAF 只 看 作 所 在 拓扑 
空间 上 的 Abel RE 

请 读者 写 出 长 正 合 列 来 。 它 可 由 导出 柄 子 的 一 般 性 质 得 到 
(11A), 

回想 一 下 (第 二 章 ,习题 16), SERI EURT 称 为 松 
的 ,是 指 对 任 一 开 集 的 包含 瞻 射 VCU, Rak FU) 一 区 
(V) 82548. 

3188 24 Jn (x,O) HEREN, MEAN Ox SEP 
的 . 

证 明 ， 戏 任意 开 子 集 UCxX, $ O, RRR HOD, € 
是 由 e, 限制 到 避 止 ,再 在 已 外 作 零 扩张 得 到 (第 一 章 , 习 题 L19). 
设 Z 是 一 个 内 射 0, B, VOU 为 开 集 , 则 有 A BEI GLAD 
Hooro On BESAR ARRS Hom(O,,.Z)— 
Hom(Ar, F) —0. 然 厅 Hom(Oy, F) — F(U), Hom(óy , 
Z= ZC), Mens 


Mo» 


LLESSL SS 

证 明 将 多 KAR AX 中 的 内 射 对 象 Z h, £$ 9 为 

商 层 : 

0 — F > A — (1-0, 
由 假设 , F 为 松 ,又 由 (2.4) 知 .9 为 松 ， 故 由 第 二 章 ， 习题 1.16 
«a9 XE. DS 多 为 松 , 故 有 正 台 序列 (第 二 章 , 习 题 Ll6b) 

0— T(X,2/) > T(X GI) TCX 0) 0, 

另 一 方正 ,因为 IHR 0 有 H(X, I) - (11 
Ae), Mn, 由 上 同调 的 长 正 合 列 得 到 HC, 97) 一 0， 并 对 每 
£ 22, 有 BX, F) = HX, F), (B € b JEE BO, 故 对 
í 进行 归纳 得 到 结果 , 

注 2.5.1 这 个 结果 告 拆 我们， 松 层 对 于 函 子 TCX,，) AF 
调 。 因 而 可 以 用 松 层 分 解 去 计算 上 同调 (1.2A)， 特 别 ， 有 下 面 结 
R. 


WES] 作为 由 MonX) 到 Bb MAF F(X,.) RES 
Süob(X) HARR ZHRRESREVERCSE HH GRUT HU, MEERN RA 
(2.42， 而 松 层 为 零 调 (2. 和 ， 故 这 个 分 解 给 出 了 通常 的 上 同调 函 子 
(l.22AD, . 

Z261 ik (X, OD 为 环 层 空间 ，4 — T(X, Ox)， 则 对 
任意 2, 模 层 多 ,TCX F) 具有 自然 的 4 模 结 构 , Fp M h 
于 可 用 范畴 MoA) 的 分 解 去 计算 上 同调 ， F 的 所 有 上 同调 
群 者 有 自然 的 4 埃 结 构 , 相 关 的 那些 正 合 序列 也 都 是 4 模 序 列 ,等 
等 。 例 如 ,对 某 个 环 B, 及 Spec8 LARR X, 任意 O, EF 
的 上 同调 群 有 自然 的 8 模 结 构 


Grathendieck 的 消灭 定理 
定理 2.7 (Grotheudieck!) 3g X Xy n 4E Noether 拓扑 空间 ， 


(MTS 


则 对 所 有 i> 4 及 上 所 有 Abel BEZ, RY HX, F). 

ZEUEBH 201, TUI UEEGRIBRGEMGRIRAQAR. E 
(GF I 昆 由 正 向 集 4 作 指标 集 的 ,X 上 层 的 正 向 系 ,我 们 已 定义 过 
正 向 极 隐 lim 多 。《 第 二 章 , 习题 1.10)。 
"RID I 

证 明 i CF.) 为 一 松 层 的 正身 系 ， 则 对 年 意 开 子 集 间 包 
RAA VOU RER a, 有 SU) S XV) Nik. 由 于 
lim 是 个 正 合 函 子 , 香 到 

lim FAN lim F XV) 
DRAA. {E Noether 拓扑 空间 上 ， 对 任意 开 子 集 成 立 
dim FU) — Cim XU) (第 二 章 ,习题 111), 故 有 
Clim FAU) — ( lim S CV) 

DMA m 多 。 为 松 层 ， 

命题 2.9 设 大 是 个 Nocther 拓扑 空间 , C47.) E Abel 


lim H(X, 7) — H(X, lim F). 
证 明 大 每 个 “有 自然 映射 F Cm 它 话 导出 上 同 
调 间 的 映射 ,然后 再 取 其 正 向 极限 ， 当 i 一 0, 结果 已 经 证 明 (第 
二 章 ,习题 1.11) .对 一 般 情 形 , 芳 原 范畴 (nb LOC) E e DL A 
为 指标 集 的 %b( X) 中 所 有 正 向 系 构成 。 这 是 个 Abel 范畴 。 又 
BUT ow 是 正 合 孙子 ,我 们 得 到 中 Ind (90(X)) 到 90 ng b ë+ 
间 的 自然 变换 
dim Hr, ) > (X, lim = ), 
它们 在 工 一 4 时 相等 , 收 村 证 己 它 们 相同 ,只 要 证 明 共 对 1 之 4 时 
均 为 可 消 抹 的 。 这 样 , 由 (1.3), 它们 都 是 泛 的 从 而 必 为 同 构 ， 
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iE (Fa) € m ACX) HED o, @, 代表 多 ,的 不 
EREK (第 二 章 , HH 1.16e)， 于 是 Z. 为 松 层 且 有 自然 的 
包含 关系 多 ,— Z, SURE V. rms Tt S. 
也 形成 一 个 正 向 系 , 从 而 在 范畴 imn X) thi831—À SH 
ui(97,.) > (92. 但 €, EI, 故 HOD, 4,0 0 x i0 
成 并 (2.5)。 因此 dm HX, €,) = 0, HERATI í > 0 为 
TARAI BA, MCBA, lime, 也 是 松 的 ， 从 而 对 “> 
9, A(X, lim &,) 一 0， 它 表 明了 右 端 的 函 子 也 是 可 消 抹 的 


证 明 完 成 ， 
注 2.9.1 作为 特殊 情形 ,知道 上 同调 与 无 限 直 和 可 交换 


证 明 iz 47 06 9 在 Y 上 的 一 个 松 层 分 解 ,于 是 je.9 “是 
入 多 在 X 的 松 层 分 解 ， 且 对 每 个 i, 有 TOY, 4)» — TX, fa 
了 )。 故 而 街 到 相同 的 上 同调 群 。 

#2101 沿用 先 的 的 供用 符号 (第 二 章 ,习题 1.19), 我 们 常 
以 多 来 替代 js 多 。 引 理 虚 明 ,对 于 上 同调 而 言 上 述 用 法 不 会 引 
起 误解 。 

(2.7) 的 证 明 ” 先 给 定 一 些 记号 ,， 若 Y X —T HT SESS 
大 上 任 一 层 多 ， 令 Sr = (S ir), HY 一 XX 为 包含 映射 。 
当 上 为 XX 的 开 子 集 ， 令 S = (2 WV, Kus X xu 
含 ， 特 别 地 ,车 U 一 多 一 了 Y， 我 们 有 正 合 序列 

>F p> F Fy, 
CR — E, KN 1.19) 

我 们 将 分 若干 步 ,对 n= dimX 进行 归纳 来 证 明 。 

第 1 步 。 化 为 丈 为 不 可 约 的 情形 ， 若 天 可 约 ， 令 了 为 其 一 个 
Tui U-—X—Y. FROSHER 多 ,有 正 合 刘 

1 一 多 一 多 一 多 一 0。 
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由 上 同调 的 长 正 合 列 知道 ,只 要 证 明 当 『 > 二 时 OX, y) = 
0, HOC F y) = 0 TAT. AY AART, MF o EE 
闭 于 巢 志 上 的 户 ， 其 中 所 的 不 可 约 分 支 歼 少 于 大 的 。 因而 用 
(2.10) 并 对 不 可 约 分 支 数 进行 归纳 ， 就 化 到 X 为 不 可 约 的 情形 。 

筑 2 步 , 设 X 为 0 维 不 可 约 ,于 是 的 升 于 乐 只 有 多 肥 空 保 . 
否则 XX 就 会 有 一 个 真 不 可 约 困 池 焦 ,从 而 有 dim 之 1。 因此 
T(X, -) 诱 蜡 出 范畴 间 的 等 价 : (X) — wo. 特别 地 ，TCX， 
' )R— ESE T.U ic 0 及 所 有 F, HHX, F) = 
0, 


EID. MERX AETI, T PCIE e %b( X). 
4 Bo Uwcx QU), 420 日 册 有 限于 集 的 集合 ，<c 4, Fa 
为 多 HE o 中 的 (各 个 开 子 集 上 的 ) 截 影 生成 的 子 层 。 FE, A 
为 正 向 集 , 而 多 — tim F., 故 由 (2 9), 只 要 证 明 对 多。 的 上 
同调 为 等 就 可 以 了 .着 4 是 = 的 子 集 , 册 有 正 合 列 

0— uo G0 
其 中 多 是 由 #(a 一 4) 个 基 些 开 集 上 的 裁 影 生 成 的 。 因 而 , 用 上 
同调 的 长 正 合 列 并 对 草 Ca) 归纳 ,我 们 将 问题 化 到 多 是 某 个 开 集 
也 上 单个 截 影 生成 的 层 的 情形 。 这 时 ， 多” 是 层 Zu 的 商 层 (其 中 
工 表 示 X 上 的 常 层 Z)， 令 S RLR AESA 

0— Xo Z5 0, 
再 用 上 同调 长 正 合 列 ， 则 只 要 证 明 对 Z 及 Z, 峭 灭 定理 成 立 就 
可 以 了 。 

第 4 步 。 设 U 为 X 的 开 于 集 , 统 为 Z, 的 子 层 .对 每 个 re 

U, ER ELETR 46 一 0 的 情形 留 到 第 5 步 去 解决. 若 
S0, QAHRA SE, HERNES. 于 是 存在 一 个 非 空 
FFE VCU, 使得 Epad- Zu, CE Z|, 的 于 层 。 因此 
Sb, = Z， 且 有 正 合 列 

0— Zr — £ — NID — 0, 
JURE de/Z, WIREX KAFE QU 一 VY 上 ， 册 为 大 不 可 
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Ej QU — VY ñd < x, 用 (2.10) 及 归纳 假设 ,我 们 知道 , 当 
iatt H'(X,227Z,) 一 0， 故 而 由 上 同调 的 长 正 合 列 , 只 要 证 
WIR Zvi HET. 

第 5 g. sen A NENH (ERE THE UC X, i> 
nit H(X,Z,)—0, $ y 一 XX 一 U， 于 是 有 正人 台 序 列 

0 一 DZv >Z >Z — 0, 

B X Ao], fi dimY < dimX, io Q.10) laf, F 
有 HO, Z) 一 0 X iZ n 上 成立 BIr, ZERTAZ LK 
AE, RAAYS) BUE. E SIE EIER YES EI C 时 
H(x,Z,)— 8. iE&. 

历史 注 记 本 节 中 定义 的 导出 函 子 上 同调 是 由 Grothendieck 
引进 的 ,并 用 于 LEGA] 中 的 理论 。 在 代数 几何 中 使 用 层 的 上 同 
调 ,由 Sere 开始 中。 在 那 篇 文章 及 以 后 的 文章 外 中 ， Serre A 
与 了 Zariaki RIRA E L R ERRER Čech 上 同调 。 E 
与 导出 函 子 论 的 等 价 性 可 由 “Leray SEXE" H CSI 4.1). EH 
Carran 的 " 完 硅 8 "以 同伴 的 论证 表 阴 ,在 一 个 复 解 析 空 间 上 ,此 
RREN Čech 上 网 调 等 于 导出 随 子 上 同调 。Gunajng-Rossi 
用 了 一 种 可 在 优 紧 Hausdorff 空间 上 的 层 的 良 层 分 解 来 计算 的 
上 同调 。 它 与 我 们 所 用 理论 的 等 价 性 在 Godement[1, 定 理 4.7.1， 
181 页 。 及 263 页 的 习题 7.2.1] 有 证 十 ,他 同时 证 明了 上 述 两 种 理 
论 与 他 的 用 典 则 松 层 分 解 定义 的 理论 站 一 致 的 ，Codement 还 证 
明了 [1,288 页 , 定理 5.10.1] Ë Hausdorff 空间 上 他 的 理论 
SATF Čech 上 同调 这 就 提供 了 一 毕 桥 梁 以 连接 具 常 系数 的 祭 
AEREE, 这 在 Spanier?! 岁 节 中 有 所 展示 。 他 证 明了 在 仿 紧 
拓扑 空间 上 ， Čech HAIM, Alexander 上 同调 及 奇异 上 同调 全 
都 吻合 ( 见 Spanier [1,314,327，334 页 ] )。 

消灭 定理 (2.7) 由 Sere"! 先 对 在 代数 曲线 及 射影 代数 窗 上 的 
EREA, RA, APRIRE EHT. CUTE 
一 个 ( 实 ) n EE East Er ASK i> = 时 为 零 的 定理 ， 
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3 


2-1 (a) 设 x =A, JERR ENIM EAR. P, Q JE x BS + ll 


Rd. U < X — {P,0), uH HO Z0), 
Cb) Hi--KkHi, JE YX = At atl TUS ET tr EAA Y n 
HU = X — Y, 证明 n0X Z5), 因此 (2.7) 基 最 好 的 能 得 到 的 


2.2 i% X =P) 为 代数 采 域 4 上 的 射影 直 绕 ， 主 明 ( 第 二 章 , 习 题 1.214) 


23 B 
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的 正 台 列 o5 0—x— X059 EO- RRRA, 
381.216 得 出 对 所 有 :>0 H HX) 一 0 (Eh. 
piali (Gratheadieck"1) jẹ x Athal, Y ARF 
集 ， # 是 一 个 Abel RE. 让 DY(G9) ERF 的 支 集 在 Y ciii 
REPE. 《第 二 章 ， 习 题 1.207) 
" 证 明 r (X, ) Rb eX) 到 Wb 的 一 个 左 正 合 函 子 
Hy *) BRAF Ty《X，。) 的 右 导 出 函 子 ,它们 就 是 系数 在 
» 层 中 的 ， 其 Y desc ipo x MHA. 
(b) É 0 一 9 一 9 一 "8 一 0 为 层 的 正 合 序列 ,其 中 97 为 松 层 .证 明 
de Pr XF TyF" 20 
AER. 
(e) 证 明 当 作为 松 时 ,对 所 有 i20. HEOGS) 一 0 成 立 
G0 EF XU EREI 
Oly X F )j2r( X49) r(X — Y,9 )>0 


AEG. 
(Q # U < x— Y. RE EEE 5, 有 上 同调 尾 的 长 正 合 序 列 
0 Hy(X,9 ) H*(X,9 PES |ui) HAF 
HAGS jy H (US |o )9HLCX SB —-.. 
(O t 令 V 为 x 中 包含 Y HFE, J 26988 T FR a 
HCX, F ZH V SF |v) 
XBO i MTEL. 
Mayer- Victoris. RAL + YoY, AxPANATR. MEERE 
E Efe IER PU 
mH av, (XF )9 Hy (AF 0 Hy OG 9 Hy ur (M F > 


“252° 


Hia (X S y>... 


2.5 dRXX Lek) BAZERA.) PeX S—H AB X» 
Ue A QeX 使 PE (QU. 的 集 各 。 称 X, X Puit 
BATEE. 9 iXX XEM EET X EES, $ 
S,-08, WEAN iS, 我 们 有 HGF) = HX y) 

16 XX Noether JAFE, {Jahaca XX EHH Abe) 群 层 的 正 
向 系 。 则 mé. UEA 9 dS (WAG 先 证 一 个 层 8 X89358 


AE, MESHE UCX, SAT = PEZ Rx S oM 1d 
I, FE El Zum 的 扩张 ,其 次 ,证 朋 任意 这 和 神 层 实 均 为 有 限 
生成 ,从 而 性 这 映射 S dim f, HARRA Z. 8. 

2.7 S 为 加 (具有 通常 的 拓扑 )，2 为 常 层 
G0 用 鬼 们 的 上 同调 定义 :证明 HX5',2)2 , 
《b) ik S On S^ ERKAMA. EB) HAC) = 0 


3. Noether 仿 射 概 型 的 上 同调 


本 节 将 证 明 , 当 X 一 Spech 为 一 Noerher WARNE, tt 
所 有 io RBRUM C. REF 有 H(X,2Z )= 0 X 
键 点 在 于 证 明 当 7 为 内 射 4 模 时 ， SpecA bET 为 松 。 fter 
代数 准备 。 

命题 31A (Kul 定理 ) AA Noether m, MCN 
XD tE h a a HARARE, MER a HENAN E 
Qe ERGNIURSSEAUESRHER ”> 0, PE T r >. Ë 
得 omMH2MHnoAN， 

证 明 Atiyah-Macdonald [1,10.11] 或 Zariski-Samuell1, 
第 11 卷 ,第 VILE 章 , 定 理 4], 

回想 一 下 《第 二 章 , 习 题 5.6), 对 任意 环 4 ELEERCRE I, aC A, 
EX ARM ,我 们 曾 定 义 了 于 模 TLM) 为 (mé M [atm 一 0 对 
AKT nar. ` 

引 理 32 设 4 为 二 Noether SS, o 为 4 的 二 个 理想 ,7 为 二 
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ma, MT 1 — TO S 48. 

证 明 2ziE J20PRH. 只 要 证 明 半 任意 理想 OCA RERE 
d pib], EPRI RAS wA, GX 
5 £z Gademeuj[1, 1, 1.41]1)71209 439. Noether, b Á 
为 有 限 生 成 。 另 外 , 了 中 每 个 元 被 。 IO ASTE REB E fte n > 0 
使 arw(b) = 0, KEMBET plen) 一 0. M GA) 用 
于 包 贫 关系 bS4， 则 找到 -- 个 "za 使 etobüa". 因此 p 
(eiat) 一 0， 于 是 映 对 pib) 可 经 由 b/a) dS. XX 
在 ,考虑 下 图 ; 


A 一 一 -一 一 Ma _ 


J J 


bh 


— 
~ 


° 


因为 了 为 内 射 ， bbna") ZI REAREN p: 
Aja" 一 1， 但 少 的 像 被 o” Wik, Aud, 与 自然 映射 
4 一 4ja” 复 台 时 ,我 们 便 得 到 了 所 要 求 的 人 P 的 扩张 贱 射 ;4 一 
L 


证 明 对 每 个 i> 0, £ 5 为 P EAPREEF, MaS 
bE- HIT A4 Xy Noether, FE r, (Eb =bn =t 8: 
I> 41 SERERA zel DERE. TE, 由 局 部 化 的 定义 ， 
有 一 个 yel Raoi e= 00. 我 们 定义 由 4 的 幸 想 
《Pr) 到 了 的 映射 g， 将 In Ric lv. 因为 fr DEBT 
by 一 中， 而 由 为 将 Py 化 为 以 ， 这 样 定义 是 可 以 的 ， 由 于 1 为 
内 射 ,人 P 扩 张 为 映 财 id rn (RD 一 z, BEI m Py, 
但 这 表明 6(z) 一 69)/ 所 一 x。 因此 ,6 为 满 
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命题 34 QI% Nocher 环 4 上 的 一 个 内 射 模 ， 则 x — 
Spec LART ARE ñ 

证 明 我 们 在 Y 一 《Supp7)” 上 应 用 Noether 归纳 法 。 支 

集 的 概念 见 (第 二 奇 , 习 肪 1.44)， 若 Y 由 久 的 单个 闭 点 构 霹 , 则 了 
AMCK KIA COR A, 习题 1.17), 它 显然 为 松 层 ， 

一 般 情形 下 要 证 明了 是 松 的 ， 只 要 证 明 对 任意 开 集 USX， 
rX, D> rU DAAT. 5 YOU 一 g, RERA 
4 Y0U > 2, WJSJE?]— f€ 4 ERE X= DU) (第 二 
章 , 2) 含 于 0 中 ,日 XAY ED, & Z= X — X, HABE 
FÉ: 

I(X,) r(U,D) rx, Ï) 


TEX) TU, I) 

其 中 T。 去 示 支 集 在 Z 内 的 截 影 妊 (第 二 章 ,习题 1.20)。 P-R 
W rer, T), ZBERE XD Tbe e. A TOC, D) = 
n "n (第 二 章 ，5.1)， 故 让 《3.3)， 存 在 redo X,Í), 限制 后 为 
Qr TW, T) 的 限制 为 < mÚ cr 在 TOG, P) 中 变 为 
o Aste 中 ,办 而 只 要 证 明 DOG I) o TU, I) Mis 
就 可 完成 证 明 。 

令 J-—TAX,D. 435226 f pA 1 — PD (S 
二 章 , 习 旺 5.6) 故 由 (3.2)，J ET EM 4 模 ， 又 的 支 集 含 于 
YN Z 中 ,后 者 严格 地 小 于 Y。 因 此 ,由 我 们 的 归纳 假定 ，+ 是 个 
EJ. 由 于 r(U,D 一 TA5, 了 7) CRISE. SO, 我 们 得 到 
所 要 的 结论 ， TAX, D> rU, D obti. 

定理 3.5 设 XX 一 SpecA 为 Noether HARR, NRX 
土 的 所 有 人 执 颖 聚 层 多 及 所 有 i2 0, 成 立 HOCG S = 0, 
mig SUI MTX, F), JE ARM PRM 
的 一 个 内 射 分 解 0 一 M 一 1*。 则 我 们 尝 到 多 上 的 一 个 层 的 正 合 
Rep AT, t, F = Ñ ( 弟 二 之 ,5.5) 且 由 (3.4) 知 每 
全 为 松 层 , 故 可 用 多 的 这 个 分 解 去 计算 上 同调 (2.5.1)， 用 函 
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子 了 作用， 又 恢复 为 4 模 正 台 序 列 0— MU. 因此 H'CX, 
多 ) 一 M， 且 对 了 > 0,H(X 37) — 0, 

#351 没有 Noerher 性 的 假定 , 则 这 个 结果 也 对 , 但 是 证 
明 更 加 困难 [EGA,111,1.3.1] 

336 XO Noether MR, F XX EMERE, M 
F SUA SI T SEHIRERE € p 

AES] ”用 有 限 个 开 仿 射 集 U, 一 Spec; 覆盖 X ,并 对 每 个 了 
IS wm 一季 .将 Mi 联 人 一 个 内 射 4 É L. 对 每 个 1， 令 天 
U;— X 为 包含 映射 ， 乡 一 ORC, XH i 有 一 个 层 的 单 映 
射 Finl. But f BIER — HOD. Hi 取 直 和 ,给 出 
了 映射 多 一 4, 它 显 然 是 单 的 。 另 一 方面 , 对 每 个 i， fi 为 UU; 
FERRO M) ELEUSOR im MC) 也 为 松 ( 第 二 章 , 习题 1 46d) 且 
MERCE A, 5.8) 作 它们 的 直 和 可 以 看 出 € Jt mn 
ff. 

G 6681: 

C 对 所 有 Wet 多 ROS iB, HX, F )= 0; 


证 明 i260 BK). GO» GD XA, MAME 
Gü) > ( 门 采用 (第 二 章 , 习题 2.17) 的 判别 法 。 首 先 证 明 X 可 以 
被 形 如 X, 的 仿 射 开 子 集 所 覆盖 , 共 中 fe 4— T(X,Gx)、 令 了 
为 的 一 个 闭 点 , 林 为 了 的 开 仿 射 令 赴 ，Y o X—U. 则 我 们 有 
正 合 序列 

0 Frun > Gr > KP)— 0, 
其 中 4. 与 ue 分 别 是 闭 集 Y 与 YUP) 的 理想 层 ， 商 层 
是 P 处 的 摩天 大 厦 层 KP) 一 em, EE Jl 
FOX, 2y) > TOGRCP)) > HX, sug) — 0, 
故 在 在 元 1eTCX， v) CE KP) 中 变 为 1， 即 do 
l(mod9R,), MF €vC4,, TR 上 为 4 中 元 。 于 是 由 构造 知道 ， 
RNA PeX,QU. X, X =U, KPIR f ETU, O) 
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PER. GA X, 为 仿 射 。 

因此 ,XX 的 每 个 团 点 部 有 一 个 形 如 X, 的 开 仿 射 华 域 。 du 
紧 性 , o 由 对 应 于 户 水 e A WARMA SERS X. 

现 由 (第 二 草 , 习 题 2.17) 知 ,要 证 明 X 为 仿 射 我 们 只 需 验证 这 
E h.l 在 4 中 生成 单位 理想 。 用 httk 定 义 一 个 映射 
OY Oy, 把 《ao ya) BREL Shan AARE Xu W í 
X, EEGIWmHBERS, 2 多 XI 

0— F — OV e, 0, 
给 多 一 个 如 下 的 滤 链 : 
F = F ARF NO .DF 06: 

以 ex 的 因子 的 适当 排序 为 序 。 这 滤 链 的 每 个 商 为 Or HER 
坚 想 层 ， 因 此 用 假设 (iii2 及 上 同调 的 长 正 合 列 , 洛 汕 链 往 上 递 推 ， 
推出 HOGET ) — 0, Bi TOGOV) T UOG O) AAK 
UR hoch 生成 了 4 中 单位 理想 。 证 毕 。 

iE 37.1 这 个 结果 类 似 于 Sere 在 复 解析 几何 中 的 另 一 个 
定理 ， 那 个 定理 用 凝聚 解析 侠 的 上 同调 的 消灭 性 质 ,描述 了 Stein 
空间 的 特征 。 


习 = 


3.1 4 X29 Noether 概 型 ， 试 证 * 为 仿 射 当 且 仅 当 X. 《第 二 章 , 习题 
LDAN. GEP: A O.7), BAEX ESTHER S. Em 
$24-9241.92.. HPY Emm JE. J 

3.2 Q XAM] Nocther fX. — 证 明 X 为 仿 射 当 且 仅 当 上 每 个 不 可 约 分 
AA. 

a.a jka) Noether K, 0 为 4 的 理 根 。 

G) 证 明 r, (O) 《第 二 章 ; 习 题 5.6) 为 由 4 模范 畴 到 自己 的 左 止 台 
Gf. PINA HIC) RAE wobQ4) Hika TMF. 
(b) Bb X = Spect, Y = v(a), ERRERA M. 
HIM) = Hi (X), 
其 中 HIA) 表示 支 集 在 Y 中 的 上 问 亩 (习题 1.3)。 
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(c) 对 任意 i 证 明 riu Hi(MO) = HIM). 


34 EB CHEER, GAHR, s HER, MAAR, MRA xç a 


的 要 正则 序列 toot 的 最 大 长度 就 是 demb M, 它 推广 了 《第 二 
#, SORTERES. 

G) Ham Naether 环 .证 明 着 depth >L, D] 了 CM) 一 0， 且 当 
刀 为 有 限 生 成 时 其 逆 也 真 。 [提示 : 当 必 为 有 限 生成 时 ， 这 两 个 条 件 纸 
等 于 说 9 不 包 分 在 以 的 任意 相伴 素 型 想 中 

O) 当 划 为 有 限 生成 时 , 归 钠 证 明 , 对 任意 “之 9， 下 述 条 件 等 价 : 

《iD depth, M^; 

GD HION 一 9 大 所 有 i < " 成立。 

RW A AAS Ub Grocbendiecitt, 


3.5 这 XX 为 Nocther ER, PG xie A FARE 


G) depths >t; 

GD iu PAEH M 2。 在 u-P 上 的 每 个 花影 可 唯一 扩 
BA Ó, 在 U CEDE. 

ETUR LR. 8 NALEK AARE T CR RES 习题 3.20) 


3.6 |EXJJ— Noether pt 


(a) LMA, (3.6) HWAP AS AS ER I REX EUER. Q(X) 
PARSHA. AM $3000. 其 足够 的 内 射 元 。 

*Cb》 证 明 QcoQX) 中 任 一 内 射 对 象 为 松 层 ， [提示 : 《2 分 的 证 明 
方法 这 电 不 能 川 ， 因 为 一 般 来 说 ，@u TIE XRRR E. BRL 
法 着; 用 (第 二 章 ， 习 题 5.15) 证 明 当 z € Qeo(X). AAH, VOX 为 
开 子 集 时 。91o 为 Qc(U) BURCH. 于 是 用 仿 射 开 入 得 E Y] 
(c) 推出 这 样 结论 可 川 函 子 DOG. 8959 BF TESTE Elli, EH 
T(X,-) Wir Qeoe(X) 到 ub HAF. 

今 4 为 Noether 环 ，X = SpecA, aC A HHI, UGX AFE X — 
v(a), 

G2 XHER ABSIT Hj Deligne 公式 


F(U, A) zz limHon (at M), 


(h) # CO HET FABER r, 给 出 3.4 的 另 一 证 明 . 


3.8 没有 Noether 性 的 假定 时 , 刚 (3.3) 与 (3.4) 不 成 立 , 倒 4 m 姬 zz 
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mel n = U le KERR uzn =o 设 1 为 包含 4 的 内 射 4 
É. EB m, ARS. 


4. Čech 上 同调 


AU, PERHERE DAUST—ÉGEMUPMR, 构造 
Abel 群 层 的 Čech KAWT JPELUEUA, 4X %— Noether 分 
BUSES , BLEUS IR O6 TP ONAE kE Čech 上 问 调 
群 与 $ 2 定义 的 上 同调 群 吻 台 . 这 个 结果 的 价值 在 于 , 它 给 出 计 
算 概 型 上 专 右 聚 层 上 同调 的 可 行 方法 。 

WX AHT EN, um QU 29 X ITE. mea 
3E— T BPTRBBAE !， 对 任意 有 限 个 指 际 sorti ETa A Uiig 
BRR Un N Us. 

现 令 多 为 X 上 的 一 个 Abel 群 层 。 定义 下 面 的 Abel 群 的 
X CQ). 对 每 个 之 0 4 - 

€, &)- [[ 9 O4 


因此 ,一 个 元 a€ CQ) 由 对 每 个 /中 元 素 的 Cp + 1) 长 的 
列 acip 给 出 一 个 元 

tigip (CD 
的 方式 决定 ， 我 们 定义 上 边缘 映 射 4iC' C" 为 


[ES] 


(dai ipa = Da C I Vitio ukap [Does 
i-a 


ARRS LARRET e MA aui eus 是 F Cappa 
中 元 ,限制 在 U... 时 得 到 了 F Urip) 的 一 个 元 ,容易 
验证 ， 一 0 故而 确实 定义 了 一 个 Abel 群 的 复 形 ， 

注 40.1 B ee Cu, F), AMATE, RIETS 
uama 对 工 中 元 素 的 所 有 《p + 1 ) 长 的 列 均 给 了 定义 。 如 果 在 
集合 su) 中 有 重复 的 失信 ,就 定义 asa m 0。 如 果 这 
BELAGE, ER saa C Yasa 其 中 为 一 明 
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换 ,使 得 oh 二.… < ois。 丰 这些 约定 下 可 以 验证 上 述 对 da 的 公 
式 ,对 了 中 元 来 的 《p 十 2) 长 的 列 sse PARIL 

定义 、 设 处 为 拓扑 空门 , O 为 的 一 个 开 乱 盖 ， 对 X 上 任意 
定义 为 

Hu, ) — aC Qs, F Ye 

4092 (EXEuRui40—'——5'— 
035 X E Abel 群 层 的 短 正 台 序 列 时 ， 一 般 不 能 得 到 Cecb LA 
调 群 的 长 正 合 询 列 . 换 句 话说 , 函 于 Àu, KE IET ($ 1). Fl 
如 , 当 “ 由 一 个 开 集 X UR, SE IKEER T TCX，*) 不 为 正 合 
这 个 事实 就 表明 了 这 点 。 

例 4.0.3 ”要 解释 为 什么 Cech EFIE EG TIERS 我 们 
来 计算 些 例子 ， 令 X PL, 为 微分 层 0《 第 二 章 , DOE 
Aaa TER: 0 A Urb, V-A 以 
y= labium, MXN Čech BERAR 


C= T(U,0) x T(V,2) 
€'— r(Unv,a». 


T(U, 0) = A[xldx 
T(V,9) — k[y]dy 


TCUNV, 2) =k [4] ds 
WM dic cd 
x— x 
yel 
x 


dy> — lz 
" 


给 出 。 故 kerd jun 


* 1604 


o=- te) 


的 配对 《fCx)dz ,gty)dy> 的 集合。 仅 当 f 一 8 一 0 它 才能 成 立 ,这 
是 因为 等 式 的 一 边 是 * 的 一 个 多 项 式 而 男 一 边 是 不 具有 常 值 项 的 


十 的 多 项 式 。 故 ÓQ.0)- 0, 


要 计算 #', 我 们 注意 到 4 ROTER Im 
(e d) 


AORAPURA, Hf RE 均 为 多 项 式 。 它 是 x, 十] dr, 中 由 


xdzin6 了 ns 一 上 生成 的 子 向 是 空间 ,因此 , PPQu0) 宇和 由 
x da 的 像 生成 。 

8140.4 设 3 为 加 (有 具 通常 拓扑 )，Z 表示 常 层 Z，u 为 两 个 
TOURS TER GE CEF ULT ERR, k UNV 由 两 
个 小 区 间 组 成 。 于 是 ， 

C= r(U,Z)x r(V,Z) =Z x Z 
Cc -r(Unv,Z)-Zx2z 
而 映射 d:C^ — C' 48 Cab) 映 为 (Q — a,b — a), BL 部 Cu， 
Z)-Z,(Q,Z2)—2. 由 于 我 们 知道 这 是 个 正确 的 答案 《习题 
2.7), 它 就 解释 了 一 个 - 般 法 则 , 即 只 要 开 居 盖 取得 足够 细 ， 使 得 
其 中 任 一 个 开 集 的 上 向 调 消失 , 则 Čeh 上 同调 等 同 于 通常 的 二 
同调 (习题 4.11). 
现在 要 研究 《ech pORMEBRS— SEE IR, 
引 理 4.1 对 任意 上 上述 的 Xi F, A HU )e r(x, 


S. 
证 明 Alu, F ) = keeld: Cu, F ) 9 CQu, Sr )), iae 
C h (ae Sr QU) 给 出 , 则 对 每 个 站 <j (do) — a; — o. 

# de — 0 CRÉÉE os 与 a E U. Ui 上 相等 。 因而 由 层 的 
公理 得 到 kerd 一 (X, 7 J, 
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下 面 ,我 们 定义 Čech 复 形 的 一 个 “ 层 化 "形式 ， 对 任 一 严 集 
VEX, 令 FV — X EB GB H. AHERE Xu, EX E 
W — 4-8 VQ) F. HE peo, $ 

E, 9 )- J| &C Ius) 
FE 
dit Er 
XATLAR. BUE. bhem, He pd TX, €u, 
Z y) = Chu, , 

81:8 42 对 XX 上 任意 Abel EEG, EE @ Qu) # Z 

的 二 个 分 能 ， 即 存在 自然 映射 e: 多 — 客 " 使 得 层 的 序列 


0— F — eru Sr) CF ) 

证 明 HED i eI AARRE 多 (109 1. BRE 
职 来 定义 ei 多 — ^. dip ebd KERARI. 

KERAN P 22 1 时 复 形 E Hii, RZEZ LEESE 
以 了 .于 是 , 令 z€ X, Hig z€ Ui. 对 每 个 pm 1, 定义 映射 

Kits I), > Qa ). 
如下。 给 出 a6 (Qu, Z ),, Tz HIR z RU— I 518 V LA 
a€ FC , "(Q2 ) RE, EGERUR DU V E Y CUL 对 
TES P AERE omo m dua, 置 
(OLET 
这 里 用 了 《4.0-1) 的 约定 符号 、 因 为 VAD.ip VOULU Vs 
二 式 有 意义 。 现 在 ,对 任意 p> l, Ei, OHE 
(dk + da) = a 

成 立 ， 因 此 是 复 形 C: 的 一 个 同 伦 算 子 ,从 而 证 明了 恒 同 映射 
tT 8, mie Dm, EQ -HOISLAQC d p 2 
1250, 
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. MARAP > 0H AUF) = 0. 
号 虑 《4.2 给 出 的 分 解 0 一 多 o TQ, F) AA 
, 则 E, F) 对 每 个 了 之 0 也 为 松 层 。 事 实 士 ， 对 
iu, 上 的 检 层 ; fe 又 保持 了 松 
NECS 239.2188 1.164), ERI EB 348. WB (2.5.1) 
知 ,可 用 此 分 解 来 计算 多 的 通常 的 上 同调 群 ， 但 多 为 松 , 故 由 
CELA P2» 0p HX, 8 )— 0. 另外 由 这 个 分 解 得 型 的 符 案 
是 


KTX, E Qi, F V) = AUF 
因此 对 p 之 0 得 到 Au, F ) — 0, 


引 理 44 XOU Id E o SAPE, HH Pm 0 


存在 一 个 日 然 映射 


E 设 0 一 多 — .Z' F 在 AX) 中 的 一 个 肉身 
4。 将 它 与 (4.2) 的 分 解 0 一 S — Q9) 进行 比较 ,由 
hi -AER (Hikon-Siammbach[1,1V,4.4]) 可 以 推 
出 ,存在 一 个 复 形 间 的 态 射 € (多 I, Gf S LET 
HEAR BEA FE. MET T(X,J K 如 作用 , 就 得 
到 所 要 的 映射 。 
定理 45 EXT Z Noether NIA 4 为 天 的 一 个 仿 射 


= 


Éit(u, F SHX, F ). 
证 明 当 请 一 0， 由 (4.1) 给 出 了 同 构 。 对 一 般 情 形 , EST 
BA EI A E (TUE RES % i h(3.6), 4 K IAR: 
0— F ERD, 
对 每 个 a< cip HE Unei 是 仿 射 的 , 这 是 因为 它 是 一 
全 分 离 概 型 二 仿 射 开 案 的 交集 ( 策 二 章 , 忆 题 4.3). HT 多 Af 
HRL RHET Abel 群 的 一 个 正 合 询 [由 (3.5) 或 (第 二 章 ， 


1261. 


5.€)] 
05 F (QU, )— (Usu) > HEC, 
VE CAMIEHRRERR RIAU Čech 复 形 序列 
0— C'(u,57 ) C (n1) C" (u,222 0 

为 正 各。 四 此 得 到 Cech 上 同调 群 的 一 个 长 正 合 列 。 由 于 多 为 
松 层 ,由 (4.3) 知 ,对 ?之 0 共 Čech 上 同调 化 为 零 , 故 有 一 个 正 合 
p 

0 — Ph 37) — OEY Au, 2) 99 Piu, 7) — 0 
及 同 构 


)— ú. 


HieQu, Era, F), 
fuh p 1， 将 其 与 上 述 短 正 合 列 的 通常 上 同调 的 长 正 合 列 进行 
LE HREP = 0 的 情形 及 (2.5) ,我 们 推出 结论 : ERRA 
Àu, F )  H'(X,37) 
AMR. (DE uUERIIURISCR 5. 5D sib IA, ERE RO 
# 都 得 到 结果 。 


习 题 

44d 设 /XY A Noaber PAEA RHK, HA 5.17). 证 

RARI X EFEETURERI AMA 20» HEELS 
HG S )e HY f 9). 

Lg: 应 用 (第 二 章 ,5-8)] 

4.2 ”证明 Chevalley 定理 i2 I:X—Y 为 Noether 分 岛 概 型 之 问 的 一 个 
fü, LX rH. SUY 为 仿 射 . 
(a) 令 XY X Nocher 要 型 问 的 有 限 满 射 。 证 明 存在 x 上 一 
个 凝聚 层 .4 及 尽 间 映射 z: M, r 为 大 于 零 的 某 个 数 , 使 得 a 在 
Y AI zx. 
(h) M v EERUEELS uie x Efti—TAURE 4 kY ger» 
fee, CEY AARNA. [提示 : 将 Hom C90. 用 于 e EROR 
二 章 , 习题 5.17e) 
(c) MÆ Chevalley ER, ACA 3.1) ROBES 2) 化 到 XX 
fj Y XEMMEE. RAAG.) EA.) 76 f. ker, Coker8, 并 
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4.3 


4.5 


在 Y EH Noether 归纳 法 。 
4 X = A, = Speckf zay], U—X—(00,0). 用 上 的 一 个 适当 的 
MRE HU, O AFP {ryh i0) uet k rB 
问 ， 特 别 邮 ， 它 是 无 限 维 的 . H 3.5) 这 给 出 了 口 非 仿 射 的 另 一 个 证 
Bj. CR UR — LE 3.6) 
在 只 任意 Abel EF PERRE E, Čech 上 同调 可 以 给 出 导 
出 前 子 上 何 调 不 同 的 结果 ， 但 是 这 里 我 们 要 证 明 , 对 所 ， 如 果 对 所 有 
PEER PHP DUI fe TE [e] n. 
G) $ ú = (Ua Zalieinxi mI2E u 的 一 个 细 分 是 
TME D = (Dn, 及 相 标 集 问 的 一 个 映射 AEA ie] 
有 CU. AB E un Harp EE Ab j? 及 任意 
tH Čech ERR IRI PUR TR B f 

AAU, FAB, F). 
XE WXCH RA fa e ER- TRTE, KTA Čech 十 同 调 的 极限 


Jim HF), 


(a) 对 x 上 任意 Ahel 层 F, GAFARA EEH C6) 
(ug 13Hx.,9) 
oL SBY HE G, 
(e) 现在 证 明 下 面 定理 ， 没 习 为 一 拓扑 空间 9 为 Abel HZA AR 
We 
Jim Aug UG, 


ARH. IER S RA — ARE % dA 9 — AF, WIE 
合 列 

09 — $50, 
由 序列 

0—C-(u,# )€'(0,:5)—D*(u)0 

ROCA DO), 则 可 用 放 个 复 形 的 正 各 序列 的 正 合 上 同调 序列 
BAMAR 

D'u}: Qn 8), 
HAREMA T l matina, ] 
对 任意 环 层 空间 (X, 2r) + PicX XP Migas CR Rs 


1265. 


66). 证 明 PicX< OG Et), 其 中 2t 表示 SETEU 上 的 
REAR PUA) 中 的 单位 ,并 以 苹 江 作为 . dH Ax 
FATAR S. RHESUOPPUBRETUIEJEE 0; NO X, M02016 
v8 rs, Y RS EEUU; EBE S; an, 月 身 的 一 个 同 构 vio 
vin 这些 玉 构 给 出 了 H'Qa.0f) 中 的 一 个 元 素 。 现 在 可 用 (习题 4.4)1 
设 《Xs9x) 为 一 环 慑 空间 、 X - RIBUS 4^0). REA 
间 OG6x/4). 证明 在 多 上 有 一 个 Abel 群 层 的 正 合 序列 
(addni andi Pandi 
其 中 og GAE, 6k) RAE Bx GAMM, Ax) 中 单位 元 的 
CEREREA ISORA ai + 43 布 耻 共 其 通常 的 (加 注 ) 群 
AE. REET Abo 群 层 问 正 合 序列 
PX ug )picX 53 plex HAX g)... 


的 结论 。 
OXAR RMHP KEK AR Oazo) = 0 定义 的 子 概 M. 
COR Bur f Xen urzgMg iO 00) d x E AEA x SERI P JP O3 8E 
PRU = XNA) kr-Xninxo) BUR. ABID ih 
Čech gue 

T(U, 2x) r(V £x) T(U T P Or), 
从 而 证 明 

dimH'(X £1) = t 
dimH'(X,04) = 二 (4 — X4— 2) 


上 同调 维 煞 《Hacethoraet:1) 4 x3 Noerher EBORE. 我们 
调 维 数 的 定义 并 以 AOO RT EX ua E: 
多 及 所 有 + > a HOA POF) 一 0 MERER a, pii, See 
ERG. DER AA) — 0 的 充 要 条 件 为 是 仿 射 的 ， 而 Gorban- 
dieck #J E PBC .7) nH sd(X)=dimx, 

G) 证 加 5 在 AO oix n, 只 要 考虑 X 上 的 组 肾 屋 就 可 以 了 、 用 
(第 二 章 ? 习 5.15) 及 (2.9) 

(b) EORR S EUHGALE RUN, ICECE FUR REX LIIS RE PLUR 
RERIT. RORLAdEsan 

Ce) 假定 工 可 镇 > + AFERE, SZ Čech 上 同调 证 明 
<cd(X)<dimx, 


* 266 - 


“C4) X AER k EUG ^ i a t nl x 可 被 + (th iy krn S 


盖 ， 不 用 (3.7) 去 证 明 ALda, 


() iky A X = P; 中 针 维 为 的 集合 形式 的 完全 交 (第 一 章 ， Ak 


2.17) 证 明 ed(X 一 /一 1 


4.9. 4 X = Speck[ni s non] 为 上 的 4 维 仿 射 空间 ， 令 Y 为 平面 
x, — z, = 0,Y, 为 平面 z, = z =o 证 明 Y= 一 YUY A£ X tp E 
合 让 的 完全 交办 此 它 在 Ps 中 的 射影 闭 包 也 不 足 一 个 集合 式 的 定 全 
交 、[ 用 一 个 《习题 1.6) 的 仿 射 模拟 ， 人 而 后 永 用 习题 (3.3) 及 习题 
(21.4) 去 证 明 HX — Y.8)s0, 当 P YNY, 时 ， 模仿 (习题 


1.3 去 hE 明 H'(X 一 Ps ] 


^40 2 CHRIS & EST THER, FAx LIORPRIS, RAZ F 
的 X 的 无 从 小 扩张 ， E ES PRERCR OBL dS E 8.7) 与 群 
HOGS 99) 2 IRFEE- — dg KPIA x f UR GB — go TO 


HER: 应 用 第 二 章 ， 习 题 (8 6) 44.5). 1 
4.13 ”这 个 习题 要 证 明 ， 当 一 个 层 在 任 一 开架 上 上 同调 为 零 时 ，Cech HA 


WAKE EHE HN. Simus x X -Inibasal, 4 为 
Abel HRU — (U) JE— FN 8. BEN ERE RR 


VUNNU, 上 ,对 任意 4 > 0 有 HV. |) = RA, 证 
明 , 对 所 有 P> BARH.) 

Bry H(X, F) 
JAH. ARER FAE MARE TERASA.) 


5. 射影 空间 的 上 同调 


本 节 中 ,我 们 要 对 一 个 适当 的 仿 射 开 权 匡 ,用 Cech 上 同调 来 


作 躺 影 空间 上 , 戏 层 eC) 的 上 同调 的 显 式 计算 . 这 些 计算 ， 是 


关于 射影 给 上 肇 聚 层 的 上 同调 的 各 种 广泛 结果 的 基础 . 
设 A4 为 一 Nocther H, $ = Aln, iz), X = Proj$ 是 4 


上 的 射影 空间 P?。 令 Cx) Secre 的 扭 层 (第 二 章 , 第 5 t). 


对 任意 Or BE F, ATF) 表示 分 次 3? 模 ODIO, 
SF (CM. 5 T. 
EASI (47) Noether zs X= Payr 2 1, HÍ 


MELLEI 


a) HREH S> T Or) = Buz X, @x(n)) 是 分 次 
s DRE 
(b) HX X,Ox(n)) = 0, 8 0<i<r 及 所 有 néz; 
C) FOGO 7771) & 4; 
(D 自然 路 和 
H(X,O(0)) X H(X,@,(—n — r — 1)) > HX, 
@x(—r—1)) & 4 


证 明 7 RTR O.lOi(0. 因为 在 Naecher 
toil B.E EFT GERE 8 Ta 22 M, 的 上 同调 必 为 层 CKm) 
的 上 同调 的 直 和 。 故我 们 将 计算 多 的 上 同调 ， 并 处 处 留意 以 ” 
标 出 的 分 次 ,使 我 们 最 终 能 把 各 个 部 分 分 离 出 来 。 还 要 注意 一 下 ， 
问题 中 贡 有 的 上 同调 群 绚 有 自然 的 4 模 结构 (2.6.1》。 

对 每 个 i=, r, 4 U, XE DO). TES U, 
为 多 的 仿 射 开 集 且 QU) BET XX, 故 由 《4.5), RATARA A 
u= (U) 的 Čech .上 向 调 来 计算 S 的 上 同调 。 对 任意 指标 集 
ttt PER U... BE Din, on) BOB IT SD 
我 们 有 


右 端 为 8 对 ta ti 的 局 部 化 。 而 且 F 的 分 次 在 此 同 构 下 对 
应 于 S, ， 的 自然 分 次 。 因 此 , F 的 Čech 复 形 由 


C QL £7 ) ES, >s, . — $8, 


给 出 ,所 有 这 些 模 都 有 有 自然 的 分 次 , 它 与 .多 的 分 次 相 匹 纪 。 

这 时 ,第 一 个 映射 的 核 是 HA, Z) 正如 我 们 早先 看 到 的 
《第 二 重 ,5.13) 那 样 , 它 正 是 Sa) (dut. 

HAZE H(X, F) 它 是 此 Čech 复 形 的 最 后 一 个 快 射 的 
s Bl! 


478 TD Senn > S 
i 
我 们 将 Su, 看 作 以 six, LEZ 为 基 的 自由 4 模 ，d”! 的 


BELLE 


像 是 至 少 有 一 个 二 六 0 的 那些 基 中 元 素 生成 钓 自 由 子 模 。 因而 
H'(X, 7) 便 是 以 “ 负 " 单 项 式 
[ais eno 0 ERA dT) 

AE IH AB. AA EL 为 其 分 次 ， 次数 为 一 "一 【的 这 种 单 
项 式 仅仅 一 个 , 即 zt. zt, 故而 HOC OCT r1) 是 秩 为 
LARBAR. CHEE 

证 明 Cd)， 首 先 注意 当 # 之 0 时 ,由 (a), 下 (X, Oa) = 0 
又 因 一 4 一 + 一 1 > 一 "一 1， 正 如 刚刚 看 到 的 ， 没 有 这 个 次 数 
的 负 单项 式 存在 ， 从 而 HCX,OxXC 一 4 一 ?一 1)) 一 0。 所 以 对 
a< 0,(4) 的 论断 是 平凡 的 。 至 于 4 2 0 ROG, HCX,@x(n)) 
以 通常 的 #* 次 单项 式 为 基 , (et um 220 E Em — n). 
到 HCX，@x( 一 r 一 1)) 的 与 HCX, Cx( 一 # — r 一 1)) 的 自 
然 配对 由 

Cafe xo) ala) month apt 

所 决定 ,其 中 36 一 一 ?一 一 1 而 右 端 只 要 有 一 个 m +l > 
0 就 为 0。 很 清楚 ,我 们 有 了 一 个 完全 配对 ， 使 erar 的 对 侦 
XO xam, 

RAIF (b) BRERA RIAR r 的 归纳 法 来 进行 。 当 
f 一 1 时 ,无 需 证 , 故 没 + > 1。 如 果 把 复 形 C Cu, 多 ) wt = TIE 
局 部 化 并 看 作 分 次 5 模 ,我 们 就 得 到 .多 ju, 在 空间 U, 上 ， 对 于 
(HFE (VNU, i= 0,....r) 的 Cecb 复 形 。 由 (4.5) 知 ， 
这 个 复 形 给 出 了 多 lo, 在 VU, 上 的 上 同调 ,对 i > 0 它 为 0C3.5). 
ÉTESERIESBTJUIM i >04 HOA, Z), = 0. & 
外 话说 ， 当 20, HQX, F) 中 每 个 元 部 被 5 HREH 
o. 


为 完成 (b) 的 证 明 ， 我 们 将 证 明 对 0<i 过 7 A r, 相 乘 诱 
ET H'(X,# ) 到 月 身 的 一 一 喘 射 。 从 布 推出 这 个 模 为 0。 
AEAU S 模 的 正 合 序列 


0—3(—1)—»$— $/(z)—0, 


, 169: 


它 给 出 了 X 上 层 的 正 合 序列 
0> Ox —1) Dr 7 Ou 0, 

其 中 HH 为 组 平 五 x, 一 0。 对 所 有 ae Z 作 扭 变 并 取 直 和 ,得 到 
0— Z(—1)2 5 — S” — 0, 

其 中 S, = eo). 取 上 同调 ,我 们 有 长 正 合 列 
HNP HR, )— H(X, F y) 9 
K HOA, I 看 作 分 次 S 模 时 , 它 恰 是 HCX,. 多 ) 移动 
了 一 位 ;而 睛 合 序列 由 的 映射 HOC 5 (—1)) — BOX 9) E 

ERU x. 

ME, HAHH PIU, H(X, Fy) — HIS. O04). 
CD. ADM F au 应 用 归纳 假设 , 求 出 了 对 <i <r l, 成 
i H(QX,97,)—0, X44 i — 0 8t, 由 (a) 知 ， 我 们 有 正 台 列 

0—H(X,Z(—1) — HXX,Z )— HX, F y— 0, 
因为 这 时 HX, F a) 正 是 S/(z 2). iE& SUI I fm E , £ 


0 7 (QUE a) HX, S CL) UE, 97) 9 0, 
REH ROCAR HX, F) T. CEA zl z 的 负 
IR JETER £r 4 模 ,从 而 x 为 满 ,另外 ，z, 的 核 应 是 由 m 
一 1 的 负 单 项 式 xb- xn 生成 的 自由 子 模 。 由 于 HX, A y) 
是 以 nsn 的 负 单 项 式 为 基 的 自由 4 模 ，5 LERA z 的 
驶 射 : 从 而 这 个 序列 是 正 合 的 ， 特 别 地 ，45 是 单 的 ， 
将 这 些 结果 合 在 一 起 ， 这 个 上 同调 的 长 正 合 列 就 表明 ， 鞠 以 
x BOPR ED z .H'(X,57(—1)) HX, 5), 4 0i < r 时 为 
所 需要 的 一 一 此 射 。 证 毕 。 
m CSerre iE X Xj. Noether fa EAE 


DLE 


证 明 内 为 O) X X EXE SpecA 的 极 强 层 , 故 存在 一 个 
了 及- :个 在 Spec4 LIES 5X P. f Cx(1] 一 六 
Op D, CRI S. 5.161), 4.2 XX ERE, M iF A Ph 
IAUEECHIS,1:28 5.5), AAAA (2.10). TE E 
理化 到 X 一 P^ 的 情形 . 

对 X 一 Py， 我 们 可 以 看 出 〈a),(b) HEM Alq) 46 Z, 
的 层 是 对 的 。 这 一 点 立刻 由 显 式 计算 (5.1) 得 到 。 从 而 对 这 些 层 
的 有 限 直 和 也 是 对 的 ， 

要 证 明 对 任意 误 聚 层 定理 成 立 , 我 们 对 ， 进行 往 下 的 归纳 法 
AH orm r，* 因 为 X 可 被 十 1 个 仿 射 开 集 材 盖 , 故 有 H'(xX,S ) 一 
一 0《 习 题 8) 这 种 情形 下 结论 是 显 见 的 。 

一 般 情 形 下 , 给 出 上 上 一 个 凝聚 层 多 ， 我 们 可 以 把 多 写成 
一 个 层 4 的 商 层 ,其 中 @ 是 (o) HEATER q 的 有 限 直 和 (第 
二 章 , 5.8)， 令 S 为 核 : 

0— A4 9, 
于 是 E 也 为 凝聚 层 。， 由 雍 得 到 一 个 4 模 正 合 列 
HX SAH F) 8 HHX, R) >, 
WE. AWRA ARER, ix REDI E CLERI P E: Ala) 
WAR — GM BUBAMEDAR DETUR EBLER, 因为 4 为 Noether 
环 , 故 中 癌 的 模 也 是 有 限 生成 的 。 (sa) 得 证 。 
要 证 《b), 作 扫 变 并 再 写 出 长 正 合 的 一 段 
io HK FO) > B'OC 7 (0) — 
HU X (n) 一， 
因为 4 Ol) 的 直 和 当 ach 0 时 , 左 器 的 模 化 为 零 .， 由 归纳 
假设 , 右 端 也 为 零 。 从 而 当 0 0, HX, F (n)) 一 0， 由 于 论 
是 《b》 仅 涉及 到 有 限 个 i, 即 9<i 所 +， 故 只 要 分 唱 对 每 个 7 确 
定 一 个 m 就 可 以 了 . (b) 得 证 . 

注 5.2.1 作为 (a) 的 特殊 情形 , st x EFERUURIS S RII 
看 到 r(X,2 》 是 个 有 限 生 或 4 模 。 它 推广 了 【第 二 章 ，5.19) 
并 给 出 它 的 一 个 新 的 证 明 。 


(ume 


AEM R016 H GTE 22 6,98 7 节 ) 的 一 个 上 
同调 判别 六。 

命题 5.3 设 4 Noether T X34 SpecA 上 的 本 征 概 型 ， 
Bx LE. 

G) s XE 

Gi EX L&TSRS ST. dt CMT T 的 ) Wika, 
使 对 每 个 1 > 0 及 每 个 ama HOS Qu 0 

证 明 (De GO. # s 为 尺 上 的 强 层 , 则 自 ( 笋 一 章 ,7.6) 
RR m> 0,877 20 X ERE SpecA WRAN, BOX RE Spec 
为 本 征 , 它 必 为 射影 的 (第 二 章 ,5.16.1). 现 将 (5.2) 用 于 7.979 
L E Bun, ZOL 就 给 出 了 (ii)， 相 币 的 证 明 枝 巧 见 
(第 二 章 ,7.5). 

QD) > 0) MES AAR, RAEAN X HERRAR 
F FEDER n UD amo 时 FOL KEKR ER 
AREDURIOTE SLOR RR, $ 7). 

MEF k POS X S Ie HL, ZAAR AP) HERE. 
TRGEAEA 
OI — S F OKP) 0 
其 中 AP) 为 摩天 大 厦 层 £f Fo. DL Se" 作 张 重 积 得 到 

I> IF Qu — 9 quur S gg So Pp — 0 
BEEG), 存在 mm 使 对 mm 有 HX, L9 DL) = 0. 
因此 


r(X, 7 Gg T) > r (X, F Bg ISP 

对 所 有 n mom 为 满 ， 由 局 部 环 €» 上 的 Nakayama 引 理 得 到 

5 eS fE P NAE ELE. 由 于 S 9v" XE 

层 , 从 而 可 推出 对 每 个 s mom, dede P AUR ER UC (RRC n), tE 
它 的 整体 截 影 在 已 巾 每 点 都 生成 这 个 层 。 

FAR F 一 @x， 可 找到 整数 a> 0 K P FARMIIESBIS V 

E omn BV EUEIEBESHXR. 男 一 方面 ， 对 每 个 + 一 0, 1， 

uno V UEGRICKHS dI T PARAU E F s hau E 


ime 


HELREKER. We 

Ur = VAUN DU, 
于 是 在 Up 上 ,对 nm, FARE S Qu HERRER. 
实际 上 , 任 一 这 样 的 层 可 写 为 张 量 积 

(9 Gg yen 
Rp Or < an 2 0, 

3UB BIBT EE U, REX LP 20 — 5018,35 m 为 对 应 于 

315 p 点 的 m BURCH, TE SOS xb ms H XE 
的 整体 截 影 生成 。 证 毕 。 


习 = 
5.1 iX Hk L—T HE RUU,S X X E—4 AKI. ELF É Euler 
TERA 
x(#) = X( CA) dim,HQG9), 
PES 


F FF 
是 * 上 凝聚 层 的 短 正 合 序列 ;证 明 xF) =F) +F), 

52 G) 设 X 为 域 4 上 一 个 射影 概 型 ，Gx(1》 为 XX 上 对 于 的 一 个 航 强 可 
BEF 为 x 上 的 凝 肾 层 。 证 明 存在 一 个 多 项 式 IO e Qfz] 使 对 
所 有 Zi aF) = PG), Kk P269 对 于 层 Ox(1) 的 Hilbert 
多 项 式 [Hp 运用 对 dim Supp F 的 归纳 法 ,数论 多 项 式 的 一 般 性 
质 (第 一 章 ,7.3) 以 及 适当 的 短 正 合 序列 

0245 FF G0.1 
(b) S4 X — Po M = LFM 看 为 分 次 的 5 = t[ra,- ar, 1 
# (5.2) 去 证 阴 刚刚 定义 的 Hilbert 多 项 式 与 (第 一 章 。$ 7) 定义 的 
Hilberl 多 项 式 是 一 样 的 。 
53 RRG $C ER C BN EWEEX. ORRE A 
PX) = (172 l8x) 一 D. 
RE TD x T EIE HER A EX 
O) 5 x AERD, OS ICU HAE dk 
17» 


5.4 


D Lay dim ir Ge), 


i-o 


9) 


特别 她 ;当天 为 曲 组 时 我 们 有 
p (X) = dim, H(X Oy), 
[提示 : 用 第 一 章 ,3.4| 
(0) xS P. 的 一 个 闭 子 往 。 证明 这 个 PAX) 与 第 一 章 ,习题 7.2 中 
定义 的 由 易 台 ,而 后 者 显然 依 琅 于 身影 颇 人 。 
《e) 当 X* 为 代数 闭 域 + 上 的 一 条 非 异 射影 曲线 ,证 明 X) KREE 
一 个 双 有 理 不 变 基 。 推 出 次 数 4 > 3 的 非 异 平 而 昌 线 不 是 有 理 曲 线 . 
《这 给 出 了 (第 二 章 ,8.26.3) 的 另 一 个 让 明 ， 卡 来 的 证 明 中 我 们 用 了 帮 
fifa. 
由 (第 二 次 ,习题 6.10); 岂 起 一 下 一 个 Naerhet pf E Geatbendiecg 
WE KCX) 的 定义 。 
G) EX HA A ERDRE RT, 0600) 为 X 上 一 个 极 强 可 逆 层 。 
证 明 有 一 个 (唯一 的 ) 加 法 同 态 
P:K(X)—Q[:], 
IRAM x LG T AUR FPO )) 为 了 的 Hiler £A (CM 
5.1) 
(b) 现 设 X = PL HRD iOler $ L, Axpi i ER 
性 空间 . 证 明 
O) K(X) 是 由 (010i 一 03…5r} 生 成 的 自由 Abel 群 ; 
(2) 映射 PiK) 为 单 . 
[提示 : 证 明 (1》 一 >(212 然 后 运用 [第 二 音 * 可 厦 6.10c), 由 对 “的 归纳 
felit EQ E] 
i 420 koX = PY 为 维 数 > l ATER, 并 为 一 完全 交 (第 
—2,2]38 8.4), fU 
G 对 所 有 + €Z, ARR 
H'CXGOx (0) (Y ,O(n)) 
XE. GAER, MA 8.4c) 的 新 证 明 及 推广 ,原来 的 命题 假定 
Y v Af). 
(0) Y Jb h; 
(e) H'(Y,Oy)n)) = 0 25 0«ica KATH n€ Z 时 成 立 ; 


ILE 


8.7 


(4) CY) = dim, HACY,6,), 

HAR: ENEAS HN v = xim EB (5.1) SEE 
^d 

ESET kdg. iro ik E E X =P, cegipse— deren 


zy core, XU dO RBS EDDT WEM. BOR qe. 6.17.0) Ç 
们 对 应 于 2 上 的 Cartier 除 子 ， 另 一 方面 ,我 们 知道 PicO E22, 故 
可 FECE 型 的 Y OR Id. 6.06) CR 9E 6.6.0), GERI 
DL Colab) RERE CY. BDI n € Z.6.(a) = 6x, 
a) 

G) 运用 Y 为 2 中 了 RAR 的 不 交 并 的 《4910),C0.9)，4>0 的 特 
AETA 

CO 当 le — bl xt IHE. H'CO 2u46(8,5)) = 6; 

(2) M s bco H] HOO) = 0; 

G) 当 exc—2 W H'COS2uCa 00 50, 

(b) Hr. RE FAR ENA 

CQ) FEY 28 (a,b) II EB E CRF LE, os6 0, vont s 
(2) PARR IHRM. MAER 25620 必 存 在 一 条 《as) 型 的 不 可 
约 非 异 曲 线 ， 运 用 (第 二 童 ,7.6.2) 及 {第 二 厅 ,8 .1.8)。 

G) 8 上 一 个 《a，8) 2, o 60 的 非 异 下 可 约 曲线 Y 为 射影 式 正 规 
《第 二 碍 ,习题 5.14) 的 在 紧 条 件 为 14 一 b| <. 特别 地 , 它 给 了 许多 
非 异 而 不 是 射影 式 正规 的 P^ 中 曲线 的 例 于 ， 最 简单 的 是 一 个 (1;3) 型 
的 曲线 E TERR FR 4 次 曲线 (第 一 章 , 习 题 3.13) 

(e) 车? 为 9 上 (5,5 型 的 局 部 主子 概 型 ， 证明 nOD = ab — a — 
b+ 1. GET: 算出 某 些 适 当 层 的 Hilben. 多 项 式 ,再 用 到 4 4 P T+ 
交 站 的 特 弥 情形 《4,0) 型， 其 他 证 法 见 (第 五 章 ,1.5.2).1 

令 X( 相 诺 地 ,Y) 为 Naetber H A FMRE Z 为 一 个 可 逆 层 . 
(2) SEE X EXE Y 2 X EE HIT ERIS HL it 为 了 Y 上 强 层 。 
H yx Xs. 

(0 £itXCAWISESEAI E S, aKO 在 Xs KAI 
(c) TAXARE. QH S 在 X 为 强 层 , 当 且 仅 当 对 的 每 个 不 可 约 分 支 
Xil SO. 为 X. Ef 
(4) & XY S-AR Y EAE. ms 在 了 Y 上 为 强 层 


z. 
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的 充 要 条 件 是 ISP 在 X 上 为 强 . - 

[BE ERO SHERI 3.1,3.2,4.1,4.2)。 更 详细 的 也 可 见 
Hartshorne 15, 第 1 3, $4].1 

谁 曙 在 一 代数 | 思域 术 上 的 每 个 一 维 本 征 概 型 为 射影 的 ; 

(8) 如 果 X 为 不 可 约 及 韭 异 , 则 由 (第 二 章 ,6.2)X* XE ERG. 

(DO MEX ABR, Q 为 其 正规 化 (第 二 章 , 习 是 3.0). 证 [明史 为 
定 圭 且 非 异 ,从 而 由 (O) CAHE. $ NIARN, P ARE 
个 极 强 可 逆 层 证明 在 上 有 一 个 丰 歼 除 子 D = rp; ë SOES, 
并 对 每 个 7 使 FO) 为 X 的 非 异 点 。 推出 结论 :在 X 上 存在 一 个 可 
RS, E f. =S, ERAI CIS 5.74 (117.6) CIL5.16.00: 
HEM x 为 射影 

(e) 如 果 X 婚约 但 不 一 定 不 可 约 ， 令 X,,…，X， 为 六 的 不 可 约 分 支 . 
运 骨 习题 4,5 证 明 Picx Pic 为 满 。 然 后 用 习题 5.7c EB X 为 
LEA 

(4) 最 后 , 当 X 为 上 任何 一 维 本 证 报 型 时 ， 用 《2.2) 及 《可 题 4.6) 去 
证 Fiex—Picx,, 为 满 ， 然 后 用 《 习 大 5.7b) 证 明 X 为 射影 
TAFE BUM. RS UEBICOIEE 5.9) 的 结果 在 二 维 情形 不 成 立 。 
令 《 为 特征 零 的 代数 闭 域 ，X = Pis ae 为 微分 2- 形 式 层 (第 二 章 * 种 ) 
由 下 面 定义 的 一 个 元 £ € H'(X, 0097) REXX Bo 的 一 个 无 穷 小 
扩张 为 X' CIEL 00. $ aran 为 六 的 齐 次 坐标 ;04.014， 为 
其 标准 开 性 落 ， 并 令 nic Garan) VEHIT. Oy 中 的 
一 个 一 维 Ceh 上 闭 链 : 册 于 diax = 2， 有 od o! (FC E, H 
5.16b)。 现 在 用 (习题 4.6) 的 中 正 合 列 


© H(X, w= PiX PicX an uu, 
并 NT 5 为 单 ， 册 (第 二 章 ，8.20.1) 有 ozel) # H'(X,o) = 
k. 因为 Chak 一 0， 只 需 证 明 5(0(1) «0 即 可 ;而 这 一 点 可 由 gech 
上 同调 的 计算 中 得 到 ， 由 于 HOO) = 0， 我 们 便 知道 PiX = 0, 
46304, X TR STER S LAU CHE RURLA. 
往 , 事 失 上 ,这 个 结果 可 挫 广 证 明 对 在 特征 4 的 代数 闭 起 4 上 的 任意 非 
异 射 影 曲面 X, 存 在 经 的 一 个 无 穷 小 扩张 为 x 使 X Ek ERA 
射影 的 、 实 际 上 ; 令 DOR x 一 个 强 除 子 ， 则 D 决 定 了 一 个 元 6.(D) € 
各 (X ,01)， 我 们 可 用 它 像 前 面 一 样 来 定义 X. 于 是 对 多 上 任意 除 子 


“2176. 


可 以 证 明 2((E)) = (D.B), Xi (DE) Z18280 r E), T 
Fady. Vici £ E 507 05)) 5, T REX XT. 
AAE NER > omi, 一 个 本 征 慨 型 X 为 射影 ， 当 
DU X, 是 射影 . 
$8.10. [EX X Noether Ma Ef] -- 81 ELERE, 00 99.9 为 世上 
EREN- DERI. EAFEEY no HRA nams TEUER 
影 的 序列 
TCGS (0)) r (X Bn r KF Ca) 
AEA. 


6 Ext Bb 5 E 


本 节 中 我 们 将 病 述 Ext 群 及 层 的 性 质 , 在 对 侦 定 理 中 要 用 到 
它们 。 我 们 处 理 的 是 一 个 环 层 空间 (X, Ax), MAREE Ax 
ABE. 

mE 54 E Ox TA Hom( F, 9) 表示 Ox RA 
态 群 ,以 Aon F, G) 表示 Hom B CS -8,$5),. 如 有 必 
要 ,将 以 卞 标 发 表 未 所 在 空间 :Homx(. 多 F) HEUER 多 ， 
Hom F ,-) 是 由 maX) 到 monCX) 的 一 个 左 正 合 协 变 函 子 ， 
由 于 mon(X》 具 足够 的 内 对 元 (2.2)》 可 以 作 下 面 的 定义 ， 

EL it (XX,Bx) 为 一 环 层 空间 , 多 为 Ox 模 ， 定 义 Ex 
CZ. ,- 99 Hor 多，) FG SIL, Garl V) 为 Com 
CA.) 的 右 导 出 函 子 。 

Ak, h FERFEAR OJIA), A Ext = Hom, 有 
对 第 二 个 变量 的 短 正 合 序 对 应 的 一 个 长 正 合 列 ， 有 对 120,9 
为 mX) 中 内 射 元 时 Ex: (SZ S) = 0. HE Ar 也 有 相同 
结论 ， 

31g 6.1 2.729 maX) 中 的 内 射 元 ， 则 对 任意 开 半 集 
UCX, S |u 是 mex) 中 的 内 

证 明 令 jU — Xx Jaan. natta C <€ 于 
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mX) rh R — RA lu RUS S LE Ci 
及 映射 LOS ilS io), 其 中 二 为 零 扩张 (第 二 章 ,习题 1.19). 
但 是 i lÀ) R X irae 9 9. gib 
mX) dipinti EA iue 到 -的 一 个 映射 。 限制 在 刀 
便 给 出 多 到 Z|, 的 所 需 鼎 条 

命题 62 ERFIR UCX, 我 们 有 

EAF GN S #zú( F |v, P lu) 

证 明 运用 《1.3A), 上 让 下 端 都 给 出 由 mob(X) 到 movCU) 
的 对 多 的 3 重子。 它们 在 i 二 0 时 相等 ， 对 ;>> 及 多 为 内 射 时 
两 边 都 为 零 (6.1), 故 而 它们 相等 。 

命题 63 对 任意 多 einoh(X)， 自 

G) (O4, 9) = v 

OKOE S 0 i0 

(c) Exc (4,27) = PX ,9) E] £ > 0, 

证 明 Af 8fon(O..) E IEE, Sod i 0 其 导出 
BFAD (4055 (b) 得 证 。 HET. Hom(O,,-) 与 P(ZX,.) 相 
等 ,改作 为 maX) 到 ub 的 最 子 ,其 导出 函 子 也 是 相同 的 ， 然 后 
用 (2.6) 就 可 以 了 . 

命题 6.4 X 07 270 E ma(X) p 


0 — Ham( Z” ,@#) — Ham( Z E) — Hom( F, F) — 
DEWULF, E) ELF 6) ms 
证 明 设 0 多 -> 4" 为 多 的 一 个 肉 射 分 解 。 对 任意 内 身 
Z , 函 子 Hom, J) 为 正 侣 , 故 得 到 一 个 复 形 的 短 正 合 列 
0 — Hom( Z” ,.Z `) Hoal F, I) 
-»Hom( F, Z) — 0 
取 上 同调 如 的 相应 长 正 合 列 ,就 给 出 了 Exe 的 序列 
相似 地 ,用 (6.1) 知 道 S£ om("，-F》 是 由 mobCX) Find) 
178. 


的 正 合 哨子 。 轴 此 同样 的 论证 给 出 xs 的 正 合 序列 。 
命题 65 gik 
e o9 IV oH 0 
是 e 中 一 个 正如 VEU 其 中 sZ, 为 有 限 穆 的 局 部 自由 层 


mab(X ) AL 
` JAEN 

证 角 MARMER mob(X) 到 mX) xt aF. d 
FZ om, 9) JW de E E A) 4 i = 0 HENA. Br 
TB HERE Hon, G) HEE, UR i > 0 K €? Ob PL SERRE XR 
BERE, da OJA) WEMAS. 

例 65.1 ig X20 SpecA4 KOMY ERR, Ah AX Noether 
环 。 则 由 (第 二 章 , 5.18), X LEE BURCRUZ RET jaa B RN 
. Blifi ERE KE GEI SET ASI Ry. C (65) 告 
诉 我 们 可 对 第 一 个 变量 取 其 局 部 自由 分 解 来 计算 Zar. 

注 65.2 结论 (6.4) K (6.5) 不 表明 de 可 由 对 第 一 个 变 
量 的 导出 蝗 地 来 构造 事实 上 ， 我 们 甚至 不 能 定义 对 第 一 变量 的 
Hom 或 Xom 的 右 导出 函 子 , 因 为 范畴 mo) 不 具有 足够 的 
投射 元 《习题 6.2)。 em e EUR ERIT EE Kt, 0,05] REL 6-4). 

3/8 6.6 im s emo(X) 3228018509 hl, e 
sem) HAR, MLDS DAR, I 

证 明 IR LZDEBIHIT Hom LOI) 为 正 合 。 但 是 
EHF tomt a A) 相等 (第 二 章 ， 习题 5.1)， 由 于 
DILY HER, I HAH MEHEA. 

euer gx ima bi, FLY — EL Co 为 
其 对 储 ， 则 对 任意 多 ,名 < mC), RIE 

EKF QL, G) = Ex, Zes), 
Mae xt 我 人 和 有 
dar @ 
ed 


14) e dre (97 a gm) 
SS), 


1410 


证 明 i 一 0 的 情形 由 《第 二 章 , 习题 5.1) 得 到 。 对 一 般 情 
形 ,只 要 注意 到 它们 对 多 而 言 都 是 由 mas X) 到 ub《 相 应 地 , 到 
moh《X)》 的 5 季子， 这 是 因为 以 经 ”作业 最 积 是 个 正 台 函 子 。 
BGR i 0 及 多 为 内 射 ， 它 们 又 都 为 零 。 改 由 《1.3A) E 
们 相等 。 

下 面 我 们 要 给 出 一 些 对 烽 型 特有 的 性 质 。 

命题 68 ULXOU. Noether ER, F Ob X LURRE S 
为 任意 Ox ÉE, z< X 为 一 点 ， 则 对 任意 1 之 0 有 

ELF D, £ Exi (S ,,%,) 

Rara Ya OO. 上 的 Exe 

证 明 自然 , 环 4 上 的 Ext 是 定义 为 由 mob(A) 到 mob( 人 4) 
的 孙子 Hom4(M ,-) 的 右 导出 瑚 子 , 其 中 对 为 任 一 4 模 。 然 而 当 
考 虞 一 个 单 点 空间 并 赋 与 环 4 时 ， 它 就 是 上 面 定义 的 环 层 空间 上 
Exc 的 特 灸 情况 . 

由 于 我 们 的 问题 是 局 部 的 , 故 由 《6.2) ST x (b 91. +E 
多 具有 局 屠 自 由 (甚至 于 是 自由 ) 的 分 介 S. 一 多 一 0, 它 在 + 
的 茎 上 给 出 一 个 自由 分 解 ( 儿 ,), 一 多 .一 0， 故 由 (6.5) 可 用 这 
些 分 解 去 计算 两 将。 由 于 Of on(s ,多 ) = Hom hL, F), 
其 中 红 是 下 部 自由 层 , 并 由 于 此 范 子 为 正 合 , 故 而 得 到 这 些 Exr 的 
等 式 。 
”注意 , 既 便 在 i = 0 的 情形 ,不 对 六 作 某 此 特殊 假 设 如 像 . 罗 
为 肇 层 ,这 个 命题 也 是 不 对 的 。 

命题 .9 Us Noether 环 4 上 的 射影 概 型 ，Cx(1) 是 一 


0, T 多 xv. dig T" 
Ext(F (m) = r(X,#rr 7,9) 

证 明 当主 一 0， 它 对 任意 F, G, Bor, M V = 6, 
WiriCé. 3), AmE H'(X,% (42). i n» 0K i > 0 由 (5.2) 知 
其 为 0、 切 一 -AM (6.3), W| è > 0 HHAH 0, 故 在 F = 6, 
的 情形 得 到 结 
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AZ AmA htt ECT), 可 化 到 F m Bx 的 情形 ， 
最 后 ， 设 多 为 任 息 凝聚 层 ,将 它 写 为 局 部 自由 屋 4 的 商 
(第 二 章 ,5.18) 并 令 缀 为 核 : 
0— R — £# — 2 
HT # SEE EBD, 由 早先 的 结果 ,对 n > 0 我 们 有 正 侣 序列 
0 — Hom( Z ,@%(n)) -> Hom(# ,Gn)) 一 
Hom(4 ,£(2)) — Ext (A, (n)) — 0, 


而 对 所 有 i > 0 有 同济 
Exc C20 Id (a)) zx EF ,Gn)). 

HTE Zom k Pru cH XAR. ME, HCAM 5.10), 在 
IRE, Ik EFJ k Bi e. 故而 用 (6.7)， 由 
í = 0 的 情形 得 到 对 .多 的 i 一 1 的 情形 。 (BES bE SIE 
FEARAIS 

注 69.1 而 一 般 地 ， TETEEERERZSME X E, Wik Ex 与 层 
Er 之 疝 的 关系 可 用 一 个 谱 序列 来 表示 . (A Grothendieck” 或 
Godemeutt 1,1 ,7.3.3]) 

XUE 3, MER- FE. H0 8910 h EARE 
£. + A0—E, MOS AVR, MIU iy E 55 A 
GUAE L E 

<- — Li > Li > La > M —0 

EA. MAH > 2 有 Li 一 0 fi L0, MERKA, IB 
么 ,定义 对 的 投射 维 数 为 好 的 投 泉 分解 的 最 小 长 .《 当 无 有 限 投射 
分 介 村 为 十 0), 并 以 pa( M) EZ, 

命题 6.18A 设 4 为 环 ， 对 为 4 模 ， 则 

Q) MApN RE cuan ane N Ex, N) = 0; 


— 0, 


(MN) = 0. 
证 明 Matsumura[2,127 一 128 页 ] 


UE 


命题 SHE Qa) s RENRGI MOSCA 
EET 
pACM ) + depth M = 2, 
证 明 Matsumura[ 2,113 pi, 4E 118. Serrel11, IVD, dr RE 
211, 


3 题 

61 dE (X0x) 为 环 层 空间 ， F, $" ¿€ mob(X). £7 MP 的 扩张 是 

Mmo) 中 的 一 个 短 正 合 序列 
FI, 
两 个 扩张 数 为 同 构 、 如 果 它 们 的 短 正 合 别 之 间 存 在 一 个 同 构 且 它 在 
f 与 LUESRIdBOMASI (dm ES E. AEA Hom 
(F, OPHEBHEIER TE AIER i 
6:Hamn($",9 S Exc(8 7,87), 

H EEE (ECE) 为 SOF) VEBRIXTHPRAS HT #” Fi 
F ROB ERICH AE SEE ExCQR T. 97) 中 元 闻 的 一 一 对 应 。 更 详细 
的 可 见于 Hitan 及 Stammbacb[1; 第 I FRKA H. 

6.2 d X= Pik% ERR 
(2) 证 阴 不 存在 投 香 元 多 € inohM《X) 及 满 映射 o 60. 【提示 ， 车 
BH OAK 的 次 映 射 ,其 中 E 六 是 六 点 ,rv 是 + 的 一 个 开 
A. 2v = Arly), KA j:V XX 为 包含 映射 .] 
(b) 证 明 在 全 oCX) 或 Eo9《X) 中 都 不 存在 投射 元 多 及 满 映射 2 一 
6r, ER: SEEM SSLX 的 满 映射, 其 中 XX 为 
Hid £A x ERTRERL] 

6.3 i& XJ Naecber gp), & e mobQO, 
(a) E 5.4 VDUSUEIZ ABC. i205 nt (84) GUERRE. 
(5) ES OR. HURRA 90s enl (9) IURUR. 

8.4 设 X 为 Noecber HR, Binz X EBUICRERORUE ES SL ERI ËB. 
RREI COCO RARE RA roc IZ, HER e moX(X) 
证 明 由 @ogCX)》 到 mob(X) fiot T. (etC $)) 是 一 个 逆 变 泛 
SER f. [RS uH oga 9) S ETIBERIET CS 1.1 
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189 Noether SU E Go X») RUglb FT C HG CTI 6.4). 
Bf BERE , 81 E X S Hl] iR te 2) AAA B error 8 
小 长 . ( 当 无 在 限 分 解 时 为 + 这 EU MC 证 明 : 

G) F Ox diem drin) = 0 X EROR Y emos(X) rns 
(5) MG) a een: (S.S) — RDA í > n 及 所 有 5 e mon COME 
bu 

(e) Ad ig Sup, od^ US Ly, . 

9 a EBERT, M GEH a MSS TEN GT fpa C5. L0 ADR A Un 
T 

Q0 MARNA 5 BIO 08 i0. 有 Exe(M,4) = 0 CUT 
3n CELIA) 及 对 了 的 作 下 归纳 来 证 朋 对 所 有 ;> 0 RARER a 
N Exe(M, N) - 0 p vr. EEIN 是 一 个 自由 4 Bi BOE T- 
(Macsumuis[2,12911 ]) ]. 

(b) JH (a) UFO] IE 8 pden 当 且 仅 当 对 所 有 ;> 成 立 
ExuCM 4) == 0. 

j X = Spec4 为 仿 射 Noethec 概 型 ， 令 M,N JL AUR M USE. 
生成 。 M 


EXC UR SR) e Ex (M.N 

B 

dr GL NERO AN), 
WEBB] Kleiman ACA Barel): RE X Xp. Noether, Kfs 
ASSET SRESLRU X ET RURI IET -RIEELSISCRE 
有 有 限 秩 ) 的 商 。 
Ga) 首先 证 明 对 各 个 Er) SEX ERR Vim x, 的 
FRE XE. [提示 : 取 一 团 点 xz《X 及 = 的 一 个 开 邻 域 4 可 
证 骨 存 在 一 个 Z, (Ë re X,LU. p E—X-U 为 不 可 约 的 情 
E. RES EOS ERU AR. le KO) HARARE IED lk Du 4 
D = (I). R Z = #(D), ve r(Gg(DY) 对 应 于 DEZES 5]. 
(h) REAA K, 5. LOU IF — RE B RIT: nar, 
Zi XI EOD REEL, ni EEG. 
令 X 为 一 Noetber, WAR EET. ERA EUERE 所 三 
的 册 部 环 为 正则 局 部 环 “ 回想 一 下 由 (第 二 章 ， 习题 6.10) 定义 的 
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看 -10 HARPE 


Grothendieck BE. K(X}。 相 亿 地 我 们 用 局 部 自由 层 可 定义 另 一 个 群 
Ka:(K]: 它 是 折 有 扇 部 自由 (凝聚 ) 层 生成 的 自 向 Abel ERR UTE 
wd, APEE #4--9' 一 6”” 的 表达 式 生成 m0 一 2 一 6 一 
3 一 0 荐 局 好 自由 上 的 短 正 合 列 。 Hk. 有 一 个 自然 的 群 司 态 
EK (XJ—=K(X), fk TAUA e 足 个 同属 〔Boret E Serre[158 4D, 
(a) ib ERIS 9.14 CIE 5.8) EAE AT Roc EE 
490, BAA (51150 CARI 6 S) UEBER — T GER IER 
自由 分 解 
Ld eom do 99, 

(b) 对 每 个 9 选 一 个 太 限 的 局 部 卢 由 分 解 9E 4 6(#)= 
EC LYCA 属于 K(X). 证 明 AF) 与 所 这 的 分 解 无 关 ， BEX 
了 K(X) 到 K(X) 的 -个 同 态 , 最 后 证 明 它 是 8 RE. 
态 射 的 对 向 
(a) iR :X—Y = 为 Noether 概 型 间 的 一 个 有 限 射 对 任 一 忆 凝 聚 @y 
E 9,8&omy(1s6r， 当 ) PAER jex 模 ， 因 而 对 应 了 一 个 氢 
凝聚 Ox 模 , 称 之 为 X 113( 第 二 章 , 习 题 5.47e)。 
(b) EHR X EE REARUR IRE v ESE SA-A HR 

f,gromy( 8 19) Sm Cf L9 vg), 
(e) *E& i20, 存在 自然 映射 

PEF IF) Ext hu S), 
D: 首先 构造 映射 

Exi( 9 yi i) Exi$ CIUS f ult), 
然后 再 复合 上 一 个 适当 的 由 fuf 到 2 RH. J 
(2) 现在 假定 XY 均 为 分 离 的 ;其 ou(X》 具 足够 局 部 中 由 元 并 假 
定 fgx 在 Y 上 为 局 党 自由 (这 等 于 说 1 为 平 旺 ; 见 $ 9)， 证 明 对 所 有 
DRA x ER F. FUR Y EAUBORES S, p 为 同 构 [ 提 示 :; 先 做 
i 一 4， 再 用 (习题 4.1) 做 P = Ox 的 情形 ,进而 做 Z 为 局 部 自由 的 
情形 。 对 一 般 情 相 , 把 乡 瑟 为 局 部 自由 层 的 高 并 对 i 实行 归纳 .1 


7. Serre HHEH 


本 节 中 要 证 明 在 影 概 型 上 凝 案 层 的 上 同调 的 Serre 对 侦 定 


4 


理 .我 们 先 就 射影 空间 本 身 证 明 ,这 时 很 容易 由 第 5 节 的 显 式 计算 
得 到 .然后 ,在 任意 射影 概 型 上 我 们 将 指出 存在 一 个 凝聚 层 “x, 它 
在 对 偶 理 论 中 的 作用 与 一 个 非 异 簇 的 典 则 层 相似 . 特别 当 X X 
Cohen-Macanlay 时 , 它 给 出 的 对 偶 定理 正如 同 射 彩 空间 的 对 偶 完 
理 一 样 ， 最 后 X EUCH EEREN ,我们 要 证 明 对 偶 化 
层 o 与 典 则 层 o. 相等， 末尾 部 分 我 们 还 要 提 及 对 偶 与 从 分 形 
式 的 留 数 间 的 联系 ， 


BOR, X 一 Pt 为 上 " 维 射影 空间 ,ex 一 4“9ut 是 
XX 上 的 典 则 层 (第 二 章 , 第 8 节 ). 
ERTI CELA) 4 X= Pik AN 


Hon", o) xH" o > — HA) = k 
是 -个 六 上 有 限 维 向 量 空间 的 完全 配对 ; 


ec, Le (x. Sy, 
X. gA i. Sion, REO 中 配对 所 请 时 
tB. 

证 明 《〈a) 由 (第 二 章 ,4.13) 得 到 wr = @,(—n — D ( 见 
二 章 ,8.20.1)， 因 此 由 (5.1c) 推 出 (a).。 

(b) F 到 的 一 个 同 术 诱导 了 上 同调 群 间 -- 个 映射 HX, 
#)—H(X,a), 它 给 出 了 这 个 自然 配对 ， 如 果 多 = 2(9)， 
q€ Z, W Hom(S 0) = HCX,wm( 一 9))， 故 由 (5.1d) 推出 结 
P. TEOK AU) IgE PB EUER oor EA 为 任意 
BÜUREEHESURE 8 一 8 一 多 一 0 其 中 每 个 S, EE 
Al) WAR. Rii Hom(",w) 与 H*(X,-) 均 为 左 正 合 逆 变 
函 子 , 故 由 5- 引 理 得 到 同 构 Hom F u) y HX, FY. 

《<) 两 端 都 是 以 P200 为 指标 ,对 5 € G&ob( X) BE 8 pŠ 


ELERI 


P. Hice, 由 iss. RENE CUDOIES IE (13 
A), EIR i > 0 132p E STIS RB ITT Hi DE 
多 ARTAIR HEH, ROTAT 写成 某 个 层 S= 
fa€(—-4),9 » 0 的 商 层 ， 于 是 ExuGf ,0) = GR(X,o(q));í 
00.0. 956—318, H(X, EY = Gn (X, eC, 8 
AGDA RH, M 290, qo 0 时 富 为 9。 RER > 0 
都 是 上 可 消 axe a fI, 从 而 它们 同 构 。 

EIL ANER, 为 什么 费事 地 用 呈 wx 去 级 述 (7.1) 厕 不 
简单 地 写成 Ox 一 # 一 上)， 究竟 在 证 咀 中 用 了 毗 一 个 ? END 
一 在 于， 定 殖 的 这 种 形式 使 半 推广 。 更 为 深刻 的 理由 是 写成 这 种 
形式 后 ,可 以 攀 店 a) 中 的 同 沟 ,使 它 与 P* ROSSI E BUE, M 
而 在 P 的 外 同 构 二 稳定 。 内 此 ， 它 确 为 一 个 自然 同 构 。 为 证 实 
这 点 ,考虑 Cha) HAJ Čech 上 闭 链 

x x) r. 
em LR) (1). 
HIRU ARENAEN. RA, ILER a 决定 了 HX, o) 中 一 
个 生成 元 , 它 在 变量 改变 时 稳定 。 

EHET CT DAH GREER RIIE Q) 及 (b) HRA, 
并 作 如 下 定义 . 

定义 、 没 X 251 DD a 维 本 征 慨 型 ，X 的 一 个 对 侦 化 层 是 
X ifi BERE o$ Res le HOC o2) o k, 使 对 天 上 所 
HEERE S , 白 然 配对 

Hom F wt) x H(X, F) — H'(X o) 
复 台 + 后 给 出 了 同 构 
HomCA ,o$) % H(X, FY. 
命题 7.2 VXOSA DMUEGURENM, 则 XX 的 对 侦 化 层 如 果 存 


kura id do ER Tum 


Hip). 
证 明 因为 o 为 对 侦 化 层 , 有 同 构 Hom(o o) 2x Hay, 
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om 


故 存 在 唯一 的 态 射 piat 一 o@” 对 应 于 元 泰 r€ HY, BEI 
TeH*(p) 一 同样 地 ,利用 wr 为 对 全 化 层 ， 有 唯一 的 态 射 e 
ton a", E HA) 一 了。 从 而 得 到 eH og) = r. 又 因 
of 为 对 偶 化 层 , 这 表明 dog 为 o' 的 恒 同 映射 同样 地 , pos E: 
w 的 恒 辣 映射 ,从 而 为 同 构 。《 这 个 证 明 是 明 子 的 表示 元 唯一 
性 的 特殊 情形 ( 见 Grothendieck [EGAL Sg, 25 0 3X 811), A 
WHEL, (a't) 表示 了 由 CX) Fj lao. (4) EEZ t 
HRF Y). 
AREER EARNS. eS EE ENEK 
IX ERRE, (ULROX BL SEUCLAI SU UE TREE, 首 
EIEI 

SHRTA + xb P= P poig 83, A 
uj. o.) = 0 HRE dr 成 立 ， 

证 明 对 任意 的 i 层 SZ: — EO as) E P ERR 
J (习题 63)， 故 在 扭 变 媚 况 大 的 整数 4 后 ， 它 为 整体 薇 影 生成 
(第 二 章 , 5.17)。 因 此 要 证 有 明 .多 为 零 ,只 要 证 明 对 所 有 4? > 0 时 
VCPLSTQD) = 0 RTT. EC 67) 53069), 8 

T(P,27(4)) = Exi (Or, o (4)) 

Ado.» 0 Er. BIKOL Eri — 4 Exc 群 对 偶 于 HYP, 
Ol-a), M icri N — i> dimX， 放 由 (2.7) 或 (习题 4.8 
dd) 这 个 群 为 零 。 

Sg 74 Kad Mb T. $ ok FO. p), 


Men aD = Ex ip). 
证 明 设 uo FO uor TE Dol P) B ANTEA 
解 . UTHR E Homz( 多 ,9 ') 的 上 同调 群 来 计算 Ex<c (2, 
ap)， 但 多 是 Cx 模 ， 故 任意 态 射 F o> r 可 经 过 Sog 
omi £r, 7) DW. Vii 
Exo ar) = k ( Hom e). 
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现在 ,每 个 F 是 一 个 内 射 Cx 模 实际 上 ,对 多 EMAY) 
Hon Z, .Z!) = Hom (F, F), Af Hom, F) EE 
GT. XmRU.3),8 icr 我 人 有 KOZ) 一 0, KEES. 
# r 步 之 前 为 正 合 ， 这 表明 可 以 将 此 复 形 写作 两 个 内 射 复 形 的 直 
MZ = 40.7 Rh gi 的 次 数 在 osi r 中 且 为 正 合 ， 
;的 次 数 Por. 由 此 得 到 wte ker(d:.71 47), BB 
E5472 g, 
Hom F ,o$) 2: Ex( Z eg), 

《 它 也 推出 对 i <r EF, o 一 0， 但 我 们 不 需要 它 ,) 

命题 1.5 QUSS A LHPERS ROC DUE 
J, 

证 明 #X4&A P= Pi AARTEN, NAK TES, 
REREH r, db ot — flOro) TERCA, WEE 
Cx 模 F 我 们 有 同 构 

Homa F ,o$) = En F op). 
另 一 方面 , 当 = ARREN, P 的 对 偶 定 理 (7.1) 给 出 了 同 构 
ECF ,08) S HPZ Y. 
但 N — r — n EXER I EX ERE, TER Sr € CK) 
我 们 得 到 一 个 沙子 式 同 构 
Hom, ,o$) = H'(X 97 Y. 
特别 取 多 — ev, SU leHom(ot,epD 给 出 一 个 同 态 cH 
(X, 01) 一 《， 将 它 作 为 我 们 的 迹 映射 。 那 么 很 清楚 ,下 函 子 性 知 
Cot, EE X 的 对 个 化 层 。 

现在 证 明 射影 概 型 XY 上 的 对 侦 定 理 ， 回 想 一 下 ， 一 个 概 型 当 
其 所 有 局 部 环 为 Cohen-Macaulay 环 时 称 作 Cohen-Macaulay 
的 ，( 第 二 章 , 第 8 hD, 

定理 7.6( 射 影 概 型 上 的 对 侦 》 设 XX 为 代数 闭 域 上 的 一 个 


维 射 赃 概 型 。 0 为 X 上 一 个 对 侦 化 层 ,2(1) 为 XX 的 - Tham. 


UL 


G) EG io 0 Bx ERIS EPOR TER. 
针 
8:ExC CR o) -+ HK, FY, 


ig 0 29 Eibi «HIS ERASE X PAYI RH. 


ES 
Gi) SX FEW BIS ,对 ;< 一 ”及 9 六 0 成立 


HX, F (—4)) = 0; 

Gii) (a) 中 的 映射 9 对 所 有 i> 0 Bx ha aE P, 
apay. 

证 明 

(a) OINERA- i, TAE- ERRER £= 
(Bi.,€u(—4) 8988, q> 0. TË Erill, wi) = H(X, w 
(4)), 5 620,47» 0 时 ， 由 (5.2) 知 其 为 0。 因此 孙子 Exe(:, 
ep) ¿> 0 为 上 可 消 抹 的 , 故 由 《1.3 4)， 我 们 有 一 个 泛 递 变 5 
孙子 ,在 右 纲 我 们 也 有 以 i 0 为 指标 的 逆 变 3 函 子 ， 从 而 存在 
AEAT 5 pa - (R1) ds 4 (00, 并 当 ;一 0 化 为 所 给 出 6°, 

(h) Gi) = Gi), XEX WR A26 P = P+ 的 一 个 团子 概 型 ， 则 
对 X 上 任意 局 部 自由 层 多 及 任意 半点 reX， 我 们 有 depth 
F, — n, YET XE Cohen-Macaulay 并 是 维 数 n 09235. 
令 A= Or, 为 x 在 P 中 的 局 部 环 ， 则 4 为 N 维 的 正则 局 部 环 。 
《由 于 不 代数 闭 , * 对 丰 为 有 理 。 故 可 直接 看 出 4 是 正则 的 ， 或 者 
可 由 P 为 《上 非 异 得 ,推出 这 点 (第 二 章 , 第 8 节 ). ) 然 而 不 管 是 在 
gx 上 还 是 在 4 上 计算 ，dentbh 有 多 ,部 是 一 样 的 。 因 此 由 (6.12A) 
推出 PdF, =N n, MHC) ORTA 

Aail F,- )= 0 

#f i> N — n nir 

另 一 方面 ， 运 用 (7.1)， 我 们 发 现 HX, F (—4)) HAF 
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E68 ，or(9))， 由 (6.9) 知 ， 当 o 2 0 时 这 个 Ext 同 构 于 
TUP, 4 RTOP laD AX N — i> N — a, 正如 刚才 所 
n E29. CREW < n Eq 0,H'(X, F (—4))= 
0, 

G (D. 将 二 面 论证 往 回 准 ， 并 用 杀 件 Gi) T 多 一 
re， 我 们 得 到 ,对 工 > 有 一 0 有 

Sr gs p) — 0. 

这 表明 在 上 述 的 局 部 坏 4 一 Cp, 上, 我们 有 ExtexCx 4) = 0 
对 所 有 PTN — s 成立。 因此 由 (习题 6.6) 有 Pa Ox, S N — 
zi 故而 雁 《6.12A) 得 到 depth, > n, 但 由 于 dimX = n, 必然 
对 义 的 每 个 半点 等 号 成 立 、 用 (第 二 章 ,8.21Ab), 这 就 证 明了 XX 是 
Cohen-Macaulay HAKI 

Gi) = (Gi). BUT TRO AH Exé(-.o3) 是 个 证 逆 变 8 
ET RIER o Art RENH a AF (H< (X , 00 TE b 
了 ， 为 此 由 (1.3A) 只 要 证 明 对 i > 0 HX, Y 是 上 可 消 抹 的 ， 
于 是 对 给 出 的 紫 聚 层 多 , 写 其 为 8 一 PAC) 的 商 ,其 中 4 > 
0. FEB GI), XL i> 0 HX, Ey 一 0， 故此 函 子 为 上 可 消 
B. 

Cii) > QU). wF 8" 26 8 ES RUE EE RECRIBE E ERE RII 


7 

H(X,58 (—4)) & Eu CF (—4), et. 
但 这 个 Exc HAF H*UCX, 7 " Qora) N63) CS), th 
(G.250, m0 — i270 E 450 MEX 0, ES, 

注 7.6.4 ait, WX EA Fiestas — BAHARA 
ZU X29 Cahen-Macaulay (#2, 8.21A) 及 (第 二 章 ,8.239， 
K G2 HL, XX PRROTTÉ T RI AH EAC RUF i CT-1 DAE 
BH) pdrOx =N — an, ANEREN (6.12A) 及 《习题 66) 这 
些 代数 结果 。 

7 77 iX Loos n 的 一 个 射影 Cohen Macaulay fit 
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H(X, S ) = HN (X, Z Oa. 

证 明 运用 (6.3) 及 C6.7). 

3 7.8 (Enriques-Severi-Zariski 引 理 (Zariskim)》 34X % 
3p PIRRDUR HERE, WIDCEERUSEBIUR 14 > 0, 
# 

H(X, F (—4)) = 0. 

证 明 NAX RMA 22 BIEJRÉU, WAEN ze x £ 
depth , > 1( 第 二 得 ,3.224)、 于 是 用 (7.66) 中 证 明 Gi) = Gi) 
Rf e ikin A k. 

3 1.9 iz X 2915518 M E on iin 2 SEE 
Y% 


证 明 ”由 (第 二 章 , 7.6) 可 设 Y EI BURIED ADAC. Ç 
OAAR a is, XS 4 > 0, 令 Y， 为 对 应 于 除了 
gD 的 ， 支 集 为 > 的 财 子 概 型 (第 二 章 ，6.417.1)。 于 是 我 们 有 正 合 
列 ( 第 二 章 ,6.18) 
0— 6K-9) — Ox — £s, — 0, 
取 上 同调 并 应 用 (7.8), 我 们 发 现 当 9 2 0 时 
HOX ON > PY 2v) >0 
为 满 ， 但 HXO) = KEE ADEO Ov) 包含 ki 
而 有 HY ,OY,) 一 上 因此 Y 为 连 重 。《 否 则 ,对 每 个 连通 分 支 
至 少 会 有 - -个 不 的 因子 ,) . 
E19. 这 表明 当 dimX 2 2 时 ,在 Bertini 定理 (第 二 章 ， 
8.18) 中 提 到 的 概 型 HOX 实际 上 为 不 可 约 与 非 蜡 的 ， 事 洋 上 由 
《7.9) 它 们 是 连通 的 。 另外 由 (第 二 章 ,8.18) 它 们 是 正则 的 ， 因 此 
局 部 环 全 为 五 环 , 从 而 不 可 能 有 质 个 不 可 约 分 支 交 于 一 点 。 
现在 我 们 也 经 证 明了 对 册 定 理 (7.6), 下 一 个 任务 是 要 在 某 些 
特殊 情形 下 给 出 有 关 对 偶 化 层 ot 的 更 多 信息 。 我 们 们 需 稀 S 
代数 预备 知识 。 
BAUR Fes € A, 定义 Koszul gI K. Go 


aF: K UL ea e, AUS ARAR, XE p— 
0, cur, K, 一 AK, BERE EAOTERDRIE CL SRB IE d: 
K, > Ko 

4GGA he = ESD fen A AAA... A. 
四 此 K.(f,……,f,》 是 个 4 机 (同调 ) 复 形 。 若 术 为 任 一 4 模 , 令 
K.Chs fs M) K(f) BM. 

命题 7.10A HAKH, fa oo € AM 为 4 模 ， 着 这 些 
fE AMEEN, 

AK Go ois M))=0 im) 
AK. S rns f MD e MIC fira DM, 

证 明 Matsumura [2,578 43,135 页 ] 或 Secce [11,1V. A), 

定理 7.11 Gs P PY MN EREE f r 的 局 
部 完全 交 ， $Z 2 XB, 则 ok = DACII HR 
Mb, ote x Lio ip 

证 明 必须 计算 ok 一 din(OnoD. &UX—T HUI TE 
使 , 红 在 它 上 面 可 由 个 元 fo: fe A= TQUE 生成 . 于 
E, HÀ X RARE r 且 A 为 局 部 Cohen-Macaulay, 天 É 
成 4 的 一 个 正则 序列 (第 二 章 ,8.24A)。 Gb Kosza 复 形 天 fi， 
OP HOB T AIC E) 在 直上 的 一 个 自 出 分 解 。 取 其 相 
应 的 层 就 得 到 Or 在 尽 上 鸭 一 个 自由 分 解 , RIAK. Gota 
外。) 表 示 ， 也 引 以 用 这 个 分 解 来 计算 上 的 2xipC@x, wp)(6.5)。 
我 们 得 到 

(EE omCK Cas inti Or) o) E ol Us Fg. 
换 句 话说, 在 VU 上 

Sat Dr, op) S wr TT 

但 是 ,这 个 同 构 依赖 于 A 的 基 uoo fo 588. o ef 
:一 157 是 另 一 组 其 , WEH leu] 的 外 军 积 给 出 了 Koszul 
复 形 闭 的 同 构 .。 HEK, 上 有 因子 delleul, # xn RIS] 
Md Y—4- det| cil， 


WMATA, REE X Em. ES 它 为 秩 + 的 局 
部 向 由 层 (第 二 春 ,8 12AY。 特 别 地 ,在 上 它 为 自由 并 以 人.…， 
LIE. Mam ACE TO) 为 秩 1 的 自由 层 ， 以 有 入.…*A 人 fi 为 
E. 如 果 改 变 上 其 为 ncs go 这 个 元 也 改变 了 dereal. 因此， 
以 这 个 秩 1 的 自由 层 作 张 是 积 就 得 到 一 个 内 列 的 同 构 《 难 证 其 变 
化 》 

(Óx, ap) = o BO A I LI). 

定义 在 U 上 的 这 个 同 构 与 答 的 选取 无 关 。 因 此 当 用 这 些 开 集 覆 盖 
?时 ， 这 些 同 构 六 全 一 起 这 得 到 所 要 的 同 构 d = or@4 C1 
amy, 

RTI FARRAR DEL] NRUERHR. SUSHI: 


E el F A NE ox 

证 明 XERA P 二 PY 中 , 则 XX 在 P 中 为 局 部 完全 交 《 第 
二 章 ,8.17) 且 wx 22 oA ISIAN. (第 二 章 , 8.20). 

E7121 DHIEXSEE RUE X SERERE CORJIURCT 
对 wr 代 替 ob 时 成 立 ， 特别 弛 ,我们 得 到 同 构 H*(CG ok) S k, 
共存 在 性 远 非 平 凡 . 

注 7.12.2 ”如果 为 一 射影 非 异 曲线 ,我 们 发 现 HX, O5 
HCX, ox) 为 对 偶 向 重 空 间 。 因 此 ， 算 术 亏 格 p, 一 dimH'(X, 
€x) 与 几何 亏 格 p, 一 dimF(X,or) 相等 。 参 见 ( 习 题 5.3a) 与 
《第 二 章 ,8.18.2)， 

注 7.12.3 当天 为 射影 非 异 曲面 ， 则 H(X, or) 对 偶 于 
H(X, ik p, = dim (X,£,), 595—353, p. = dimH(X, 
£4) — dimH(X,C,) (3188 5.32). [jt P> pa R£ p, — 
p, — din HX, Or) 通常 以 9 表示 ， 称 为 X 的 非 正则 度 。 例 如 
【第 二 章 , 习 题 8.3c) 的 曲面 具有 非 正则 度 2, 

13 AXA EES HES. 对 任意 PT 0 onum 
$ 0r = Aron XR PRESE. MES P4 m lr 
RUTE gt 

H*(X,Q*) = HX, 0Y, 


, 2937 


证 明 SDX fp pan (00 8e (H28, HE 
5.16), RARAC 

注 713.1 db oet dmH*(X,07) RR X 038300 3UE SU 
ETIN 

注 7.14( 省 线 上 微分 的 留 数 ) 我 们 所 证 明 的 对 侦 定理 的 一 个 
不 足 之 处 在 于 ， BOEXPUOMHESR. RITARA SHX, 
a) 一 也 不 知道 更 多 的 东 西 。 我 们 仅仅 知道 它 是 存在 的 ， 在 
向 线 喀 形 不 ,有 另外 一 种 证 明 对 偶 定 再 的 方法 , 它 用 了 留 煞 ， 改 进 
了 这 个 不 足 之 处 。 

设 X 为 代数 用 域 上 的 一 条 完 企 帮 异 曲 线 ， 令 为 的 函数 
域 ，Qx 为 X 在 上 的 微分 层 ， HIRAMA P er, 令 0, 为 
REPERE. A OO KE & CUM IBA, Pc REIR: 

定理 7.141 CHARR) SA TEX, oE 


"Qo pon Tees) m$ `` 

(b) 对 所 有 f€K*, 所 有 nox —l, ressCf'df) = 0; 

(e) resa £4) m nC T, pos ERT PARA. 

由 这 些 性 质 我 们 立刻 就 明白 该 怎样 来 计算 任 一 微分 的 留 履 . 
Sm EA OO, 为 一 个 一 致 化 参数 ， W 4 是 Qx 作为 K 向 址 
空间 的 一 个 生成 元 ,故而 任何 re O. 均 可 写 为 edi ge K, XH 
为 ORAR RTS a 一 Bant th, Riba € he 6,, 
而 这 个 和 为 有 限 项 。 不 是 r= Sarid + hd. 现 由 线性 
《a),(b),(e) 我 们 得 到 ， 

(d) res,r = a. 
因此 resa 的 唯一 性 请 楚 了 . 

存在 性 更 为 困难 .一 种 是 Serre 的 办 法 [7， 第 UL 章 ]， 他 将 
(d) 作为 留 数 的 定义 ， 那 么 人 们 就 要 需 锁 地 去 证 明 它 与 一 致 化 参 
Jk 的 选取 无 关 ， 在 特征 p > 0 的 情形 中 尤其 如 此 另 一 种 是 
Tate 的 四 法 由， 他 灵巧 地 运用 了 天 的 某 个 大 线性 变换 ， 给 出 了 留 
TIR BEIM IP PR ADEL XC 


(24 


XC HBUC N R.E: 
X387.42 (RTL) HEG re Ok, 我们 有 
Ppexrespr = 0. 

在 Serre 的 方法 中 , 这 个 定理 首先 在 P' 上 用 显 式 计算 入 证 . 
而 后 在 一 般 情形 中 ,运用 一 个 有 限 射 XP, 并 研究 车 顺 个 概 型 
上 的 留 数 问 关系 从 而 得 到 结果 .在 Tae 的 方法 中 , HAER Afk 
由 留 数 了 映射 的 构造 推出 。 

一 且 建 立 了 留 数理 论 , 区 上 的 留 数 定 理 就 能 用 细 分 割 的 Weil 
方法 证 明 . 这 个 经 典 握 达 的 组 节 可 参 蔡 前 和 面 提 到 的 Serre 与 
Tare 的 清晰 易 慌 的 文章 。 

它 与 我 们 的 方法 的 关联 可 解 类 如 下 。 正 合 序列 

0> Or > H y > K glOr > 0 
是 Or 的 一 个 松 层 分 解 ,其 中 324 x 为 常 值 层 Ka X 

SCHO, 2 Qi Ko, 

其 中 将 K/8, 视 为 Os 模 ，i:{P} X 为 包含 映射 ， 以 9x fE 
张 量 积 ,得 到 Ox BI T ESAE RE 
07» 9, 0,0) H , Gi Cax/0,) 0 


取 其 上 同调 ,我 们 有 正 合 序 列 
2, @o,/0, > HCX, 0x) > 0. 


作 上 所 有 映射 ces Q lO, >k 的 和 ， 便 定义 了 映射 
QLS >x. 


于 是 由 (7.14.2) 这 个 映射 在 9x 的 像 上 化 零 , 从 而 过 渡 到 次 空间 上 
就 给 出 了 映射 HC Ox) > k. 吕 我 们 对 偶 定 理 的 迹 映 射 ， 它 
现在 具有 了 更 为 明晰 的 形式 。 

注 7.15 (Kodaira 消灭 定理 ) 如果 不 所 到 Kodaira 消灭 定 
理 , 我 们 对 于 射影 族人 上 同调 的 计 论 便 不 是 完整 的 。 它 是 说 , 当 X 为 
C triga tepi, Z 为 上 的 一 个 强 可 逆 导 时， 下 式 成 
aLi 
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(a) X i20,HQG LB) 6 

(b) W in, HG 7) — 9. 
当然 ,由 Serre Rii, (a) 5 (b) 五 为 等 价 。 这 个 定理 是 用 复 解 
析 微 分 几何 证 明 的 。 日 前 还 没有 纯 代 数 的 证 tk. 另 一 方面 ， 
Raynaud 最 近 指 出 这 个 结 采 在 特征 pco 0 的 域 上 不 成 立 。 

首次 证 明 是 由 Kodaira 给 出 的。 至 于 其 他 的 证 明 ， 包 括 
Nakano 的 推广 ,可 见于 Wells [1, VI 3€, $21, Mumford?, 及 
Ramanujame。 这 个 定 埋 的 一 个 相对 形式 见于 Gravere 与 
Riemeuscbneideri!l, 

XHESE u A Ob LR SEE E h Serre 07 TERR 
对 紧 复 汶 形 上 的 局 部 必 由 层 证 明 ,而 抽象 代数 几 位 的 情形 十 在 Se- 
rre 包 中 证 好 的 。 我 们 的 证 明 依 照 了 Grothendieck"!  Grathend- 
ieck [SGA2, $ XI 篇 ] 并 加 上 了 Lipman 建议 的 一 些 改进 。 对 
侦 定 理 与 留 数 理论 已 由 Grotbendieck 推广 到 任意 本 征 态 射 的 情 
形 中 , 见 Grothendieck'" 及 Hartshorae!!, Deligne 给 出 一 个 对 
EE ETE EDU WEE, Verdier 指出 对 非 异 筷 , 它 与 层 o 
Jd. Rik EE HRR X Kunz! RH OA E TOS IUE. at 
的 另外 的 构造 法 。 

对 个 定理 也 已 推广 到 复 解 析 空 间 的 道 紧 映射 倩 形 ch, = W, 
Ramis-Ruget!! 及 Ramis-Ruget-Verdier!l, 对 干 非 紧 复 情形 的 
Ër, Ñ, Suominens, 

曲线 的 情形 ,对 个 定 理 是 Riemann-Roch 定理 证 明 中 最 重要 
BRARED (EME, 第 I 节 )。 这 个 研究 方向 的 历史 参见 Serre 
175II] ,而 以 紧 Riemann 面 的 语言 级 述 的 证 明 见 Gun ning 由 。 


习 题 
TAa Mx HR k Leti HERKES, 9 2 x t SE s] E RSS JU 
HG $7) = 0 《这 是 Kodaira 消灭 定理 的 一 个 容易 的 特殊 情形 .》 
2.2 jg EXSY 为 域 上 射 弦 概 型 间 的 有 限 态 射 ， 必 为 > 了 上 的 对 人 山 化 
E. 
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a 


(a) EM fat, X OER Mo P EXTIR 6.10). 

(h) 当 X,Y APR k ACRE s REN ETE B RR lun 
uy, 

Pk X = PI. WU pa 时 HXO) = 0; p = 4, 0 pan 
DEA 

TEBOLFDMDOS. EAER k Ef a BERNESE YAR 
继 P《 因 而 维 数 ^ 一 pA 8. 由 《第 二 章 , 8.2) 的 自然 映射 
4z@6r 一 0: 我 们 推导 出 映 第 of ars JUST ERA. 
HAX, 0177) Hr (Y Qz. A 077 一 wy Ë v 的 对 僵化 层 ， 
VOBIS AE fr; HY, 复合 后 得 到 线性 映射 HO 
2175), d (7.13) 它 对 应 了 一 个 元 n(Y) en, 08) 称 之 为 了 
SE. 

G) 当 P eX ARA 证明 P) = 1» 其 中 (P) € mco a9, 
n At. 

Q) ü X=P*", 由 ( 习 及 7.3) 将 HR, 29 等 同 于 4, 证 明 «OO 
《degy) "+1, 其 中 dceY 表 示 作为 射影 瞪 的 次 数 (第 一 章 : 第 7 节 ) [提示 
UEP HEX Hik HE Bertiai 定理 (第 二 章 ，8.18) 化 到 Y 是 
AMARRE.) 

CO 对 任意 的 上 上 有 限 型 概 型 X， 定 义 一 个 Abel RE ZAI F] dis 
diag:eS-axr 为 Viog(1) 一 全 df。 其 中 £* RART oz 是 可 群 . 
它 诱导 了 上 同调 间 喘 射 PieX = H(X, AHX), RINA e 
表示 。 见 (习题 4.5)。 ` 
(2) 回 到 上 述 假定 , 设 p = 1. 证明 n(Y) = «CIO, 其 中 Ge 
是 对 应 于 除 子 y teni. 

进一步 的 讨论 可 见 Menamurec 


8. 层 的 高 次 正 像 


本 章 剩余 部 分 将 用 来 研讨 概 型 族 。 再 回顾 一 下 前 面 内 客 (第 


二 章 , 第 3 节 )。 一 个 概 型 族 只 是 一 个 态 射 F: X Y, mimic 
是 在 各 个 点 y€eY 上 的 纤维 X,— X x YSpeckly)。 研 究 一 个 
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M 18 8 NUES" X AT Y BRI EVITE x ë: Y 
09 Eu ifi" ik T fol dr FIERE SUMI 8 T RBI Rf 
* 这 些 函 于 与 纤维 X， 的 上 同调 之 间 的 准 攀 关系 将 在 $11， 
12 由 研究 。 

定义 | f:X Y 为 拓扑 空间 间 的 连续 了 映射， 则 定义 正 像 
BF fw《 第 二 章 , 第 工 节 ) 的 右 导 出 函 子 RAUX) ~ 26CY) 为 
KEREI 

由 于 fç 显然 为 左 正 合 ,及 UbCX) 具足 够 内 人 射 元 , 故 这 个 定义 
有 意义 ， 

481 对 每 个 1 之 0 及 每 个 S UO, RLF ) 是 
Y 上 预 层 。 


AXE. 


VIHON), Z dug) 

Big. ` 

证 明 以 XF) ERLER. 由 王 对 预 
如 电 共 相伴 层 的 运算 为 正 台 , AMAF AX, 2 ERT ri ub 
OO 到 MY) SET. X i0, miu lex hF 一 
AX, F). 对 内 射 对 名 JZ eu(X), 我 人 有 RICE ) =O 
对 i > 0 成立 ,这 是 因为 RU. R4 SBRT. AH, tA 
V, fog) 是 CECI) 中 的 内 射 元 , C61) 9 X 8fE F| HR 
E: 2 的 环 层 空 间 ), 故 有 SEK, I) — 0 i2 0 dui. W 
此 存在 唯一 的 8 cf ale eg REC = E OCG (13A). 

882 VEY DEFIE M 

RIKI y = RELF |f), 

其 中 PupXV) o V. 为 了 的 限制 映射 ， 


证 明 显然 
883 QJ ROLDER. MEIC) e OMBRE 


9 gei. 

证 明 因为 松 层 限 制 在 开 子 集 时 仍 为 松 展 , 故 由 (2.5) 但 到 结 
果 。 

命题 8.4 iz XY HEZEKIA, MAF R, 


e 2358 。 


可 以 在 ModX) pfo fe MoC) 一 ioa(Y) BUSH RP 
计算 . 

证 明 FE MaX) 上 计算 fe 的 导出 藤子 ， 应 该 用 No 
CO BURBUSE SEIT E. Ha (2.4), ModX) 中 任意 内 时 元 均 
368i, Mam C830, Æ UAX) 上 对 06388, Mob O24) 
它们 可 用 来 计算 Nfa 

命题 8.5 设 史 为 Noether Hf 
Y 一 Sec At, HORE X EE 

RI CS ze = HG P 

证 明 由 (第 二 章 , 53), £7 是 Y 上 的 拟 凝聚 层 。 从 而 
RE SLY fF) TQ. m T(X,S7). Aio 
0 时 我 得 到 了 一 个 同 构 . 

因为 ~ 是 MoA) 到 S"e(Y) 的 正 合 函 子 ， 故 而 两 端 宰 是 
Hj Qzea(X) 到 Steo(Y) fifa CT, XH (6), X EFESCDBER 
层 多 ul K AT — +k at IZ B. MA P» 0 均 为 
可 消 抹 的 。 从 (1.3A) 可 推出 结论 存在 一 个 唯一 的 上 述 a 函 子 间 
的 同 构 , 且 在 【一 0 时 作为 已 给 出 的 那个 同 构 . 

请 庄 意 ,我 们 必须 在 AD 中 进行 讨论 ,因为 当 . 不 是 报 
SEI E: = 0 的 杭 形 就 已 经 不 成 立 了 。 

系 8.6 令 (:X—Y AEn, X% Noether 8828, 
HUR x 


命题 8.7 f: X — Y 为 分 离 Noechec BERI] 


a uc (U) o xi p E A 

EA ADELIT 的 Cech 分 能 ， 则 对 每 个 2 0, 
RH ) = nO `Q, SD. 

证 明 xPEXDSDPTSHE YCY, X WATE USA YO 

都 是 仿 射 的 (请 验证 。 n A 432) EL JK, ties n) A fe 

SIY 26905 9 S48). LE EU, 0) EMER, Hi (RC 

35,58) 4 


EE 


few Gu, = cV my, 
那么 ,结果 可 从 (14. 及 (8.5) 得 到 。 


Ga) 对 所 有 so, 自然 映射 ELF O> 90) 为 
LH 

(b》 对 所 有 (230 RIF) Y LERES 

(D Xi 0 aD RIPON m 0, 

证 明 因为 Y 为 拟 紧 的 ,它们 对 于 Y 是 个 局部 问题 , 故 可 设 Y 
为 仿 射 , 设 Y = Spec4。 于 是 用 (8.5),(a) 是 说 .多 (n) 26 E 
影 生成 ,这 就 六 (第 二 章 ,5.17)，(b) 表 示 HX, F) 是 有 限 生 成 
4 模 , 它 就 是 (5.2a)。 最 后 ,Cc) 是 次 HX, Cn)) 一 0， 这 就 是 
(5.2b). 

注 &.8.1 定理 的 (b) 部 分 对 于 更 一 般 的 情形 ， 即 对 Noether 
概 型 癌 的 本 征 恋 射 也 是 对 的 。 参见 Grothen dieck [EGANI 
324]. 对 复 解析 空间 钓 逆 紧 贤 射 的 类 似 定理 外 Grauert 中 所 证 
BR. 


3 题 
$4 设 n X—Y 为 拓扑 空间 的 连续 软 射 。9 为 X 上 的 Abel 群 层 ,并 假定 
RIS) =o 对 所 有 i > 成立 。 证 明 对 每 个 imo, FEBRAN 
HG )e i Qui go. 
GASE Leray MESI IB ERATES ER Godemea(1,11,4.17.1))- 
33 db fX Y SERM ESC E, SUBEST), X% Neethet 
MA F Xx EMARE (习题 3.1) 的 候 设 成 立 ,因而 对 每 个 
i9. HOGUS)SHQ AF), 《这 给 出 了 《习题 4.0 的 一 个 新 证 
9i.) 
8.3 18 XY 为 环 层 举 册 的 态 射 ,为 bx P 为 有 限 秩 的 局 部 自由 Ar 
柄 ， 证 出 松 射 公交 (参考 第 二 碍 ,习题 5.1)) 
POP) C), 
8.4 RY Nocthoc ha 为 从。 + 1 的 局 部 自由 Ar Form, x = 
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PUNR RET MAATE A) RIERURRE Xo Y, 
(e) 则 ne (000) (4), 当 (20; s (00) = 0, 当 4 < o (第 二 
36,7. 00; Rr (000) = 0,40cica 及 所 有 LEZI Rx lOU) 
$ iai 
(b) RETEGI 
0—9x,y—r*te#(—1)—0—0, 

BUCO E) JEN Erik: HARME ov = ata, FIM 
TO(Gtatmay 一 一 1)。 UETSUEUT EE RE FERRI EE reler) esty 
CRC... 
C) AHER te Z 有 

Rs CÓCD) e (QM 一 :一 在 一 1)» GA». 
(2 üEBIP (X0) = CL Dt CO) CRNCA 8 .1))8. pelX) = 0( 利 用 
(1,8.11.)), 
(e) 特别 季 , 当 Y 2) TH e QOdESEREREHRER Lr DEL E: 2 的 局 部 全 由 层 
时 ，X 是 一 个 射影 曲面 ,并 且 p —z, p =u, ENBEN z(7.12.3), 
这 类 曲面 称 之 为 几何 直 纹 面 (第 五 章 ， 第 2 节 )。 


9. S£ H Af 


ApS |b au OB S BEC Bo, TR F n IN DG EPIS pp 
HACER BOSIETUMER, KRAE T "ORE tp EX — EUR 
想法 的 简 法 而 正式 的 曾 这 。 通 过 各 式 各 样 的 结果 与 例子 ， 我 们 将 
蕴 出 为 什么 平坦 性 是 加 在 概 型 族 上 的 既 自 然 又 各 宜 的 条 件 。 

首先 出 顾 一 下 平坦 模 的 代数 概念 。 设 425, M2 AM, 
RIT NC MQ N 是 对 NE moh( A) 的 正 侣 函 子 ， 则 称 邓 
平坦 于 A. R CO B EBI, LBY A 8 PS10890 
B PHF A. 

ETT 


WA NON M AD 
(b) EFI: MIUESHAMG Ao BOUES, M MOLL 
3:301 - 


Ropna. 
(O 传递 性 : 着 3 是 全 平 组 4 代数 ，N 为 平 则 3 栋 ， 则 N 作 
mam. 
Cá) 局 部 化 : 好 平坦 于 4 当 且 仅 当 对 所 有 bv Spec. A, M, 
m DT 
Ce) oct M — M > M” — 235 4 A4 


“Egg 
SINT 


"EAST dti. 


证 明 Marsumura (2, 第 2 章 $ 3] 或 Bourbaki [1, 第 1 #)., 


HI ZA EH, $C AE ER, 则 局 部 化 57'4 
是 个 平坦 4 代数 。 若 4 一 8B 为 环 同 态 , M Edi BEBAEST 4 又 
Ws E BUT SES SUM EAF A, 

1809.12. 2; 429 Noerber $5,024 HAM, MA EEEE 
是 个 平坦 4 代数 (第 二 章 ,9.3A)。 

例 9.1.3 ig 4269 — ERES, Ie 4 模 虐 为 平坦 , 当 且 
仅 当 它 为 无 挠 。 实 际 上 ,由 《9.1Aa) 必须 验证 对 每 个 理想 ASA, 
3 M —M 为 单 同 态 。 但 站 为 主 理想 ,i 上 上 为 其 生 或 元, 这 丛 好 表 
B 计 不 是 时 的 零 因 子 , 即 好 为 无 挠 。 

定义 Vk f:X 一 Y 为 概 理 问 射 ， 多 为 Cx 模 ， 我们 说 多 
EE s € X HEY 为 平坦 ;如果 其 芭 多 .是 个 平坦 O, É, Rd: 
?一 G) HX: 57, ARERI 1:0, 6,4 SIE 
Cr 模 。 如 果 它 在 X 的 每 个 点 均 为 平坦 就 简单 地 说 SI 平坦 于 
Y, 如 时 Cx 平 坦 于 了 则 说 X 平 坦 于 了 。 
命题 9.2 
(0) fib. 
Q Ex DE f 
dp g: Y'— Y M 


(c) 传递 伯 : 设 FX Y MY oZ esl. FA Or 
yT py Tz. RS paz, 
MA B, f; X—SpecB —Y == Spec A 


Ez 0 m wiki. c = B, Wap Y BEDS 


P CDU 

(O AXATI Noether M, FARRO 模 ， Ws 
TEFA RGsUARDOA. 

证 明 EMEA eT HO RATH ZE IHE, TERT A ENA 
F-SECURE, 5.2). 

FAPEEH ETA ECRCALT FERE CF BUE ERA LEAR 
与 底 扩张 可 交换 ”, 


命题 93 iz f: X — Y 是 Noether Bay se 


x ME 人 
证 明 这 是 个 在 Y 及 Y 上 的 局 部 问题 , 故 可 假定 它们 均 为 仿 
MS Y — SpecA, Y' 一 Spec4。 则 由 C8.5) 我 们 必须 证 明 
HX, F )@ ,4' e H'(X', 275, 
由 于 无 是 分 离 与 Noether 的 , 多 KIERRE, cif A X fi — 
个 仿 射 开 疑 盖 对 应 的 “iech 上 上 后 凋 来 计算 H(X, 7) 区 一 方 
B. WUU ew) ER X 的 一 个 仿 射 开 覆 盖 W. 因此 Čech 
AE CUNT) 显然 正 是 CSS 09,4. HT 4 平坦 
于 A, RF GA ESE Čech 复 形 十 问 调 的 运算 交换 ， 收 得 
到 结果 . S ERS TH E SE, 8 也 是 分 离 与 有 限 型 的 , 从 而 X 也 是 
Noether 与 分 离 的 ,使 我 们 能 够 在 X 应 用 (4.5)， 
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#931 KE £e v IR OPER , 这 个 证 明 也 表明 存在 一 个 自 
Bk utm FLUE )— Rigo). 

RIA il f:X-> Y GA4 TO 3), 并 极 定 Y ADH. K 
S ErCY T X y EAEE, 9 ， 为 其 上 的 诱导 尿 。 男 外 ， 
PAO BREYER 01 ERE AO), MANA io 
OTRE 

HCX, F) = HOC BOD. 

证 明 首先 令 YEY 为 DY ”上 的 既 约 的 诱导 子 概 型 结 
Hv X 一 区 xyrY， 它 是 大 的 团子 概 型 ,于 是 我 们 所 想 汪 明 的 同 
构 的 陌 问 仅仅 依赖 于 XX bE 多 "一 多 @kG). 因而 我 们 可 以 
用 X',Y', Z Bf X,Y, £ ， 即 可 假设 Y Rr E th 6t ak Bari 
?了 《 了 为 其 广 点 。 这 种 情形 下 ，SpeckCy) — Y 是 个 平坦 射 ， 故 
可 运用 (9.3) 并 推出 了 

H'(X,, ,) e HRF OO). 
但 是 在 我 们 的 简化 条 件 下 ， 片 (X， 多) 已 经 是 一 个 &(7)] 模 了 ， 
故而 以 &G 作 张 明 积 对 它 并 没有 改变 , 便 得 到 所 要 的 结果 .《 这 
个 结果 将 用 于 $12,》 


平坦 族 


YS ESL, HEIL EUSEBIO RERE NEEE 
的 ， 最 直觉 的 定义 或 许 就 用 一 个 态 射 的 纤维 。 但 是 变 得 到 一 个 好 
概念 应 该 变 求 某 些 数值 不 变量 在 族 中 保持 常 值 ， 警 如 说 纤维 的 维 
数 . 如 果 我 们 处 理 的 昆 域 & 上 的 非 异 (甚至 正规 ) 往 ,这 个 直觉 的 定 
义 原 来 已 经 是 个 好 概念 了 ， 证 据 是 定 旺 (9.13), 在 这 样 一 个 族 中 ， 
算术 亏 格 保持 不 变 。 

另 一 方面 ,如 果 我 们 处 理 的 是 非 正 规 扇 或 更 为 一 般 的 概 型 ,这 
个 直觉 定义 就 不 好 了 。 故而 我 们 考虑 概 型 的 平坦 族 ， 就 是 说 一 个 
平坦 坊 射 的 纤维 ,这 是 个 非常 好 的 杉 含 .为 什么 在 结构 层 上 加 上 平 
坦 性 这 个 代数 条 件 就 会 给 出 一 个 族 的 好 定义 ,仍然 有 点 神秘 .但 是 
这 过 证 明 平 坦 族 具 有 许多 好 人 性质， 通过 在 某 些 特殊 情况 下 给 出 了 


DETTE 


SEXE dE SUERTE, ED RWV ERGERE. sola. RIT 
JE uE DS E Zs JS HIT ROSE HERE OE — AERA A FABA Z ds 
件 是 纤维 的 Hilbert 多 项 式 相同 . 

命题 9.5 ig f:X 一 Y 为 Noether 概 型 间 的 有 限 型 平坦 射 - 
AERA € X, y= fe W^ 
Utt dim,(X,) — dim, X — dim,Y, 
IGEIHERRONX RERA EXM dim X 素 示 局部 环 Ox 的 
证 明 首先 做 一 个 底 变 执 YY, jeh Y 一 Sped, r} 
考虑 新 的 态 身 了 :XX 一 Y ”其 中 X'— Xx,Y'.. 于 是 由 (9.2), 
扩 仍 为 平坦 , 间 时 x 提升 到 X 而 命题 中 涉及 的 那 三 个 数 末 变 。 因 
此 我 们 可 以 修 定 7 是 Y 的 闭 点 且 dimyY = dimY, 

现 对 dimY 用 归纳 法 。 当 dimY — 0, HÍ X, 由 和 中 一 个 
SORIEGE Xd dim,(X,) 一 dimsX, 同 时 dim,Y = 5. 

如 果 dimY > 0， 作 一 个 到 Y... 的 底 扩 张 。 这 时 什么 都 没 
有 改变 ,故而 可 以 假定 了 是 既 约 的 。 于 是 我 们 能 找到 一 个 元 r€ 
my 三 @,.rv 使 + 不 是 个 零 因 子 ， 令 Y= SpecO, x [CO 并 作 底 扩张 
Y'— Y. 于 是 由 (第 一 章 ,1.8A) 及 (第 一 章 , 1.114), 有 dimY' 一 
dimY 一 1。 由 于 后 关 平坦 , "H 也 不 是 零 因子 。 故而 由 同样 的 理 
H, dim,X' = dim,X — 1, 自然, 在 底 扩张 下 纤维 x, 并 没有 改 
变 , 收 我 们 只 要 对 PIX 一 Y' 来 证 明 公 式 就 行 了 。 但 这 由 归纳 
假定 得 到 ， 故 证 毕 ， 

系 96 g f:X 一 Y ”为 域 * 上 的 有 限 型 振 型 间 的 一 个 平坦 


n REPET TEE 
9 208881 

(DD. B yev, $ ZOX, 为 一 不 可 约 分 支 ， 片 令 
x € Z 是 个 闭 点 , 它 不 属于 X, 的 其 他 不 可 约 分 支 。 应 用 (9.5), 我 
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们 有 
dim,Z ~ dim,X — dim,Y. 
因为 + 是 个 团 点 ,有 dim,Z 一 dinz (第 二 章 , 2180120, 55h. 
由 于 YY 不 可 约 而 六 为 匀 维 的 , 且 双 方 部 在 所 上 为 有 限 型 ,我 们 有 
(第 二 党 ,习题 3.20) 
dim,X = dimX — dim{z}- 
dim,Y = dimY — dim{y}”, 
最 后 ,因为 x 是 纤维 X; 的 一 个 于 点 ， 旬 (x) 必 是 kG) 的 一 个 有 
限 代 数 扩张 , 故 
dimfz}- 一 dimfy? 
所 有 这 些 合 在 一 起 并 用 (i) 便 求 得 dimZ = a, 
《ii 之 (iD ， 这 一 回 , 令 Z 为 XX 的 一 个 不 可 约 分 支 ,x* € Z 是 
一 个 团 点 , 且 不 合 在 Xx 的 上 共 他 任 们 不 可 约 分 支 中 。 于 是 用 (9.5) 得 
dim,CX,) = dim,X — dim,Y, 
但 由 Ci》 dim,(X,) = n, Xj dim,X = dimZ, 并且 因为 一 
jz) 必 为 Y 中 闲 点 ,还 有 dim,Y = dimY, 因此 
dimZ = dimY + s 
为 所 求 。 
EX MAXA x 称 作 多 出 一 个 相伴 点 是 指 在 OL. 中 极 
大 理想 im, 是 0 的 相伴 素 埋 想 ， 或 者 说 m, 的 每 个 元 均 为 零 因 子 。 
命题 9.7 i f:X— Y DRAE, Y ATERI, EH 
iW, mp f FYmBunqutt ma D € b ME 
MIL T 
证 明 先 假定 了 为 平坦 ,， 设 z < ri "den Hen 
点 。 于 是 Cr 是 个 离散 赋值 环 。 设 rem 一 吗 是 个 一 致 化 参 
B. ME O,.， 中 不 是 零 因 子 。 由 于 f APA, {Hrem BA 
是 零 因 子 , 从 大 x 不 是 区 移 相 化 点 ， 
及 之 ,假定 X 的 每 个 相伴 点 那 映 成 ?的 广 点 、 要 证 明 f 为 平 
及 ,条 站 必须 证 明 对 每 个 + € X y — EGO, MEBER Ona P 
HF Onr WRI RI GO, 是 个 域 ,不 需 拓 让 明 什 么 了 ,如 
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# y RAMUS, Ane MEDERRA, AO 工 3) 我 们 必须 证 
明 Os.x 是 个 无 挠 模 . 若非 如 此 , 则 Pe 必 是 在 m, IRE AR 
子 , 其 中 R A, 中 的 一 个 一 致 化 参数 ， 因 此 P 必 在 O, rh 
《0 的 某 个 相伴 素 理想 p 内 《Matsumura[2， # 2, p. 501). 那么 ， 
9 决定 了 一 个 点 #E 大 ， 它 是 天 的 一 个 相伴 点 且 在 了 下 的 像 为 ?， 
矛盾 . 

最 后 ,应 注意 当 X 既 约 峙 , 它 的 相伴 点 俗 是 其 不 可 约 分 支 的 广 
点 ,从 而 我 们 的 条 件 是 指 站 的 每 个 不 可 约 分 支 文 配 了 YY。 

例 9.7.1 没 Y 为 有 一 个 结 点 的 肛 线 , f: X 一 了 为 Y 的 正规 化 
弄 它 的 映射 ， 则 了 不 是 平坦 的 。 KAFE, M e, 便 是 
一 个 平坦 的 €, MEZ, HT 'E ENE, 由 (4.2e) 它 将 为 局 部 自 
由 。 最 后 ,由 于 它 的 秩 蚌 名 是 了 上 的 一 个 可 逆 导 ， 诅 是 泵 居士 
存在 两 点 P.P, 都 映 成 了 的 结 点 8, 故 《fsO:)o 作为 Or HE 
要 有 两 个 生成 元 ,从 而 它 不 会 是 局 部 目 由 的 ， 

B)9..2 YAHENE > 工时 ，(9.?) 的 结果 也 不 成 立 。 
例如 Y = A, X 由 对 -- 点 的 胀 开 得 到 ， 则 X, Y Hd EX 
支配 了 Y， 但 了 不 是 平 二 的 ， 因 为 在 胀 开 点 上 的 纤维 的 维 数 太 大 了 
Q.5). 

bw zx TUEEM. EMT, P € 了 是 个 团 点 ，XS 
WE pur m 
n ice, TY IRS Pis oix 

证 明 到 部 为 和 在 P haykun Kinti ñ=, aman 
d). Ri X 0/8 PE S 6 JE X BORD AR HG EC) PATY. 
又 因为 X 到 Pr 的 任何 其 他 扩张 总 会 有 其 些 相 伴 点 映 到 P, nfi 
X u—. 

X981 AAA, RIA CT k— 0958826 
J Pr DT B IRIS, RT DA ERR E, DELE 
B “Hilbere 概 型 为 本 征 的 "。 所谓 Hilbert 概 型 是 个 概 型 H, E 
HP 中 所 有 闭 子 概 型 数 。 它 有 这 样 的 性 质 ; 给 出 一 个 出 
FEH XCP;, EGPÓRT 了， 而 了 为 任意 概 型 ,等 价 于 给 出 了 一 
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个 态 射 ?:7 -> H， 这 里 自然 表明 ,对 任意 te T p) E H US 
TE X,CPto 的 点 。 

一 旦 知道 了 Hilhert 概 型 是 存在 的 ( 见 Grothendieck (5, 
erp. 221])， 则 其 本 征 性 向 题 就 可 用 本 生性 的 赋值 判别 法 《第 二 
意 ,4.7) 来 决定 。 刚刚 所 证 明 的 结果 正 是 证 明 政 的 每 个 连通 分 支 
本 征 于 丰 肝 所 需 变 的 本 质 之 外 

例 9.8.2 尽管 在 平地 族 中 纤维 的 维 数 不 变 , 我 们 却 下 能 期 望 
像 “ 下 可 约 ” 或 “ 既 约 "这些 性 质 在 平坦 族 中 会 保持 不 变 . 例 如 在 (第 
二 章 ，3.3.1) 及 (第 二 章 ,3.3.2) 中 给 出 的 族 即 为 如 此 ， 在 这 两 种 村 
形 中 ,总 空间 X 是 加 的 , 底 空间 Y Red ERE HERI. f: X Y 为 满 。 
故而 族 为 平坦 。 同 样 ,两 个 族 中 大 部 分 纤维 都 是 整 的 ,但 是 特殊 的 
纤维 在 一 个 族 中 为 双重 直线 ( 非 既 约 )， 在 另 一 个 族 中 为 两 条 直线 
(ET 31295. 

B8 9.8.3( 从 一 点 投影 ) 利用 《9.3) 我 们 可 以 对 从 一 点 投影 的 
几何 过 程 有 一 些 新 的 深信 了 解 (第 一 章 , 习 题 3.14)， 令 P —(0, 
0,--.,0,) € Pari, AERE p; P^" — (P) > P, "ZH (m, 
tera) 2 (zo, t, z.) EX. XE acka < 0， 考 虑 以 
Cast tty tas) Cx oto ax a) 定义 的 P" SUCI a,, 
EXA PP" 中 不 台 P 的 闭 子 概 型 ， 对 每 个 a x 0, 令 X, = 
aX). WX 是 个 以 A'— {0} 为 参数 空间 的 平坦 族 。 之 所 以 为 
平坦 是 因为 作为 抽象 抵 型 这 些 X, 均 为 同 构 ， 事 实 上 和 如果 不 EE 
P^? 中 的 做 入, 整个 族 同 构 于 X, x CA! — (0). 

现 由 (9.8) 这 个 族 可 唯一 扩张 到 定义 于 整个 A! 上 的 一 -个 平坦 
族 , 且 显然 在 0 上 的 纤维 XX。，， 至 少 从 集合 论 的 角度 讲 , 它 与 X, 的 
投影 eO) 是 一 样 的 。 因此 我 们 看 到 了 有 这 样 一 个 AA' 上 的 平 
Hik, CEMA 0 ç 0 处 的 纤维 均 同 构 于 X, 而 在 0 的 纤维 是 以 
KX) 的 空间 为 承载 空间 的 某 个 概 型 。 

例 9.84 现在 来 计算 刚才 所 措 述 的 平坦 疙 的 特殊 和 情形, 这 时 
X, E P' 中 的 三 次 扭曲 线 ,9 是 到 P: 的 投 时 而 gkX,) 是 P 中 一 
条 结 点 三 次 曲线 。 这 个 计算 的 显著 结果 是 ， 这 个 平坦 族 的 特殊 经 
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维 Xe 由 曲线 X) Ri BA Leg SEEN Wl 
Xe E BEA AJB. 由 于 具有 指向 平面 外 的 这 些 冠 零 元 W 
FR X 仿 保留 了 空间 曲线 族 极 限 的 信息 。 特 别 地 ，X 不 是 P 
hbl+f OR CES 11), 


图 11 PhP- EAR 


现在 来 计算 。 我 们 只 对 二 重点 附近 出 现 的 情况 感 兴趣 ， 故 而 
EAA 中 仿 射 坐标 z, 及 A 中 仿 射 坐标 zyz Ú Xi BH £ 
数 方程 给 出 

xz 一 上 一 1， 
一 人 一 二 


因为 r= z, ñ= z+ 1, eyte, 我 们 知道 这 就 是 At 中 的 
三 次 扭曲 线 (第 一 章 , 习题 1.2). 

对 任 一 ae 0, HUS. X, 由 下 面 方程 给 出 
r= n — 1, 


yerin 


z= ar, 

设 久 为 扩张 到 整个 A! 的 全 部族。 要 得 到 * 的 定义 理想 IC 
[a，z,y，z], 我 们 只 要 从 这 些 参 数 方程 中 消去 +, 并且 还 应 该 明确 
“不 是 Masa), 21/1 HRAT iA AEE E FHR. 

我 们 求 出 
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I — (az + 1)—2z, aty + a!z—z,rz—ay, yx 1 

4a—0, gus 各 的 理想 Lc k[r,y,z], VE 

= (zx,2 z2, — xx + 1)) 
RE x, semis 支 集 等 于 结 点 三 次 曲线 y! — rx + 1), dE 
rob, mer 从 而 名 在 这 些 点 为 既 约 ， 但 是 在 
结 点 (0,0,0) 上， 我 们 有 元 z, Wife xz —0, EXT ESTE 
Jb. 

Trek E # TCHR FERHAT, HR BUR AE 
PAIR I 26 ESE3E FUR T TRAS. 也 可 见 (9.10.1) 及 (第 四 章 ， 
习题 3.5)。 

例 9.8.5《 除 子 的 代数 族 ) 设 半 为 代数 闭 域 和 上 的 有 限 型 恬 
K,T k EIERE, DXX XT LIEZ Cartier RÝ 
CELE, $6. TETK DAF XX TII— T HTT-MEU, CE 
个 小 开 集 U 上 可 局 部 描述 为 单个 元 fe FPC,Go》 的 零点 而 了 不 
AEAT. 对 每 个 闭 点 c€ T, 4 X,( SX) 为 XXT 在 :上 的 纤 
HE. TN XIED, DARBA f E UNAX, Ar) H 
的 象 了 不 是 个 零 四 子 ， 我 们 则 党 相交 除 子 D, 一 D.X, SEX. 
Rit, FAZ (Un x) 及 元 了 定义 了 X, 上 的 一 个 Caer 除 子 
D, in D, 对 所 有 : 有 定义 ， 则 说 除 子 (Dire T) 形成 一 个 以 
TpENUD X EAST TRE QUE. 

这 个 定义 就 Cartier +I EE E fRE0, RUCEGPHB EDU 
BERERA: APET EENIA Carie 除 于 ， 它 平 
RT 了 , 当 且 仅 当 D,—D.X, 对 每 个 +:& 了 有 定义 。 实 际 上 , 令 
DD 为 任 一 点 ，4 一 Orxr 为 + 在 交 XT 上 的 局 部 环 ，f € 
了 为 如 的 一 个 局 部 方程 ,并 设 pG) 一 14€ Our 为 一 个 一 致 化 参 
数 ， 于 是 D.X, 在 z 有 定义 、 当 上 且 仅 当 FEAA 不 是 零 因 子 . 
由 于 。 在 4 中 里 动 地 为 非 零 因子 ,这 就 等 价 于 说 (wu,f) 在 4 中 为 
正则 序列 (第 二 章 , $ 8)。 另 一 方面 ,六 对 了 在 z 为 平坦 , 当 且 仅 当 
Dno 平坦 于 Or， 由 (%13) 它 等 价 于 O, o CBS u REA, UIS 
SAF, iA Oo SQ 411A, (2 EIE Gyu) 为 4 中 王 则 序列 ， 
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因为 王 则 序列 这 一 序列 与 序列 的 次 序 无 关 《Matsumura (2, 定理 
28, p.102 D, 这 两 个 条 件 等 价 . 
定理 9.9 RT ARK Noether RUE. XCP; AMT 


Hilbert ZARA Pe Qie], 则 X 平 坦 于 T 当 且 仅 当 Hilbert 

证 明 回顾 一 下 ,我 们 曾 在 (第 一 章 , 第 7 节 ) 中 定义 了 Hilbert 
多 项 式 而 在 (习题 5. 人 中 用 另外 的 方法 进行 了 计算 .我 们 将 采用 当 
mn b 0 ht 

P ,(m) 一 dim (X, Os (m)) 

作为 定义 性 质 。 

首先 以 P? 上 的 任意 瞩 聚 层 多 KE Cr， 并 采用 多 ,的 
Hilbert 多 项 式 对 上 述 情 形 作 推 广 。 Dub, SIR X= 
Ph ER RARER TERRI, BKE, HERAS ANE 
比较 ,看 出 只 要 考虑 T 一 SpecA, A 为 局 部 Noether 环 的 情形 
Omar. 

于 是 现在 设 T = SpecA,A 为 局 部 Noether WR, X = Ps, 
Z 为 X 上 的 此 聚 层 。 我 们 将 证 明 下 列 条 件 等 价 : 

G) 多 IST T: 

Gi) XH mD OHK, Z (m)) JAME E h 4 Bi 

Cii) 多 ,在 X, — Pk, 的 Hilbert ZHR P, HER: E 
了 与 + 无 关 ， 

GO = (Gi) 用 X 的 标准 开 仿 射 覆盖 Uk Čech EARR 
算 HOC, 多 《m))， 则 

HICK, F (m) — WCU Fm))), 
因为 多 APH, Čech 复 形 的 每 一 项 CQ, SF (m) RPA 
模 。 另 一 方面 ， 如 果 m > 0 则 由 (5.2)， xti 0H HX, 2 
(m)) 一 0， 因而 复 形 5 U, 多 (《m)) EAR HX, F (m)) 的 
一 个 分 解 : 我 们 有 有 正 合 列 
O> HX, F (my) CU (m) CU F Cm) -> 
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CF (m) — 0. 
将 它 分 裂 为 短 正 合 列 ,并 用 《9.1Ae) 与 C 全 为 平坦 的 事实 ， 我 们 
得 到 HOC F (m)) ER AU. 然而 它 也 是 有 限 生成 (5.2)， 
以 而 由 《9.1A 门 它 为 有 限 秩 自 由 楼 . 
Gi)= G). P S= Alsa] MIO ER S A 
M = @ HX. (m), 


长 中 ma 选取 得 足够 大 ,使 对 m 2 m 时 HOC F (m)) 全 为 自 
由 。 然 而 由 (第 二 剖 ,5.15) 有 多 — M. 只 要 注意 到 对 与 了。 x 
CE ) 在 次 数 m> m 时 相同 ,从 而 Mem TQUE. 出 于 M 为 
自由 (从 而 平坦 )4 模 ,我 们 得 到 多 FAF AOL. 

Gi) e Gii)， 只 要 证 明 对 m > 0, 

P, Cm) = cank EX F (m)) 
WET. KENZA RIE RA A m > 0, 8 
HOX, TF (m)) £ HA, F (m))@ AACO. 

首先 设 T = SpecA,, She 是 对 应 于 r RER, HEE 
JR 3k T'— 了。 于 是 由 (9.3)， 我 们 可 以 归结 于 ET HA 
点 的 情形 。 以 X, 表 闭 纤维 X, 27, & Su BRO BRE 
A 上 的 一 个 表现 


At— A— k — 0. 
于 是 得 到 XX 上 层 的 一 个 正 合 多 
多 ?一 多 一 多 一 0 
现 由 (习题 5.10), 对 m 20 0 EL ER SU 
HX 27 (m) > POCO (m) > HXX., F (m) > 0, 
另 方面 ,可 用 HOC F (m)) 对 序列 4 一 4 一 《一 0 作 张 量 
B. EHEN, THERE mco 0 hj 
HOK, (m) & HOC, (m))@ ak. 

x Cd [fr i RIS. 

Gi) GU, HS (第 二 章 , 8.9) 我 们 可 以 验证 RA, 7 
(mm)) 的 自由 性 ， 即 比较 它 在 了 的 广 点 与 闭 点 处 的 秩 ， 因 而 上 面 


DET 


Gi) = Gii) 的 论点 可 以 倒转 过 来 
3& 9.10 设 了 为 一 连通 Noether m, xP; 为 平坦 于 了 
的 团子 概 型 。 对 任意 TES + x, 表 其 弛 维 并 将 其 看 作 Pio ff 
MESES CER. 
"em. FEET INSTAT CE, 分 支 上 给 予 其 既 约 的 诱 
导 结 构 , 于 昆 归 结 到 了 为 整 概 型 那么 从 这 个 定理 ,第 一 章 ,$ 7) 
的 事实 及 (习题 3) 得 到 了 结果 ， 
dimX, — degP,, 
degX, = (r1) ° CP, 的 首 项 系数 )， 
其 中 r — dimX, 及 
PO) = C7 U'CPCQ0 — 0), 
定义 ， 设 站 为 一 代数 闭 域 ，f:X 一 了 2k ERARA. 
并 假定 对 每 个 闭 点 5e T ,有 
A) £C 为 不 可 约 , 且 
Q) E 四 EClr 为 极 大 理想 ， te 全 (9 为 广 点 , 则 fm, E 
成 极 大 理想 mn: SOLx 
在 这 些 名 件 下 , 令 X. XR P'O) (具有 了 既 约 诱导 结构 ), 我 


Xo) E eh Da ic | 出 现 是 必要 的 。 它 等 价 于 概 型 式 纤维 X, 在 
其 广 点 处 既 约 。 

例 9.10.1 在 (9.8.4) 的 平 组 族 中 ，。 如 果 让 纤维 具有 其 既 约 诱 
导 结构 , 则 得 到 由 A’ 作 参数 的 簇 的 代数 族 Xon 对 + S< 0 它 是 条 
非 异 有 理 曲线 ; Mo 一 0 它 是 平面 结 点 三 次 的 线 ， 请 注意 算术 亏 
格 在 此 族 中 不 是 常 值 ， p OG) = 0 38 + se 0 fi p OG) = 1. 这 
是 由 于 在 概 型 式 纤维 X 中 出 现 了 宪 零 元 的 原因 ， 因 为 由 《9.10)， 
在 最 型 的 平 组 族 中 p, DEKH, EE 06 的 媒人 点 改变 了 Hilbert 
多 项 式 的 常数 项 ,故而 有 了 p(X) 一 0. 

RRO ATERRAR HOT xo PUTE 


证 明 这 f:X>T laku SEM. 刚 南 (9 7), f 是 平 
m 


EH. BERRIENA ENAA € 了 ， 概 型 式 纤维 X, AF 
Ë Xw。 换 名 话说 必须 证 明 X, 为 县 约 。 对 任意 点 xEX;: 令 A= 
Dra AREG, FO) = 1, 开 仍 以 1， 表 局 部 环 Clr 的 一 致 化 参 
Jk. TE, ANA 是 + 在 X, 的 局 部 环 ， 由 假定 ，X, 不 可 约 ,故而 
;在 4 中 有 一 个 唯一 的 极 小 素 理 想 p。 又 :+ 生 或 ,的 广 点 在 中 
局 邬 环 的 极 大 埋 想 ， 就 是 说 : 生成 A, 的 极 大 理想 。 最 后 ，z 在 
Ko 的 局 部 环 为 4Jp， 我 们 的 假定 条 件 表 明 A JEM. RE 
我 们 的 结论 便 是 下 生 引 理 的 一 个 结果 ， 它 告诉 我 们 p 二 14, t 
Xo = X. 

3H8 9.12 (Hironaka 引 理 由) 设 4 为 局 部 Noether 整 环 
且 为 革 个 域 tp MIB tbid. $ r€ A HRE 


(3) 4l» See 
N 一 BARER, 

证 明 + A29 ADER, Rh CE 3.9 A) A GERI 
EL WEE 

g: AJA — ARA 
及 

diAÍtA— Alp 
都 为 同 构 。 

首先 作对 "的 局 部 化 。 于 是 由 假设 ， 少 在 为 同 构 。 因此 
A 是 个 离散 赋值 环 从 而 正规 。 故 各, 二 4,， 得 到 PP 在 p t EF] 
构 . 

AERA, d 中 至 少 有 一 个 不 是 同 询 。 则 在 某 个 适当 的 素 
理想 作 局 部 化 后 ,可 以 假设 qu 在 每 个 4 < m( 极 大 理想 ) 的 局 部 
化 4。 上 均 为 同 构 , 但 9 由 中 至 少 有 一 个 在 四 木 是 同 构 , 由 第 一 步 
所 证 ,有 pem, i dim4 22, 那么 , 4 正规 且 扒 数 之 2， 改 而 
depth 2 2( 第 二 章 , 8.22A)， 所 以 [sd 具有 depth 2 1, [lilt 
它 不 能 以 m 为 相伴 素 理想 、 另 一 方面 ，3114 与 Ala 在 m 以 外 
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的 素 理 想 上 岁 一 样 ,于 是 香 出 ANA 是个 整 环 。 Ik EB AB M 
(GLA) SANA, (ANA) ea = Alp, AA d Em PIOS IR 
Ku, 从 而 ANA 是 有 限 生成 Ale 和 模 并 有 具 枯 同 的 滴 域 。 由 假设 
Alp 为 正规, 我 们 推导 出 ANA = Alp WMAP Ob. CTS 
MA — A+A, 由 Nakayama 引 理 有 A=, Ait A/A ex 
Ale AP o EISE. SETE, m ERH T EA RU ASTCES 
版 米 环 4 上 ,及 中 已 经 是 后 构 了 ， 

最 后 ,| 及 灿 是 同 构 ， 得 到 p= 1:4、 因 P 是 同 构 ,得 到 d 一 
有 十 13， 你 前 面 一 样 用 Nakayama 引 理 推出 4 = £, 从 而 4 为 
正规 。 

系 9.13〈lgusao) 邻 Xi 是 Pi 中 正规 的 代数 族 ， RT 
X 化 ， 则 X. 的 Hilbert PHA, PCX), 
EE 无 关 。 

证 明 T 中 任 丁 个 闲 或 是 在 某 个 态 身 nT T kiah, t 
HT 为 一 条 非 虹 曲线 ,或 是 可 用 有 限 条 这 样 的 曲线 连接 。 故 而 通 
过 底 扩 张 , 可 化 到 了 为 非 狗 曲线 的 情形 ,于 是 从 (9.10) 与 (9.11) 推 
出 结缘 . 

A 9.13.1( 无 穷 小 形变 》 REZAT PAETE 
数 族 而 言 是 个 自然 的 条 件 , 现 在 转 到 概 型 的 范 赌 中 ,考虑 一 个 重要 
的 非 经 典 的 平 霸 狂 例子 . 设 X, 为 域外 上 的 有 限 型 概 型 。 令 p= 
un 是 下 上 的 对 偶数 环 .Xu 的 一 个 无 穷 小 形变 是 指 一 ARE 

x, 38 T D ARE XG t == = X, 

MIEHEN EA F Rm ds X — TEE 
族 , 有 一 个 点 ET 使 X, = X, RINNE X dk X, fg AOE) 
形变 ， 现 在 在 T 于 :的 Zariski 切 空 间 中 给 出 一 + 则 得 到 一 
个 射 SpecD 一 了 《第 二 章 , 习 题 2.8)。 于 是 由 底 扩 张 ， 我 们 得 到 
X'QEGEBCT. SpecD 并 有 闭 纤维 Xo 所 以 研究 ,的 无 穷 小 形变 
Rz fe A: 3 BL 32 SEDE TEE HI Bra Bl. 

6913.2 依 同 一 想法 恋恋 讨 沦 ， 常 常 可 以 对 概 型 X 的 无 穷 
小 形变 分 类 。 特 别 地 ,大 在 代数 闭 域 和 上 为 非 异 时 ， 我 们 将 证 遇 ， 


BUE 


X09333 E Elia FARA- tF ES HX. 13 
[Sp T, EDR 
实际 上 ;给 出 了 X 平坦 于 D, AE D BUR TERRE 
0—k > D—>k— 0. 
由 平坦 性 ,得 到 了 Ox 桩 的 正 合 序列 


0-9 Or Ey — D. 0, 

因此 多 是 经 层 A MEU XEM E, KEE, 3188 8.7) 
的 意义 下 的 ， 鼎 之, 这样 的 一 个 扩张 给 出 了 XX 平坦 于 D。 现 在 由 
C18 4.10) mi ix eer een H'OC,. D 

E3133 有 一 个 鸦 个 的 科目 称 作为 形变 埋 作 ， 致 力 于 研究 
IRA Ef&sE RUE X, HEE. 它 与 模 徐 问题 紧密 相关 、 在 模 举 问 
略 中 人 们 试图 对 所 有 的 簇 进 行 分 类 ， 并 将 它们 置 于 代数 族 中 ,我 
们 在 这 由 仅仅 研究 那些 与 所 给 X, HIE BJ, 

形 皮 理论 是 代数 几何 的 一 个 领域 ， 在 那里 概 型 的 影响 粗 当 
未 。 因 为 既 便 一 个 人 主要 兴趣 是 个 不 上 的 簇 Xs, 当 在 概 型 的 范畴 
中 讨论 时 ,他 澡 可 能 填 虚 具 剩 余 域 的 任意 Acn 环 上 的 平坦 族 ， 
EA X HAFA. B Arin 环 的 极限 ,他 就 可 能 研究 完备 局 部 环 
上 的 平坦 族 。 这 两 类 族 顽 介 于 加 本 身 与 一 个 整体 形变 XT 
之 间 , 其 中 了 是 另 一 个 敌 。 因 此 它们 是 研究 X, 的 所 有 形变 的 有 力 
TR, 形变 理 沦 的 一 些 文献 见 Schlessinger 或 Morrow 及 
Kodaira (1,58 4 RE]. 


3 H 

9.1 Noether 币 型 问 的 有 限 型 平坦 射 (:X—Y HH, 即 对 任意 开 子 集 Uc 
X, f(U) EP Y. {提示 : UR fC0) 为 可 构造 的 且 在 广 点 化 下 稳定 
Cg zm IO VO RR ZR SLE 190,1 

9.2 (A-R IM 3.14) 的 昌 线 进行 (9.8 .4) 的 计算 . 证 明 在 平面 三 次 
Mh £t e A. E68 ZIKA 

9.3 一些 平 组 与 非 平坦 的 例子 。 
(a) # fxX 一 是 代数 闭 域 & 上 的 非 蜡 往 间 的 有 限 满 射 ， 则 # 为 平坦 ， 


DELE 


9.7 


《b) 设 X% 为 交 于 一 点 的 两 个 平面 的 并 , KEA p Big] HeRR- 
平面 Y. 证 明 1 不 是 平坦 的 。 例如 & Y = Speck [y] X = 
Speck[r.y,sm ]/(e,e) ñ Qn + toy + e). 
(e) fi Y = Specilr,y]td X = Speck[z,y e sw ]/ (5305, za 一 
ye), VEU] X. =Y H x GEA Ao {f t 不 足 平坦 的 。 
AEIB6EBOJ FEE IR. 设 f: X—Y 为 Noerber 概 型 问 的 有 限 型 态 射 ， 则 
(ze X [IET 2) 6 x BG— P TESICHEREDU S). Grochendieck[EGA 
IV. ILL] 
BPR. HERAT AEP, 以 COOC Pn Ax 上 的 射影 
1&8 8,518] 2.10), E ICA [serre] 是 xX 的 (最 大 ) 齐 次 理想 ， 
则 COO 由 上 在 A[z.,..., za] 生成 的 型 想 折 定义 。 
(0 BATER, A Ut) 是 Pr 中 半 子 概 型 的 平坦 族 则 (CG) 不 
45 Prnt 中 的 平坦 族 . 
(5) 为 你 补 这 种 铺 况 , 作 下 面 定 义 ， 设 AEP 是 个 闭 于 概 型 ，T 是 个 
Nostber ERE, HN (€T, 4 LCS, o AD [os x] 2) X, 在 
Pra P RDGRESERME OG) 为 极 平坦 ,如 果 对 所 有 420, 
dieu /Ie 

STX. SOUS 4 次 齐 次 部 分 。 
CO d {XW} 为 Pr 中 极 平坦 族 , 证 其 为 平坦 ， 叉 证 明 (COC)) R Phe 
中 的 一 个 极 平坦 族 ,因而 平 组 。 
(22 15 (Xa) A Ps 中 的 射影 式 正 议 欠 的 代数 族 , ELICIT ERG 
非 异 曲线 参数 化 , 则 {X43} 是 概 型 的 极 平坦 族 . 
设 YGP 为 维 数 关 ?的 代数 闭 域 t+ 上 的 非 异 徐 ， pig Pe P ip 
一 个 不 包含 y 的 超 平面 ,并 使 7 o YnP 也 为 非 异 、 证 明 Y 在 请 
中 为 完全 交 ; 当 且 仅 当 I EP 中 为 完全 交 ， [提示 : ”参见 《第 二 
章 , 习 题 8.4) 并 将 (9.12) 运 用 Y 及 XY 上 的 仿 射 锥 . 
* YCX AATRE Hh AR k 上 三 的 有 限 型 概 型 设 Doipy 
C) 为 对 偶数 环 。 定义 作为 业 的 闲 王 框 型 的 了 的 无 穷 小 形 李 是个 团子 
HA YCXx,D, 且 其 平坦 于 D， 闭 纤维 为 Y， 证 明 这 些 Y tmr, 
Wy) 分 类 ,其 中 

ra Fomor z Js On), 


"9.8 设 4 为 有 限 生成 代数。 将 4 写 为 * 上 一 个 多 项 式 环 的 商 , 了 为 核 : 
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0—J—,—4—0, 
考虑 (第 二 章 48,14 刀 的 正 合 序列 
HLan DA 14, 
BMAF Homs) HA TUO 为 余 核 : 
Hom,4( 0,,0)4, 4) Hom,(1/413,4) T (A)—40, 
现在 利用 (第 二 章 , 习 题 8.6) 的 构造 证 明 。，7'(4) fg ARTESINIEZE 
ARMLET D = KL]/P ARRA h A Okad, 由 此 得 
Bh TU) 与 将 4 作为 多 项 式 环 商 的 表现 上 关 .《 更 详细 的 内 容 ;名 
Lichtenbaum 与 Schlessingertt1), 
3.9 《代数 4。 如 果 它 没有 碟 穷 小 形变 或 等 价 地 由 (习题 9.8)。 如果 
TO) = b, Bis 4 是 天 性 的 。 设 4 = osc(R[z5z e ]/(2 y) 
(uw) ;证 4 是 刚性 的 ， 这 对 应 于 A 中 交 于 一 点 的 两 个 平面 


9.10 4 上 的 概 型 X， 称 为 刚性 的 ,如 果 它 没有 无 穷 小 形 或 。 


Ca) Ri (3.13.2) uFBB P, 是 刚性 的 。 

(b) 人 们 可 能 会 想 ,如 果 X, E k to RERO, W X 03454 Fen TEE 
就 应 是 局 部 平凡 的 . 证 其 并非 如 此 ， 采 用 下 面 方法 ; 构造 一 个 本 征 
BJ g Rl SW XA PRAE kE, £X EPI. REEE 
A htt JE au Eh EQ sU a, 

*《<) 但 是 ,请 证 明 在 下 述 意义 下 ;经 平坦 底 扩张 后 可 将 P' 的 一 个 整体 
形 炎 平凡 化 ,这 是 指 fT SEIS SERES REB, TARAR E 
的 一 条 非 异 曲线 .假定 有 个 财 点 ¿T 使 X,SPL, Rie mde 
WRT 及 平坦 射 1:7' 一 了 ,其 像 包 含 了 +， 使 得 当 X = XxrT' 为 
Jig frs t RO HR 0 T* fa PST. 


s. jy P; pyd RIER, k HIRR. UER: 


ocal TLU — DU — 2. 
2 


[提示 : We DAO. AAE v Sj v d P' pa e 
比较 ,】 


10. 光滑 态 射 


光滑 态 射 的 福 念 是 域 上 非 异 得 概念 的 一 和 相对 形式 。 本 节 中 
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将 给 出 关于 光 请 态 射 的 一 些 基 本 结果 .作为 应 用 ,我 们 要 给 出 特征 
0 的 Bertini 害 理 的 Kleiman 的 漂亮 约 证 明 . 关 于 光滑 及 平展 坟 
射 的 进一步 知识 可 参见 Altman E Kleiman[1, 第 Vl, VÆ]: 
Matsnmara [2,11 章 ] 及 Grothendieck [SGA1, exp. 1,11,111, 

JARE, F(E TOL GS IRE Ek MAR 
型 . 

定义 kIOGUHMOSHUSUUA ES j: XY 相对 维 数 站 光 
Bun 

CL) f Xpg Hs 

Q) inf XEK, YOY 为 不 可 约 分 支 使 KOS Y', M 
dimX' — dimy + n; 

COD HETA z€ X (HSE) 

dim, Our Ek (z)) = n, 

例 10.01 对 任 总 了 ,At 及 Ps 均 为 了 上 抱 对 维 数 光滑 ， 

$110.02 FOCUSES RTEOYSTM Qus EX ERBA 
UHR n (8 — ze, 8.9) 

$1 10.0.3 = Y — Speck, k X CPI BU X EET k. 当 且 
以 当下 正则 ,具有 维 数 n. RUM, Z KEk ERAITSI TEARS, 
M) GW. S B O P AES, 参照 ( 第 二 章 , 8.8) 及 《第 二 章 ， 
8.15), 

命题 10.1 

OQ) T gibst o kB. 

《b)》 底 变换 ; 设 f:X 一 Y 相对 维 数 ”光滑 ,8g:Y 一 了 为 任 
d. f TEA ETE "TY PIRR ER n YB. 
(0 RA: EhXoY ETT PET xz 县 相对 
Rim EM, Ri gof: X2 县 相对 维 数 noni. 


Q) Bu PRY ERZAR PATRE” G m, 
WX x gete ER 7€ 

证 明 

G) XR. 


(b) 由 (9.2), 了 为 平坦 .依照 (9.6), WREE LBRO) 
等 于 说 了 的 每 个 纤维 X 的 不 可 约 分 支 都 是 = 维 。 而 这 个 条 件 在 
REPETE, f, Our 在 底 扩张 下 稳定 (第 二 章 ，8.10), 从 
而 dimakan eR CD ide, ERE F XW, 
( 由 (9.2)，gof PH Æ X'CX, Y'CY, ZOZ 为 不 
可 约 分 支 使 OSY, NG, WgAmtieBdiax 一 
dimZ' + a m, ETRA- FAIT ,我 们 用 (第 二 章 , 8.11) 的 正 
合 序列 
{Or > Auz — Qr — 0, 
以 RG) KERA 
IAr Qk (z) — Arn Bka) — Oy Oh) — 0, 
HE KEIEN AER m, 82 10525 n 维 ， 故 中 间 项 有 维 
X <m + n, 
另 一 方面 . 4: 一 gCflx))。 则 由 于 相对 微分 与 底 扩张 可 交 
fü 
Quz) — Qx ak (a), 
4 X 为 X, 的 包含 了 * 的 一 个 不 可 约 分 支 , 并 具有 其 既 约 诱导 结 
构 ， 于 是 我 们 由 (第 二 章 , 8.12) 有 一 个 满 映射 
QA DER) > Gy aq — 0. 
然而 由 (9.6), X 是 kGO Ent maA RNEER, 故 由 (第 
ZE, 8.6A)，8xmn 是 秩 2a + miS IS, 四 此 在 每 点 至 少 
需要 ú+ m 个 生成 元 ,于 是 
dim (Qc kG)) 2 n + =, 
结 台 这 些 不 等 式 ,得 到 所 蛮 的 
dimy Quz Bk) — n + m. 
UO 这 个 论断 是 (b) 55 Ce) 的 结果 ,因为 它 可 以 分 解 为 X X z 
Y —Y — Z, T 
定理 10.2 i hX—Y GEARRE M f 8 
P pR, MAIA 
(eg 
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《2) xf ye Y, $X; — X, Du kO rh kO): 
EO) 的 代数 闭 包 ， 则 Xs 为 kak FL CAE "EUR 
PALMEN, Bari n 

MESH ” 设 f 光滑, 其 有 相对 维 数 a, 则 在 任意 底 扩张 仍 如 此 ， 
FEE, X” ARTRO, 具有 相对 维 数 a, 从 而 为 正则 C10.0.3)。 

反之 ， 坝 (1 与 (2) 满足 。 由 (1) 为 平坦 ， 由 (2) 我 们 推出 
多 ,的 每 个 不 可 约 分 支 具有 维 数 a, 由 (9.6) 它 给 出 了 光滑 性 定义 中 
RRE CG) 最 后 ， 因 为 RO ARKA, X 的 正则 人 性 表明 
Ox, 为 局 部 自由 , 秩 为 (10.03), 从 而 表示 Oc Aka 
的 局 部 自由 层 。( 氏 如 参见 Marsumura [2,C4E), p. 29] ,故而 对 
每 个 ze x, 

dim, Orr BE) = dimy Or RN = n 
AAR. 

FUE SE 3E SER — Tr HERI 203628. 回忆 (第 二 章 , 习 
是 2.8), 对 概 型 多 的 一 个 点 z, 我 们 定义 Zanski 切 空间 T, 3 k (z) 
ARBA M/W 的 对 侦 空 间 ， 当 fiX —9 Y 3580, y 一 
Fa), 则 有 个 切 空 间 的 白 然 约 诱导 映射 

Ti T.— T, pk). 
Et p 2118980910: MGE; AREER, 
aa 103.A ig 4— BA Noether FO ER zs. + 


` O 7 不 是 4 的 零 因 于 ， 且 

(2) MEM g 于 AliA, 

证 明 ”这 是 “平坦 性 局 部 判别 法 ”的 一 个 特 狐 稍 形 ， 见 
Bourbaki[1,11,85| 或 Altman 及 Kleiman[1,V,$3]. 

命题 104 设 [XY XD k EAERHRIBO SRI. 


4 z — dimX — dimY. NIU: 


* à2l 


G)= Gi), 因为 X 为 整 的 ， 故 可 由 光滑 性 的 定义 挫 出 
(10.0.2), 

Gi) > Gi). HOTA, LOREZGSUA. Ax) EKER, 
我 们 有 

PrOvr4G@ACnD > Ora DRC) —> Orr DR) 一 0. 
P x Ey DEPT k, 故 这 些 向 能 空间 的 维 数 分 别 等 于 dimY, 
dimX E» 因此 左边 的 映射 必 为 单 。 但 是 对 一 个 团 点 z， 有 
kG) = k, 夏利 用 (第 二 章 , 8.7) 我 们 看 出 这 个 映射 正 是 由 f 诱导 
的 自然 映射 
m/m, 一 MM. 

在 上 上 取 对 侦 空 间 , 求 得 T 为 满 ， 
Gi) > G). HAWER f APA. 为 此 由 平坦 的 局 部 峙 ， 只 
要 对 每 个 团 点 ze X R y= Ke) 证 明 O, PAFA, 因为 X 
Ey 非 异 ,这 些 都 是 正则 局 部 环 。 又 因为 Try 是 满 的 ， 则 如 上 述 一 
Ë, M/W M/W AA En 为 四 ,的 正则 参数 系 ， 
二 是 它们 在 e, 中 的 像 形成 e, 的 部 分 正则 参数 系 ， 由 于 eG, 
) 自 动 地 平 组 于 A,r) m RVBATIROO3A)H PUE 
下 归纳 ,证 明 4/0, n) 对 每 个 平坦 于 Ga 
5) fg (= 0 t, A, FATO, RE 了 为 平坦 。 

现在 ,可 以 将 Gi) = Gü) 论证 倒 过 来 往 上 读 , 便 得 到 灶 每 个 
HA r€ X, 4 


dimy (Qx rn) = n. 
另 一 方面 由 于 了 平坦 ， 它 必 为 支配 ， 于 是 对 X 的 广 点 5E X, 我们 
从 (第 二 音 ，8.6A) 有 

dim (Og RC) 2 n, 
于 是 推出 了 Oy, ERRORES IRC E SE, 8.8), 它 必 为 
秩 # 的 局 部 自由 层 。 因 此 Owr@4(s) 在 X 的 每 点 上 具 维 数 n, hh 
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fü f RARE a 光滑 的 . 
接着 ， 我 们 要 给 出 仅 在 特征 零 才 有 的 关于 光滑 性 的 某 些 特 殊 


Mandi Bka 和 fX Y RA LAM 


证 明 ISI BO Y RICH X E Y, ECHN k EIER 
徐 ( 第 二 章 ,8.16)， 又 因 是 特征 0 情形 ，KCX) 是 KCO) 的 可 分 
生成 的 正 扩张 ,《 第 一 章 ,4.8A)， 故 由 《第 二 章 , 8.6 A) Qus dE X 
的 广 点 是 秩 n= dimX 一 dimY fJ hÉ. 内 而 它 必 在 某 个 此 
APTE UCX 上 为 局 部 白 由 且 秩 为 m 由 《10.4) 我 们 得 到 f: 
U— Y xxm. 

例 10.5.1 1t 4 EKE P 的 代数 闭 域 , X — Y 一 Pi,f:X 一 
Y 为 Frobenius 态 系 (第 一 章 ,习题 1.2)， 则 了 在 任 一 开 于 集 上 都 
不 光滑 。 事 实 上 ,因为 dU) 一 0， 自然 映射 f*ra 一 9w4 必 为 
0 了 肤 射 , 从 而 Ou: = Ou, 基 秩 1 的 局 部 自由 层 ， 但 f 具 相对 维 
数 0, 所 以 它 处 处 不 光 谓 。 

$H 106 A ACSEUE 0 的 代数 闭 域 , [X — Y ER L T ËB 


X (BA x€ XlrankT,, < r), 


dimf(X,) < r. 

证 明 4 Y 为 KX,) 的 任意 一 个 不 可 约 分 支 ， X 为 汉中 支 
配 了 Y’ 的 一 个 不 可 的 分 支 。 赋 与 X,Y 以 其 既 约 的 诱导 结构 并 
考 起 诱导 的 支配 射 了 ;六 9 Y'S TE, (105) 存在 非 空 开 集 
UEX (E f.U' — Y 为 光滑 。 现 令 xeU'(YX, BZZ Zariski 
s 22 éd ie f T Bl 

Tas Tus 


NA 


T, y >T 


nre 
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AAU 及 YY 分 别 是 大 及 了 的 局 部 闭 子 概 型 ， 图 中 水 平 箭头 为 单 
的 ， 另 一 方面 , 因 z€ X, aki S< r; 因 了 为 光 洽 :77 为 满 
的 (10.4);, 由 此 推出 dimTyw < r 从 而 dimY' < r, 

系 10.7( 一 般 光 滑 人性》 设 fx Y 为 特征 0 RUR L E 
BIRIA APRM ap pp pik VCY ,使 请 FV 一 
V 为 光滑 。 

证 明 由 (第 二 章 ，8.16)。 可 设 7 HER. + r= dimY， 
X, SX 为 (10.6) 中 定义 的 子 集 。 于 是 difri 
(10.6), 夏 而 把 它 从 Y 中 去 掉 , 就 可 以 假定 在 XX 的 每 个 闭 点 上 rank 
T,2 r, 伍 由 于 Y 是 + 维 非 愉 徐 ,这 表明 在 XX 的 每 个 闭 点 上 Ti 为 
满 ， 于 是 ,由 (10.4), f 是 光滑 的 . 

注意 ,如 嵌 原来 的 f 不 是 支配 的 ， 则 可 到 VEY 一 (G), V 
METER. 

为 了 下 一 个 结果 的 需要 ,我 们 回想 一 下 群 艇 的 概念 ,第 一 章 ， 
3)8 32D, RMR E ERO BE G EA G, AHRA K 
Siu; G X G— GE 916-9 G, 使 G 的 和 有 理 点 集合 GA) (H 
于 下 为 代数 闭 ， 它 丛 是 CG 的 所 有 有 闭 点 的 集 ) 在 由 4 诱导 的 运算 下 ， 
ENR C tk 2 给 出 逆 元 ， 

如 果 有 态 射 IG x 着 一 区 ， 它 诱导 了 群 的 同 态 : GU) 一 
AutX, BIR fEH TE X, 

FERRETA x E. — TERI T Ub EE G RPE GOD 
#EX09 1 EEG XO 上 的 作用 为 可 迁 的 。 

注 10.7-1 任意 群 戏 均 为 齐 性 空间 ， RÉENEEDUESERUER 
FEB. 

例 10.7.2 射影 空间 P 在 G — PGL) 作用 下 是 个 齐 性 空 
间 。 参 见 (第 二 章 ,7.1.1)。 

811073 齐 性 空间 必 为 非 异 伴 。 实际 上 ,由 (第 二 章 ,8.16)， 
它 有 一 个 非 异 的 开 子 集 。 然而 我 们 有 一 个 自 闻 构 的 可 迁 群 作用 ， 
故 硬 它 处 处 非 异 . 

定理 148 (Kleiman?) 设 G 为 特征 0 (X R k ERE 


E 


g, X EG FAIRE EH iRiY-XE g:Z 一 X EPR 
iv, 2 到 X 约 态 射 TEE ze GQ), YR nnt 1j 


Ho + dimz — dux. 
证 明 O Uc IER f SEES 9:6 x X X 复合 成 的 态 
"E 


h:G X Y — X. 
BTGIEBUE, LIRE 1023), 又 由 假设 Y 为 非 异 ， 从 而 由 
(40.0, G X Y XFER. 因为 chark = 0， 可 应 用 一 般 光 沿 定 丙 
(107) T & 并 推导 出 ， 存 在 非 空 开 集 UCEX 使 Ah QU) 一 已 为 
光滑 ， 现 在 G 以 对 @G 左 乘 作用 于 G x Y, G 经 9 作用 于 ,这 两 
个 作用 均 与 态 射 上 相 容 。 因 此 ， 对 任意 o € GÜL), Ah QU) 一 
U ys. BT UU EET X AEH 2 EXE XE. 
其 次 ,我 们 考虑 纤维 积 
W = (G x Y) x 2, 
它 有 到 G x Y Ë Z 的 映射 外 E. # , 如 图 所 示 


y 
w— z 
éd. 

Gx Y. x 


|^ 


G 
AA h AA WEE EO.) € 也 为 光滑 。 因为 2 为 非 异 , 它 光 
AFk dh AC101), W tb 68 T k. MEW HER. 
IAB 


q = pog :W — G. 
再 用 一 般 光 将 性 《10.7)》， 我 们 知道 存在 非 空 开 子 集 VEG 使 9; 
4) V 为 光滑 。 央 此 车 ae VOO 为 任意 闭 点 , 纤维 W. Z 
AEF, HW, ER Yt X xZ ， 这 就 是 我 们 要 证 明 的 。 WEE, 
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所 ， 可 能 是 可 约 的 ， 但 我 们 的 结果 证 明了 每 个 连通 分 文 是 不 可 约 
8. 

为 求 出 W, HER BEREE A Fee n RA ARER 

dimG + dimY — dimX, 
因此 各 有 同样 的 相对 维 数 ,并 知道 了 
dimW = dimG + dimY — dimX + dimZ, 
uW E. WE 47V) F, q FOEDE din 一 dimG f 
SET us 
dim, = dimY + dimZ — dimX. 
系 ， 109 (Bertini) id X 是 特征 0 的 代数 奢 域 & 上 的 非 异 身 


NARA EA LE SVP fedt x 


EC MP TE iR yI wis z A Rom, LARA 我 
们 将 P RfE G 一 PGL(a) 作用 下 的 齐 性 空间 (10.7.2)。 下 4: 
用 一 P* 为 超 平面 H = Po 的 包含 映射 ， 我 们 来 运用 定理 。 (E 
推出 结论 : 对 几乎 所 有 的 26 GQ),X X H° = fH) AISR. 
然而 这 些 除 子 PCH 恰 是 线性 系 a 的 元 ， 这 可 由 上 的 构造 知 
道 。 因 此 。 的 几乎 所 有 元 都 是 非 异 的 

注 10.9.1 ”后面 我 们 将 知道 (习题 11.3), 如 果 dimf(X) > 2, 
则 的 所 有 除 子 部 是 连通 的 、 因 此 几乎 所 有 的 除 子 是 不 可 约 且 非 
55. 

E1092 ”如果 我 们 论 及 的 是 个 有 限 维 的 线性 系 , 则 假设 “区 
为 射影 的 "不 是 必要 的 。 特别 地 ,如 果 XX 为 射影 但 4 为 具 基 点 了 的 
线性 系 , 则 通过 考虑 X- 上 的 无 基点 线性 系 ,我 们 可 得 到 更 一 般 
的 论断 "o 的 一 般 元 仅 在 基点 上 可 能 有 奇 点 .” 

注 109.3 在 特征 p> 0 时 这 个 结果 不 对 、 例 如 (10.5.1) 中 
的 射 了 对 应 于 一 维 线性 系 {pP| Pe PU. 因而 的 每 个 除 子 都 是 
HOS PES A. 

E1094 请 将 这 个 结果 与 早先 的 “Berrini EE (BF, 
8.18) 作 比较 。 
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10.4 


19.5 


19.6 


3 
ADERE EEG IER. 例如 ， 令 如 AWE p>9 的 
Bo k — 0). XCAL BE y mat — r. WEEE B BH. 
REMAR n x ANC A 
i XY Xk CRIEAAETULN. (uU y eY, Fih X, 光 
RTO) 证 明 存 在 在 Y chiku cono 为 光 洲 。 
不 上 有限 型 概 型 问 态 射 (XY OVE ado RERAN dett 0 光 
滑 ， 称 为 尤 读 的 ,如 果 上 等 个 16X $ ya) 时 有 人名。 = 
Sl. B KC) E KO) 的 可 分 代数 扩张 。 证 朋 下 列 条 件 等 价 : 
G) 1 为 平展 ; 
(3) AFHR Drw = 0; 
Gi) LXEXEB Eri. 
^ EIE SUE SR XY KPR, 4 ARA REFIN: 
对 每 个 EX， 4 v — IG) JR 人 及 Š, A z 5 y BEI se f 
de. ARAMIN (第 二 章 ， 825A) ) PL ROCS, Bir f 
映射 Sr5。 有 CY) 三 术 *)。 则 我 们 的 条 件 是 ， 对 每 个 EX AC) 
是 AK) 的 可 分 代数 扩张 , 且 自 然 映 射 

GDurtls j8, 


AAH. 

# z ERR XT PRE XU : HP i 
及 一 个 点 z € U EIG = z. PAFRALRAEN—IPT iE 
了 明 下 述 论 断 : 102 & x ERRAN XEAN U 
X 使 PI XB. W| $ zx Foy B H. 

设 Y 是 平面 结 点 三 次 曲线 yt mor + 1). 证 朋 ? 有 一 个 二 次 平展 


ku? 有 限 平 展 复 量 
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BRA X, 它 是 两 全 不 可 约 分 支 的 间 而 每 个 分 支 都 同 构 于 了 的 正规 化 
(gi). 


10.7 (Secce) RDA AMAER. EARE 2 的 代数 闭 域 ， 令 Ps 


aP e P, J EER FIER 上 的 射影 平面 的 那 七 信 点 。 令 日 为 Xe 
Pi 中 经 过 P... P, 的 开 丰 三 次 曲线 的 线 些 系 . 

(1) b 是 个 二 维 线性 系 ; 以 Po. P, 为 基点 。 它 决定 了 从 X-{P 到 
Pa 的 一 个 2 次 不 可 分 坊 射 。 

(b) 每 条 曲线 C eb 为 奇异 .更 准确 地 说 ,C 或 由 三 
点 的 直线 组 成 ， 或 是 一 条 不 可 约 尖 点 
P. 又 CmC 的 麻 点 的 对 应 昨 b 与 P' 之 问 的 一 一 对 应 。 因此 了 中 元 
案 的 奇 点 经 过 所 有 的 点 。 

ea GPHIBDURIUNDGINUADAIR (RYD. ED ens 
坐标 的 三 维 仿 射 空间 中 , 令 C zy 平面 中 的 二 次 曲线 (x 1» 
y æF 为 * 轴 上 点 《001)。 4 Y XUL PfETARIC ER TEPP 
中 的 人 钱包。 EAH e 变动 时 , WEYI ERT ERER, 并 以 P 为 
活 起 奇 点 。 这 个 线性 系 的 基点 集 为 二 次 曲线 C fm E s Sh. 


10.9 设 1:XsY Ak LBIES. (QUE Y 为 正则 ，X 为 Caben-Macantey， 


HR ! 的 每 个 纤维 的 维 数 等 于 dimX 一 dimy， 则 {为 平坦 。[ 提 示 : 
XE JROR — 81,8. 214). 0; (00.4) 的 征明。 


1. 形式 函数 定理 


在 本 节 中 ,我 们 要 证 明 所 谓 的 形式 函数 定理 及 其 系 理 : Zari- 


ski EERI Stein 分 解 定理 ， 定理 本 身 比较 了 射影 态 射 纤维 的 
无 穷 仆 邻 域 的 上 同调 与 高 次 正 向 层 的 蔡 。 然 而 这 些 系 理 仅 仅 用 到 
了 定理 中 i 一 4 的 情形 ( 它 可 以 不 用 上 同调 来 叙述 )， 定 理 的 证 明 
是 对 i 进行 向 下 的 归纳 法 ,因而 对 上 区 调和 手段 作 了 本 质 性 的 运用 .、 
Zariski 对 他 的 “ 主 定理 ”的 第 一 个 证 明 ?* 用 了 完全 不 同 的 方法 , 没 
有 用 到 上 问 调 . 


设 1X 一 了 E Noether MRNK- THESE, FAx 


上 一 个 凝聚 层 , ye Y 是 个 点 。 对 每 个 a 之 1 我 们 定义 


EHE 


X, — X x ,Spec@, /Ms, 
TRO i 一 1， 我 们 得 到 纤维 X, 当 nc 1， 我 们 得 到 一 个 有 
祖 零 苑 的 概 型 ， 它 与 X, 有 相同 的 承载 空间 。 它 是 存在 ? 点 上 的 
一 种 "加 厚 了 的 纤维 "考虑 图 
X. — X 
ko 
Specd, /ME — Y 
RF, — 失色 ,其 中 os 天 X BE BD ff. 因此 由 (9.3.1); 
对 每 个 4 我 们 有 
R'IGQE )9,0,/ m5 — RRF ,). 
因为 Spec@,/ 现 ) 是 集中 在 一 个 点 上 的 仿 射 概 型 ,由 (8.5) 上 式 右 
MERE 所 CX 名.)。 当 变动 时 ,两 端 都 形成 了 反 向 系 ( 关 于 
及 向 系 与 反 向 极限 的 梗概 请 看 第 二 章 , 第 9 节 )， 因 此 可 取 肥 向 极 
限 , 得 到 了 
RH CST) — im Xs 
定理 11.1( 形 式 函 数 定 理 ) GE DX Y 为 Noether GEN 
间 的 射影 态 射 ,多 20 x Eno € Y， 则 自然 映射 


R'ILQE 3 — lim CX, ,) 


对 所 有 > 0 33. 

证 明 第 一 步 ， 将 头颈 人 于 某 个 射影 空间 2¥ 中 ,并 将 多 看 
为 PY ROR. TEH X 一 PY 的 情形 。 

其 次 , 令 A= @9， 并 作 平 坦 底 扩张 Spec4 一 Y。 因此 利用 
(9.3), 我们 化 到 了 YY 26 UB TIRE Z ERRA ARA, Y 为 其 
HA. TE, 再 用 (8.5)， 我 们 可 将 我 们 的 结果 重新 叙述 为 一 个 4 
infi 

HFN S im OG, ZO. 


现 假定 多 R XAP 上 的 Ol) WB, eZ XRT 
KR. m2 2, QE X, 一 Ple" 上 的 OQD. 故 由 《5.1 的 


DEED 


时 式 计算 我 们 知道 ,对 每 个 = 有 
HX F D = HX ,Z )@ , Af v, 
显然 ,同样 的 计算 对 Co) 状 层 的 有 限 让 和 也 是 成 立 的 ， 

我 们 现在 用 对 i 的 向 下 归纳 床 证明， 对 X 上 的 任意 凝聚 层 定 
理 成 立 。 当 i > 入 时 ,因为 义 可 被 ace LT 4H Or RAR 
$1998 485. 故 可 假定 定理 对 i 十 1 IESU 
ps 

给 定 了 X 上 凝聚 层 多 E ORT m 5.188, TUR 多 写 为 
B Z BIZ 4 ER A) 对 适当 的 4 € Z 的 有 限 直 和 ， 令 
2g: 


EREET Z — 0, O) 
可 惜 , 以 Ox, 作 张 量 积 不 是 个 正 合 函 子 , 它 仅 为 右 正 合 , 故而 得 到 
对 每 个 ”的 X, 上 层 的 正 合 列 
Ed ed Ad 

引进 快 射 EE, — d, RET. KARS ADRESEI 

0 S. o @,— S ,— 0 (2) 
与 

09, —d4.— 9.0. (3) 

BATES IE FESTE: 
HOGSD^ o OG) o HK, 7Y 9 


im HX, Rn) r | 

le 

lim HC F.) > im Ot da) m lm HCX, 1) om 
HX, RB) — HH QC ZDA 


a 


lm HX, n R.) |= 
pull 


Bo 


lim HÍ"(X,,27,) — im H'T'( X, ,#,). 
— < 一 


< 30 


项 端的 行 由 《1) 的 同调 序列 的 完备 化 得 到 . 因为 它们 全 是 有 限 生 
成 4 模 (5.2》 完 备 化 是 个 正 台 函 子 〈 第 二 章 ，9.3A)。 底 部 的 行 由 
《3) 的 上 同调 序列 取 反 向 圾 限 得 到 .这 些 群 都 是 有 限 生 成 A/M- 
模 , 从 而 满足 了 模 的 dcc 条 件 。 因 而 这 些 反 向 系 部 满足 Mittag- 
Leffler 条 件 (第 二 章 ,9.1.2)， 改 底部 的 行 都 正 台 (第 二 章 , 9-1). 
8 8 3 ik tas Fi high iq. BTEER Cn) 的 和 , = REI 
ËJ; a Eja BIRARE., BA; ño Fee FIC 2) ES 
H9. 下面 ,我 们 将 证 明 A 55 PIRA. 

现在 暂时 承认 必 是 对 的 ,那么 由 精细 的 5- 引 理 推出 a 为 满 。 
但 这 应 对 X 上 任意 凝 冬 屋 都 对 , 故而 a 必 为 满 。 转 过 来 又 意味 着 
二 为 癌 构 。 这 就 是 要 证 明 的 。 

BUFAUEUEEH 0,06 为 同 构 。 取 (2? 的 上 同调 序列 。 iul 
到 反 轴 极 眼 , 再 用 (第 二 覃 ,9.1, 现 在 只 要 证 明 , 对 所 有 之 0 有 

dimHQG, A.) = 0 


BRSIVAT. 为 此 ， 我 们 将 证 明 对 任意 n ##— (>n fE: 
喘 射 5 ~ 了 是 零 映 射 。 由 拟 紧 性 ,问题 对 X 是 局 部 性 的 ， 故 
REX — specB 是 仿 射 的 、 以 RE, S, RADIBET ELO. S, 
的 8 模 ,以 a 表示 理想 mB。 
想到 只是 已 的 子 模 且 
$,— kei(R/a^ R — Efa*E) 


则 有 
$, = (R a E)/a*R, 
但 由 Krull EE GIA), REK amten E EK a mth 
诱导 的 。 换 句 话说 ,对 任意 n fEtE— 7 n > n 使 
R a” ECa"R, 

HEB S. 一 3。 为 零 .证 毕 、 

注 11.1.1 在 Grothendieck [【EGAI0，$4] 中 ;更 一 般 地 ,对 
二 本 征 态 射 证 明了 这 个 定理 。 

注 11.1.2 ”这 个 定理 的 许多 应 用 只 用 到 i = 0 的 人 情形、 这 

“Hle 


时 , 右 端 等 于 TOL), th t CB X, DERRE S 一 
3 90, (第 二 章 , 9.2)， 特 别 地 , 当 多 一 0,, PTS TCR, 
定理 名 字 的 来 源 。 ' 

PILLS ETUEERER R IE 的 上 同调 HG, 
S), Fira E] T SE DSL SRM ER, [EGA IH, $4] 
max (dimX,ly€ Y), MARE ir RECS X LARES, 
MEM 由 对 所 有 BROX AKE 

证 明 对 任意 ye Y，X， 是 个 概 型 其 承载 拓扑 空间 与 Xr 的 
相同 。 因 此 由 (2.7), 对 i 之 r 时 

HX aF p) = 0, 
由 此 得 到 RAFY 0 对 所 有 ye Yi > 成 立 。 因此 让 
FT RIF) TEREG), 290. 

X013 设 fX Y 为 Nocrher QE EHERS. Bot 
fax £v, WE O HETI € Y Ouid. 

TA REMS, 7G) — X'UX”, 其 中 X 及 X” 为 不 
交 非 空 逆 子 集 ， 则 对 任意 a, 我 们 便 有 

H'(X,,O,) = HXi OK, ) DIG gs). 
由 定理 ,我 们 有 
Ô, (00$ = iMX 0, 

iN ó, 一 oA, Ha 

4 = mH XL) 
及 

A" — m HG S Or) 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 一 个 局 部 环 不 会 是 两 个 其 他 非 零 环 的 直 和 。 
"b, e 各 为 AA 的 单位 元 Xt Ope eu 
L B-E, d" 一 0， 于 是 o ,ce” 都 是 非 可 逆 的 ,因而 包含 在 
Ô, 的 极 大 理想 中 ,所 以 其 和 不 为 1, 参照 (第 二 章 ， 习 题 2.19)》。 

ELI 


NS 11.4 (Zariski 主 定理 》 & f:X—Y 为 Noether rEg 


[ Io 

"ue porq f, 一 Gy。 这 是 个 对 了 
的 局 部 问题 , 故 可 设 Y 为 仿 射 ,等 于 SpecA, FE fsCx 是 Cr 代 
PREAM 8 — TY, f LOU) JT BEUEI AT. ARB 
JESEEGOERDIBEI AE, À 又 是 整 球 ， 故 而 必 有 4 m B. 因此 
f£, m Or, 

BIS (Stein 分 解 ) 设 fX 9 Y 为 Noether 概 型 间 的 

Tm MEE f 分 解 为 zo 六 ， 其 中 P: X— Y RES 
的 射影 对 ， [24 一 Y RHN. 
证 明 $ Y = Spee fx (第 二 章 ， 习 题 5.17)。 则 因为 
f, 是 Cr tA. AREN Y — Y 为 有 限 ， 另 一 方 
Hi, f PRENET E 分 解 , 故 得 到 态 射 让 :久居 出 于 8 为 分 离 
的 ,我 们 用 (第 二 章 , IR 4.9) 90 P 是 射影 的 结论 。 


习 B 

nado EAO .2 0066 RT SU HE ELE, Pin, $ X — At, 
P = (0.0) U = X — P, f USX XEM. 则 了 的 纤维 全 
GHEN LE R huo, 

11.2 ”证明 具有 有 限 纤维 的 (一 拟 有 限 (第 二 章 , 习 题 3.5)) 的 射影 射 是 个 有 
MEH. 

1.3. KAREAR t POJ EB. d 是 一 个 《有 效 Crier 除 子 
的 ) 线 性 系 , 且 无 基点 ， 并 设 * ki TREA, CREE, fs 
XP 是 了 决定 的 态 射 时 ，dimf( k) 之 1。 证 明 b 中 每 个 除 子 为 过 
通 ， 它 改进 了 Berttai 定理 (10.9.1)。 UET: FI ALS) 《习题 

.O52DRG.9).] 

11.4 连通 性 原理 设 DU) 是 Pt 的 闭 于 湾 的 平坦 族 , 以 《二 有 此 型 不 可 
HARTER. BIER AT HERE VET, ANNARA! EU, 
,为 连通 ， 则 证 明 对 所 有 (€T. X, 也 连通 ， 

"ILS 设 Y 为 * = PZ 中 的 起 平面, 其 中 N24, 4 E XI Y ESSE 
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备 化 (第 二 章 , 第 9 6). 证 明 自 然 喘 射 Pic%PicY Ringe. (HR: 
还 用 (第 二 章 习 是 9.6)， 然 后 利 吾 ( 习 题 4.6) 及 (习题 5.) 研 究 对 每 
^ad PieX,., —PieX,. ] 


6 MELY dU X = PERDER N 21. 


(2) 着 9 E. x Etag rid ER At 
HX (XC $) 

为 同 构 - 
(b) 证 明 下 还 杀 件 等 价 : 

` G) 对 站 上 每 个 局 部 自由 层 作 ,在 在 X 上 一 个 疑 聚 层 全 使 IS (m 
乒 是 可 代数 化 的 )。 
(DH € Ei E Gd 9 FEER a, EÜ nma, hI S O00 
HEBER 
MER 3 0S0 征明 可 以 找到 XX 上层 ev to 它们 为 2( 一 
aD 拓 的 层 的 直 和 ,并 且 有 正 合 序 ênêm TÈ E. 然后 把 
(4) BAFE Gens. 1 
《<) 证 明 (Cb) 中 条 位 (i) 与 (1) 表 明 自然 映射 PIX PEOR 为 同 构 。 
BE. HORE CO RD AN > 3 时 总 成 立 . ARKA ACG .S) 
使 导致 了 Grothendieck 对 Lefichelz 定理 的 证 明 [SGA 2]， 这 个 
定理 说 , 当 Y 是 PY 中 超 曲 面 ，N > 4 时 , BJ Pic7 硅 2， 且 由 Arl) 
生成 . 见 Hettshorne [5, 第 1V 章 ] 的 详细 描述 。 


.7 设 ? 为 X= P: 中 曲线 。 


(2 用 (习题 11.5) 的 方法 证 明 Picky 为 满 5 且 其 核 是 上 的 一 
DER EMEA REA. 

(b) Eb EP Lira 2, TRRERYE. 

C) 推出 结论 ; EX Lata F 使 得 没有 一 个 邹 (a) 为 性 
AREER 参照 (第 二 章 ;9.9.1)。 


A iR XOY ANEH ERR CPAT Y* 并 假定 对 某 个 


及 茶 个 v€Y. 有 HOS, 9,2) — 0, 那么 证 明 在 ?的 一 个 钙 线 上 
R'SCP )À 0, 


I. 半 连 续 定 理 
本 节 中 ， 我 们 考虑 一 个 对 影 态 射 XY LEXE-TAUE 


NL 


EG , 它 平坦 于 Y。 我 们 问 , 沿 纤维 的 上 同调 HOG E ,) 作为 
y € Y 的 函数 时 是 怎样 变动 的 ? ”我 们 的 技巧 是 技 出 这 些 群 与 层 
R:f/,C 5 ) 之 间 的 关系 。 主要 的 结果 是 半 连 续 定 理 《12.8》 REA 
调和 底 变 的 定理 《12.11)。 

因为 这 是 Y 上 的 局 部 问题 ， 我 们 通常 把 注 容 力 集中 在 Y 一 
SpecA 为 仿 儿 的 情形 。 然 后 我 们 比较 4 模 H(X,2 ) 5 HX, 
£). WA (94), AE EIUS T HX, FOO). 
Grothendieck (8E E UESE E Mad HOC, FOM) 其 
h M2G TEE A.E BE 00 TR EA, 

定义 令 4 为 Noether R, Y = Spec, fX >Y 为 一 个 
HESH, Z DX FUE ESEHUF Y, 《这 些 杀 件 在 本 节 中 
保持 不 变 ) 则 对 每 个 4 模 贱 , 定 义 

T(M) = HX, FZ DaM) 


其 中 所 有 ,+ 2 0. 
命题 121 &4 T Rn a OR a Bh ST b SERT EAP 
AEG. $ TOS. RA a BT GE 1 9), 
证 明 每 个 T 显然 是 个 可 加 协 变 函 子 。 因为 多 PATY, 
对 任意 4 模 正 合 序 殉 
oO>M M M" 0 
BH X ERREGEA 
o> FOM 7 @M — FDM” — 0. 
KA EP EHEIEG | 801484 T 为 中 间 正 合并 县 合 在 一 起 
形成 了 一 个 3 EF. 
用 下 面 的 结果 ,我们 可 将 函 子 六 的 计算 归结 为 仅仅 涉及 到 上 
模 的 一 个 计算 过 程 。 
$HU2 LUET. Fu + UBRO m RDA 
$ LETE a >O, L0, B6 
TIM) = K(L'G M) 
AMESGEM EGER im 0E, 并且 安 是 8 孙子 的 一 个 局 
18. 


证 明 对 任意 A4 模 , 层 多 G.M RX LIUSUREQM, HOT 
Čech 上 同调 来 计算 H(X, FOM) 4 ú— (U) 为 X 的 一 
AGERE, C=C, F) 为 多 的 Čech 复 形 (54)。 于 是 对 
EE isi RNA 

FQ, a BM) = T (U, F )94M, 


故而 
CA F QM) CU 7 Š M. 
因此 我 们 有 
T'(M)— HC 四 MD) 
对 每 个 对 成 立 。 


由 于 5 "为 有 界 4 模 算 形 ， 这 是 朝 正 确 方 向 天 出 的 一 步 、 但 
AES CU 几乎 都 不 是 有 限 生成 4 模 。 然而 复 形 C` 有 好 的 性质 ， 
BIRHEN LOC! 是 平坦 4 模 《〈 因 为 多 平坦 于 Y)， 且 对 每 个 i， 
NCC) m HX, ) 是 有 限 生成 4 模 ,这 是 由 于 多 HERIZ, Í 
为 射影 的 绿 故 。 那 么 ,命题 的 结论 便 是 下 述 代 数 引 理 的 结果 . 

引 理 12.3 设 4 为 Noether EK, C” HAREK PTE 
(xS i KCO 是 有 限 生成 4 模 。 则 有 一 个 有 有 限 生成 自由 
ABEEL' 也 团 于 上 ， 并 有 二 T EDEIBIS SE: L` 一 C EBYS 
SUN WL”) FCC XB RU. xit C 是 
NUT 

MCL'GM) - (C QM) 
FER ARM ERIN. 
EA 先 确定 记号 ， 对 任意 复 形 N' A 
Z^(N*) = ker(d*; Ne — N*H) 


及 
B*(N^ ) — im(d* 1. Ne — NO), 
因而 有 
MNT) ~ ZP(QU/B*QT), 
对 较 大 的 s, 我 们 有 C" 一 0， 故 在 这 些 地 方 定 义 L* 一 0. 
假设 归 纺 地 , 复 形 工 ”及 复 形 的 射 z: L' 一 C Bell i n 


。336。 


X X BUE 
KCL SKC) 对 所 有 i 之 十 1 成 立 ， O) 
B ZUE) ox P" (07) bts. Q) 
那么 我 们 将 构造 Ls, diL 0 L 及 gu Lr C58, HENA 
质 向 前 推进 一 步 ， 
选取 ACC ') 的 一 个 生成 元 组 2 和; 这 是 可 能 的 ,因为 
ACT) 为 有 限 生 成 ,将 它们 提升 成 一 组 元 ass E ZI CT. 
另 一 方面 , 设 yes y 是 58K《C'*)) 的 一 组 生成 元 ,由 于 它 
是 L**! 的 子 模 , 故 而 也 是 有 限 生成 的 . 令 z(y) — y, € BHC), 
3 y ERE C" 中 一 组 元 usto 
HELA DERT ¿ol (e, 生成 的 自由 4 模 . 定义 d: 
L> LA, i= dus FP de = 0 MA i= r+ l. 
1 时 de, = y. 又 定义 guL' x C* 为 ge; m z, 对 所 有 i。 
然而 容易 验证 8 与 4 可 交换 以 及 AT CL) ox aC AA 
d, ZCL JAC) gk. dps Emm EM XL. 
现在 假定 每 个 C' EPAR, FISH i 的 往 下 归纳 ,证 
明 对 所 有 ARM 


N(L'GM) HC DBM) 
是 个 同 构 。 当 i 光 0，L' 及 C' 为 0, 故 两 端 为 0， 修 定 这 对 i 十 
1 为 真 。 现 只 要 对 有 限 4 模 证 明 结 论 就 可 以 了 ， 因 为 任意 4 模 是 
有 限 生 成 4 楼 的 正 向 极限 ， UOI 如 均 与 正 向 极限 可 交换 。 于 
是 ,给 出 有 限 生成 的 W， 将 其 写成 咎 由 有 下 生 成 4 模 E 的 商 ,并 令 
RISE: 


0— R— E- M —0, 
因为 由 假设 ，C' 为 平坦 且 因 L: 为 自由 ,也 为 平坦 , 所 以 我 们 得 到 
了 一 个 复 形 的 下 令 、 交 换 图 
0 — L 9R — L 8 E —— L 8M — 0 


| | | 


q — c @R —— Ç @ E —— C @ M — 0. 
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BAK, SCRI K F. PF20002 Bj, sanh, 结论 对 i 十 1 
成 立 ;又 因为 为 自拍 且 KCL') -* K(C^) 是 间 构 ,由 精细 的 5- 
FET fd EMAR. 

现在 我 们 要 研究 使 一 个 函 子 T 为 左 正 合 , 右 焉 合 及 正 合 的 条 
件 、 对 任意 复 形 NT ,定义 

W(N7) 一 CokerCdT Ni — N’), 
AUR IE AI 
OCN  W(N') Nin, 

amu DURS 

G) T AEEA 

Gi) w = Wc S 20234 A Ba 

GD 存在 有 限 生成 4 9, 使 得 对 所 有 M, 有 


T'(M) = Hon CO, M), 
又 :iii) 中 的 2 是 唯一 的 ， 
um H T3ESURE R F AT HER ME 
W'(L`&M) = W'(L`)@ M. 
fili WL 简 与 为 W. Dif 
TM) = ka (WM — LOM). 
XE 0 — M' 一 ME At SB LT RESIEEIT IER BOT 2 l 


| 


0 TM W'GM'——. LOM 
» | | 
l 

0 TÁ(M) WOM —— L'O M. 


因为 LU Bd. BZTEAMRETEAE. PAA EE 
逐 表明 a 2o Ë B) Ea ERE A 也 为 单 。 由 于 这 个 性 质 对 任意 选取 
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的 0 一 要 ' M 都 成 立 ， 故 知道 TX F B Ww AP 
H. GEE, EARR F T EIE GO 2.1) ful W: ZEE 
限 生 成 ,这 就 等 价 于 W: AERE (1A), ERT G) D, 

Gii) 2 G) 显然 。 

为 证 明 Cu)= (ii), D" 与 W° 为 对 偶 的 投射 模 。 定 义 

Q = Coker( ÈH — Ñ), 

于 是 对 每 个 4 模 M ,有 

6 — Hom(Q, M) -> Hom(Wi',M) — Hom( E tt, M), 
但 最 后 的 两 个 群 分 别 是 Wi@M E LOM, kii Hom(Q ,M)= 
T(M). 

要 明了 0 的 唯一 性 , 令 0' 为 另 一 个 模 使 TCM ) = HomCQ', 
M) HAAMRI. 于 是 对 所 有 M, 

Hom(Q,M) = Hom( Q, M), 


特别 地 ,元 
1€ Hom( 0,Q) = Ham(0',0) 
及 
1 € Hom( Q', 0^) — Hom( 0, 0”) 
给 出 了 与 Q' WELA th HERH t gh SE SCA, 
注 12.4.1 有 个 一 般 性 定理 是 说 ， 4 模 上 的 任意 一 个 左 正 台 
函 子 ,如 果 与 直 和 可 换 , 则 必 为 Hom(0,-) 的 形式 , 其 中 9 为 基 
个 4 模 ， 但 是 既 便 T 把 有 限 生 成 模 变 到 有 限 生成 模 ， 也 不 必 是 
有 限 生 成 的 。 因 此 在 上 春 (ii) 中 的 如 是 有 限 生成 这 一 点 ， 是 关于 
RT T 的 一 个 强 的 性 质 . 
例如 ， 令 4 是 个 具有 无 限 多 个 极 大 理想 m 的 Noether R, 
令 8 — Xin, THET Hom(Q,-), 那么 9 不 是 有 限 生成 , 然 
而 对 任意 有 限 生 成 4 模 M，T(M》 为 有 限 生成 ; 这 是 因为 Hom 
(A/m;, M) 0 HERH m € AGM, GE FEB E. 
p: TODÀM >TM), 
Z, PAURO Rr: 
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O Tope. 

GD 9 mE MATH 

G) PAREM 298. 

证 明 [325 T EAF, HEEM A NUR 

M = Hom( 4, ADT HomC TO TM). 
令 
q(Xio/&m) = Xid( mia, 

给 出 了 p. 

由 于 T' 及 四 与 正 向 极限 交换 , 故 只 需 考 虑 有 限 生 成 4 错 邓 。 
写 出 

MM — a, 

于 是 我 们 有 图 


T(4) 8 4 —— T(A & A ——9 T4) 8 M 一 一 一 0 


| | p 


THAN T(4 TXM) 


其 中 底部 的 行 未 必 正 合 。 它 的 头 两 个 垂直 箭头 为 同 构 。 因此， 若 
T' 为 正 合 ，9 必 为 同 构 .这 就 证 明了 (i) 之 (ii) , 草 含 关系 (ii > 
《iiit) 是 显然 的 , 故 只 需 再 证 《iii) 之 《i)。 我 们 必须 证 明 当 
i >M —> M— M” —0 
是 个 4 模 的 正 合 序列 时 , 则 
T'(M')— TCM) — T'(M“”)— 0 
ES. 由 (12.1) 它 中 间 正 合 ， 故 只 需 证 明 TOM) — TA") 为 
满 。 这 一 点 可 从 图 形 
T(4)8 M > T'( AJQ M” — 0 
lean —. |eor) 
TÈM) >TM”) 
及 pM 为 满 这 个 事实 得 到 。 
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R 126 TURO 

GD PARERE TCO 808 

证 明 (F— Phi F, T 总 是 右 王 台 的 。 故 和 帕 《12.5) 
TUM) = T'COQM 对 任意 4 机 本 成 立 。 因此 T oisi, 4 


仅 当 TCO APH. (B T'CA) A ARER E, MEF 
于 局 部 自由 《〈9.14A)， 故 为 设 射 。 
现在 我 们 想 把 上 面 的 讨论 局 部 化 。 对 任意 点 ?6Y 一 SpecA, 


DL T, SRE T' 在 A. 本 范畴 著 的 限制 ,其 中 pG 4 是 对 应 于 
? 的 束 理 想 。 于 是 我 们 说 “T' 在 ? 为 左 正 合 * 意 昧 着 T, HEE 
&sbeESd EGGS IRURE, TEE, IERA, N, 
TIN) 一 HCL.@N). 还 需 注意 到 T 为 左 正 合 , 当 且 仅 当 它 在 所 
有 点 ?6 Y 为 左 正 合 ;对 右 正 合 或 下 合 电 有 相似 结论 ， 最 后 ,因为 
LHRSSPARGCORIAGO), RIMAT BERF fX > 
YOT, REF ih ZIPIEIE Y = Spec, Y 得 
到 ， 故 而 我 们 可 以 将 站 果 (12.4)，(12.5)，(《12.67 局 部 地 用 于 每 个 
Ti. 

命题 127 £T xs CRUSH. KEG, ROO TX 
个 点 mE Y. WE wb HEATER pIBRA AY EL TDA 
ike R. 

证 明 由 (12.4),T' 在 oe @, S B 08 WI, AAH. 
但 由 于 W^ ooy ERE, CHAME vie C qM U rh Ë: 为 局 部 
自由 ,故而 T 在 的 所 有 点 上 为 左 正 合 , 

又 由 (C12.1) 的 长 正 侣 序列 知道 ，7' 在 一 点 7 为 右 正 合 ， 当 且 
Ga TH 在 此 点 为 左 正 合 。 故 第 二 个 论断 由 对 DU 的 第 一 个 
WEBA. 

T E-AERNIRARREEEI AEG, KAZNENE 
是 前 两 个 的 结 

定义 "— 称 函数 z: Y — Z 为 上 半 连 续 的 ， 


如 果 对 每 个 yeY， 存 在 ?的 开 FRUE ENTE YEU 有 
» 341. 


90 < eG). E3USUL SERE P ETE SERO eA E RTREAE I. 

注 12.7.1 AR 9:Y — Z 为 上 半 连 续 , 当 且 仅 当 对 每 个 sé 
Z, é (yeYloGo zs) E Y KATR. 

例 12.7.2 设 Y 为 Noether WR, F WY LERE. MA 
3k 

po) = dini 7 ORG) 
HEFE. 实际 上 ， t Nakayama 31E, o) 等 于 @, Hi 
多 WJ ER Gk. 但 是 当 nurus € 多， 为 一 个 极 小 生成 
元 组 时 ,由 于 .多 是 凝聚 的 , 则 它们 可 扩张 为 ? 的 其 邻 域 上 多 Hg 
MV 所 以 当 y dex le SIRE Lo Cy) 作为 

F y, BI ERU Sr = oQ. 

定理 12.8《 半 连续 性 ) ik fX — Y 为 Noerher HARM 
射影 射 ,多 Sx HBXERRBSHRT Y， 则 对 每 个 i20, i 

hilg, F ) = dimy p H(X, F ,) 
PY LO- T EFUEAGIE. 

证 明 x foxY 为 局 部 的 向 题 ; 故 可 设 Y 一 sperd 为 仿 射 ， 
A% Naether 环 。 因 此 我 们 可 运用 本 节 早 先 的 结果 了 。 由 《9.47 
有 

HCy, 97) e dim T(RG). 

如 同 (12.4? 证 明 中 的 一 样 ,我 们 有 

T(kGy)) — ker WORO) — L'A). 
另 一 方面 ,有 辫 合 序列 

Wi L y a D, 

Ub kG) 作 张 重 积 ,我 们 得 到 一 个 含 四 项 的 正 合 序列 

a= TIO)  W/GAG) — LBO) 一 

W'*'@kG) — ú, 
因此 ,计算 维 数 我 们 有 
KOZ m dimus WORO) + dimu WA" Qi G) 

— dim, LEO), 

KEW W RARER AR, 那么 由 (12.7.2) 这 个 和 式 的 前 两 
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DE y WJ po EHE. X. LKA H Af, HERDE Y 
ARERR AEEKO T 09 posts. 

X129 (Grauer) 陈 与 定理 相同 的 很 设 外 ， 又 设 Y 为 整 的 
BAD RR EIO EY LARR, M RELI) EY 
上 上 为 局 部 自由 ,日 对 每 个 7; 自然 映射 

R: MERT HCX, ,) 

证 明 ”与 前 面 一样 ， 可 设 Y 为 仿 射 。 利用 定理 证 阴 中 Aly, 
多 ) 的 表达 式 , 我 们 推导 出 函数 dimW' Qiy) 与 dimw* oC) 
必须 都 为 常数 ， 然 而 由 (第 二 章 ,8.9), 它 意味 着 P 与 In 部 是 
Y 了 上 局 部 自由 层 ， 故 由 (C12.4), Tr T 部 是 左 正 合 , 从 而 区 为 
正 合 。 再 用 (12.6), RI TA) 是 投射 模 。 但 RIAI) RE 
Ti( A)-， 故 它 是 局 部 自由 层 ， 最 后 ,由 《12.5) 知 

Rf BOY) — BOX, ,) 
HRA € YAH. 

W 12.9.1 设 {X} É: Pi 中 整 曲线 的 平坦 族 ， 其 中 起 为 代 
数 闭 域 。 于 是 ,对 每 个 闭 点 ET, P(X 2r) — k. 另外 ， 算术 
Gik p。 —1— Ox,)， 由 (9.10)，、 为 常 值 。 故此 时 函数 P'O, 
O1) kG A) RETLA. 

例 12.9.2 E98.) pun RP RAH ot CX, 
£y) 一 1525 r = OBL T 2, DUE TF PEPO ik. Bh, Hi 
Tuis OBL X, JAR, A AXA) — 0, KAD (X), 是 
条 平面 三 次 曲线 ,有 MX, Or) m (X, (Gr). m 1. 故此 
时 函数 如, 如 均 在 1 = 0 PF 6 ËSIK. 

81293 E (X, J£ C F3ESPSIE KAORI, DUET £ 
数 化 ， 则 函数 BEC. C.) XDTPEDH i Xj DUE. ti 
吴 的 正明 需 用 到 超越 方法 即 Hodge gEEGUKGBIESE. SI 
Deligne"!, 

XL BU 136 RUP 94 

T(GDSAG) — TIA) 
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何 时 为 同 构 这 个 问题 ,给 出 一 些 更 精确 的 信息 。 此 处 ,在 我 们 的 证 
虹 中 ,要 用 到 一 个 新 的 成 分 即 形式 饪 数 定理 (11.1)。 


证 明 ”如 有 必 妥 ,可 通过 平 组 底 扩张 Seb, 一 Y 使 我 们 可 
以 设 y 是 Y 的 一 个 闭 点 ,那么 4 是 个 局 部 环 ,以 n OCC BU 
G) 一 和 一 dj/m 由 (12.5), 只 要 证 明 

PM): TG)8M >TM) 
对 所 有 ELMO. RY T 及 张 量 积 与 正 向 极限 交换 , 故 只 要 考 
ISR EBR is T. 

HEB RE IRC ABM, B LM ESAD TR AMPEERR. pM) 为 
É. KALIR, M= k, TEB p) 为 满 ， 一 般 
地 , 写 为 

0— M'— M — M” — 0, 
其 中 M' 与 M” 的 长 小 于 对 的 长 。 然 后 用 (12.1) ,我 们 有 一 个 具 正 
BITOR 


0 


“DOM —— TU @ M — TA @ M" 
i 1 
| I 


TIM) TUM) 


TM") 


HARRE M TINAN E ES 29 086 T JE BRIT p tb Xs, 
现在 设 村 为 有 限 生成 4 模 。 XE nu MÍmt M 是 个 具有 限 
长 的 模 , 故 由 前 面 的 全 形 ， 
Pa: TODBMIm M — T'CM [m M) 
为 满 ， 注 意 到 kep, 是 个 有 限 长 的 4 模 , 故 而 反 向 系 Ckerp,) il 
E Mittag-Lelfler 条 件 (第 二 意 ,9.1.2)。 因 此 由 《第 二 章 ,9.1] 映 
st 


ELE 


Lh 


limp.: CT'(4)9 M)^ — linT( MÍm*M) 


为 满 。 但 将 形式 函数 定理 《11.1) 用 于 和 上层 FOM, dore 
是 TCM》*， 从 而 得 到 满 同 态 
(T(G)8 uy — TM^ 
由 于 完备 化 对 于 有 限 生 成 4 模 是 个 忠实 的 正 合 函 子 ,得 到 了 
PM): TADM — T'(M) 
为 满 ,这 是 要 证 明 的 。 
将 它 与 我 们 先前 的 结果 结合 起 来 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 12.11 〈 土 同调 与 底 变 换 ) 设 大 大 一 了 为 Noether 
概 型 间 的 仿 射 态 射 , 多 为 X 主 一 VERR, EXT, 设 ? 


QW mw 为 注 。 则 下 述 条 件 等 价 : 


G) 9760 d 
G) FACE) vm Teup E. 

证 明 (a) 可 由 (12.10), (127). (12.5) fiet. Cb) Bi 
(1210), (12.6)， 及 (C12.5) 并 用 T 为 正 合 的 充 要 条 件 是 T 及 
T' 都 是 右 正 合 的 这 个 事实 推出 、 

关于 第 12 节 的 参考 文献 半 连 续 定理 兽 先 由 Graver A 
解析 情形 下 得 证 。 在 代数 情形 下 这 些 定理 归功 于 Grothendieck 
[EGA 1l, 7.7]. 我 们 的 证 明 音 备 了 Grothendieck 证 明 的 主要 
想法 ,并 依 Mumford [5,1,85] 作 了 些 简化 。 


习 题 


122 By ARAR k LAARA. iaa 
giy) = dim, DD, 8) 
为 了 HA R ERA EEGEIRUR S. 
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12.2 4 (06) 为 Pt 中 具 相 同 次 数 的 超 曲 面 族 。 证 明 对 每 个 ?函数 
MUS Or) É C TEB A S. 

12.3 9 KOP, 为 有 理 正 规 1 次 曲线 ( 它 是 P 在 P hega 
A). PE Xp, Ind CS Xt, 习题 3.188) 中 的 那 条 一 样 的 非 晃 
AE 1 次 利用 (9.8.3) 构造 P^ 中 曲线 的 平坦 族 (X. H 
T = A' 参 改 化 ,并 在! = Ú 及 + = 0 为 给 定 的 纤维 Xe 
4 Fip, 是 总 族 ICP x T ZLEE., ERI PATT, 


后 证 遇 

ron e d is. 
及 

een fn 


这 给 出 了 .上 同调 群 在 特定 点 有 马路 的 另 一 个 例 于 。 

12.4 iRy CRURA k EDU IRE tE. 设 XY 为 一 平坦 射影 
ft, REI ETM. IR Z, Xx Lusia, BERET 
y € Y zii X, EA 色 兰 &,， 证 明 存 在 Y 上 的 可 逆 层 thu 
UQA, ER: 利用 本 节 结 果 * 证 明 Car) 为 Y 黎 1 的 局 
部 自由 层 .1 

12.8 设 了 为 代数 闭 域 &《 上 的 有 限 型 攻 概 型 “为 Y 上 的 局 部 自由 层 ,X 一 
PC4X( 第 二 间 ,$7》。 证 明 PieXe(PicY) x Z， 它 强化 了 (第 二 章 : 习 
Fi 7.9) 的 结果 . 

"12.6 iR XXL CHAUDS A LE ROT EUER, 假定 MAr) = 0. W 
Z 为 二 上 的 一 个 连通 的 有 限 型 枝 型 
G) A E EXT EDAR, GEHE X — X x 6) 上 的 所 有 
TAR £, fal For e € 了 为 任意 闭 点 。 
(h) 证 归 Pie(X x T) = Pict x PIT, 《没有 假定 为 既 约 ) 参考 
GENK, AE 4.10) 及 (第 五 章 , 习 题 1.6)， 它 们 是 PiX x T) x 
Picx x PicY 的 例子 。[ 握 示 将 (12.11) 的 i = o, 1 的 情形 应 用 于 
KKT ESMAR] 


a 3465 


第 四 章 曲 2 


本 章 中 ,我 们 运用 前 面 学 过 的 技巧 来 研究 曲线 ， 但 事实 上 ; 除 
了 在 Riemann-Roch 定理 (1.3) 的 证 明 中 用 到 Serre 对 偶 外 ， 我 
站 很 少 运 用 概 型 及 上 同调 这 种 藉 亮 而 玄 虚 的 方法 ， 因 此 读者 如 果 
愿意 接受 Riemana-Roch 定理 的 论断 ,人 就 可 以 在 学 习 代 数 几 何 
的 很 早 阶 段 阅读 本 帝 ， 从 教育 法 的 角度 说 ， 这 或 许 不 是 个 未 主 
意 ， 因 为 这 样 一 来 他 能 看 到 一 般 理 论 的 某 些 应 用 ,特别 能 增进 对 
Riemann-Roch 定理 亿 要 意义 的 认识 。 相 比 之 下 , Riemann-Roch 
定理 的 证 明 倒 个 怎么 富 于 启发 性 ， 

在 第 1 节 中 复习 要 用 到 的 本 池 前 面 的 内 容 , 之 后 ,我 们 在 第 2， 
3 节 中 研究 一 条 曲线 的 各 种 显 式 表示 的 方法 .其 一 是 将 出 线 表示 为 
P'ü5—^ ES E. 故而 在 第 2 节 中 我 们 对 将 一 曲线 表示 为 另 一 
曲线 的 分 歧 复 县 作 了 一 般 狂 的 研究 .其 中 心 结果 是 Horwitz 定理 
(2.4), 它 对 这 两 条 曲线 的 典 则 除 于 作 了 比较 。 

第 3 节 中 我们 给 出 表示 晶 线 约 男 两 种 方法 .我 们 还 明 任 帝 一 
条 非 异 射影 曲线 可 以 锐 人 在 P 内 ,也 可 双 有 埋 映 人 Pt, EHIE 
仅 以 结 点 为 奇 点 ， 后 一 个 定理 的 证 明 ， 在 特征 了 > 0 时 名 现 一 个 
有 趣 的 出 人 意料 的 曲折 。 

第 4 节 讨 论 了 亏 格 1 的 曲线 这 种 特殊 情形 , 称 之 为 椭 贺 出线. 
它 自身 就 是 一 个 完整 的 课 源 ， 与 本 章 其 余部 分 关系 不 大 ， 由 于 篇 
幅 所 限 , 仅 能 就 此 吸引 人 的 理论 的 某 些 方面 作 短暂 的 浏览 、 

在 第 5,6 节 中 我 们 讨论 了 和 典 则 你 人 ， 并 讨论 了 对 证 抽象 曲线 
以 及 P 中 曲线 的 某 些 分 类 问题 。 


1. Riemann-Rach 定理 


在 这 一 章 中 ， 我 们 以 曲线 这 个 词 表 示 在 一 代数 闭 域 丰 上 的 完 
ET 


全 非 异 曲线 。 换 句 话说 《第 二 章 , 第 6 节 ), 一 条 曲线 是 个 一 维 整 概 
型 , 它 本 征 于 k, 且 其 所 有 局 部 环 者 是 正则 的 。 这 样 一 条 紫 线 必定 
是 射影 的 (第 二 章 ，6.7) .我 们 如 果 要 郑 起 男 一 类 更 广 的 曲线 ,就 使 
用 " 概 型 "这 个 词 再 加 上 适当 的 修饰 ， 器 如 "一 个 一 维 的 ,和 上 有 限 
型 的 整 概 型 ”. 我 们 总 是 以 点 这 个 字 表 示 团 点 ， 除 非特 唱 指 明了 广 
` 我们 着 手 复习 本 书 前 面 引 进 的 一 些 概念 ， 它 们 在 曲线 的 研究 
中 要 用 到 。 

一 条 曲线 的 最 重要 的 腐 散 不 变量 是 它 的 亏 格 。 有 许多 等 价 的 
方法 来 定义 它 ， 由 于 明 线 XX 是 财 影 的 ,我 们 有 算术 亏 格 p. OO E 
义 为 1 一 Px《0), 其 中 Px XXH Hilbert 多 项 式 ( 第 一 章 ， 习 
题 7.2)。 另 外 还 有 几何 亏 格 BOO, EXX dim TG o, 其 
中 wx 为 典 则 层 ( 第 二 章 8.182). 

$HLD pye JM 


PKK) — pX) — dimH'(CG er, 

证 明 在 (第 三 章 , 习 题 53) 中 已 证 明了 等 式 pX =dimh' 
《X,Or)， 而 等 式 Pe 一 dimHYX,@,) 是 Serre HAZE, 
7.12.2) 的 结果 。 

ELLE 从 8 一 2,， 我 们 知道 曲线 的 亏 冤 总 是 非 负 的 ， 反 
之 ， 对 任意 4 实 0 必 存在 亏 格 为 4 的 曲线 .例如 在 非 异 二 次 曲面 
上 取 一 个 (8 十 1,2》 型 的 除 子 。 确实 存在 一 个 不 可 约 且 非 异 的 
这 种 除 子 , 而 它们 有 p, — OR ZH 56). 

曲线 X 上 一 个 ( WeilD) 除 子 是 由 天 的 点 集 生成 的 自由 Abel BE 
中 的 一 个 元 素 (第 二 章 , 第 6 节 》。 将 一 个 除 子 写 成 卫 一 En P n; 
EZ. 它 的 次 是 本 mi。 两 个 除 于 线性 等 价 是 指 它们 的 差 是 一 个 有 
理 函 数 的 叭 子 。 我 们 也 已 知道 除 子 的 次 仅仅 依 轨 于 它 的 线性 等 价 
类 (第 二 章 , 610》， 由 于 XX 是 非 异 的 ,对 每 个 除 子 DD 有 一 个 相伴 的 
"DER SD. HAERA Di S€ (D) 给 出 了 除 子 在 线性 
等 价 下 的 群 OCX) 到 可 逆 层 的 同 构 类 群 Picx 之 间 的 同 构 (第 


DEC 


二 章 6.16). 

XX 上 除 子 D = niP;， 当 所 有 sc MEX 5 
一 个 给 定 隆子 了 线性 等 价 的 所 有 有 效 除 于 的 集合 称 为 一 个 完 爹 线 
性 系 (第 二 章 ,第 7 节 ) 并 以 | 如 | 表示 。 1D Imc — — XT ZI 

CHX, L (DY) — (0/45, 
He 1D1 SARTA EZA AR EN SOR 36.7.7) A 
KD) 表示 dim,H'Ot, Se(D)), K IDI 的 维 数 为 KD) 一 1. 
KD) 是 个 有 限 数 (第 二 章 ,5.19) 或 (第 三 章 ,5.27。 

作为 这 个 对 谱 关 系 的 推论 ， 我 们 有 下 面 的 初等 却 有 用 的 结 

引 理 1.2 i piki yB, M4 KD) o MA 
degD 0. 又 着 KD) 0 B degD 一 0， 必 有 D< 0, m 
“(De e. ` 

证 明 ， 若 (D) * 0， 则 完全 线性 系 [DI 22. ERE DRHE 
等 价 于 某 个 有 效 除 于 。 由 于 次 仅 农 栓 于 线性 等 价 燃 而 有 效 除 子 的 
次 为 非 负 数 , 故 有 degD 之 0. Æ degD 一 0 则 DD 线性 等 价 于 一 
个 4 次 有 效 除 于 ,只 有 唯一 的 一 个 这 种 际 子 即 零 除 子 。 

我 们 以 Qv, 或 简单 地 以 Ox 表示 X k EX ECE 
二 章 ,4$8)。 因 为 X 为 一 维 , 故 它 是 X 上 的 可 逆 层 ,从 而 等 于 X 上 的 
与 则 层 wx。 它 对 应 的 线性 等 价 类 修 的 任 一 除 子 都 称 作 一 个 拱 则 
除 子 , 以 K 表 示 ,， (有 寺 我 们 也 用 此 表示 XAHAR. AAEE 
应 该 清末 指 的 是 哪 一 个 意思 .) 

定理 1.3 (Riemann-Roch) 设 X $F g 的 曲线 ，D 为 X 
LURF M 

KD)— KK — D) —degD + 1— g. 

证 明 RFK DRETAR DZY. 由 于 X 为 身 
ECREL— 67), RIITTA Serre XE CR RE, 7.12.1 fH A St 
BE HX ox e CD)Y) HAF iPOG SA UD). BRUCH 
AUER, SEE D ik yr 

X(%(D))— degD +1— g, 
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其 中 xC57) EGO X LOEB ARE F 的 Euler RER: 
UF) — dimH (X, 97) — dimH(X, 7 ), 
先 考虑 DD 一 0 的 情形 ， 这 时 我 们 的 公式 是 说 
dim H'(X,£,) — dimH(X,4,) — 0 + 1— g. 
由 于 HX, Or) 一 HHEGIUEIBGEORT SR 34), EO 1) 
dimH'CX,£) 一 8， 故 这 时 公式 是 对 的 ， 
t, DESDE T, P 为 任意 点 .我 们 要 证 明 , 这 个 公式 成 
立 ， 誉 且 仅 当 它 对 DD 十 成立 。 由 于 生 何 一 个 除 子 也 总 可 由 0 除 
子 经 过 有 限 步 每 次 加 或 碱 去 一 个 点 达到 ， 这 样 就 能 对 所 有 的 了 证 
明了 结果 . 

将 已 下 为 万 的 一 个 闭 子 概 型 。 它 的 结构 层 即位 于 点 RER 
KEE k, 以 KP) 表 之 ， 几 (第 二 章 ，6.18) 知 它 约 理想 层 是 
红 《 一 P)。 医 此 有 正 合 序列 

0— Z(—P)- €x > KP) 0, 
以 LCD + P) 作 张 量 积 得 到 
0—>S(D)-> (D + P)-—> k(P) —> 0, 

(由 于 LCD + P) 为 秩 1 的 局 部 自由 层 , 故 而 以 它 作 张 量 积 不 影 
Wi k(P).) 然而 Eule 示 狂 数 对 于 短 正 合 列 是 可 加 的 《第 三 
章 ,习题 $1), 日 XRP )) 一 U, 故 有 

KLD + P)) — X(%(D)) + 1. 
5)—] 8, deg(D + P) 一 degD + 1， 所 以 我 们 的 公式 式 立 , 当 
且 但 当 它 对 了 十 了 成立。 达 就 是 要 证 明 的 。 

ELA) 设 X 为 Pt 中 的 4 次 曲线 ， 呈 为 一 个 址 平面 截 影 
XAH, km S (D) — €«(D, TË Hilh:ct 多 项 式 (第 三 章 , 习 
题 5.2) 告 诉 我 们 

ULD) ed + 1 — P, 
这 是 Riemann-Roch 定 到 的 特殊 情形 。 

注 1.3.2 Riemann-Roch 定理 使 我 们 能 够 解决 对 曲线 六 上 除 
子 DD 的 “Riemann-Roch 问题 《第 二 章 ,习题 7.6). 如 果 degD<<0 
则 dimlaD] — —! 对 所 有 4 之 60 成立， 如 果 degD 一 0， 则 
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dim|nD| 为 0 或 1, 依 aD ~ 0 与 否 而 定 。 如 果 degD > 0, MI 
由 《1.2), 只 要 ne degD > degK WA KK — 5D) —0, iHn 
> 0 我 们 有 

dimlaD| = adegD — g. 

8113.3 fcc X KR X F Sel pk T Kk X; 26—2. 
实际 上 ,用 (1.3) 于 D— K. 由 于 KK)= p, = 2, (0) —1, & 
有 

g— l= degK +1— g, 
因此 degK = 2g — 2, 

90134 MR XK 一 DD) >>0， 则 称 除 子 DD 是 特殊 的 并 称 
KK — D) HARRER. AR DAPRE aR degD> 
2g 一 2, T RIDOL33)8 deg(K — D) < 0, K KK — D) —0 
(L2). Bit D29 3E FE PERI. 

BILAS 回想 在 (第 一 章 ,习题 6.1) 中 , 一 条 曲线 称 为 有 理 的 
是 指 它 双 有 理 同 构 于 Pl， 因 为 由 定义 ,本 章 中 的 曲线 都 是 完全 非 
异 的 , 故 曲 线 半 为 有 理 , 当 日 仅 当 不 兰 忆 《第 一 章 ,6.12)， 那 么 ， 
利用 (1.3) 我 们 可 以 证 明 头 为 有 理 的 充分 必要 条 和 件 是 g 一 0。 由 
《第 一 章 ,习题 7.2) 书 知 pP) 一 0， 于 是 反 过 来 , 设 给 出 了 一 条 
TA 0 的 曲线 X. 令 P,Q 为 XK 的 两 个 不 同 点 并 将 Riemann- 
Roch 定理 用 于 DD 一 了 一 的 情形 .由 于 deg(K — D) 一 一 2， 利 
用 上 面 的 (1.332* 有 KK 一 D) —0. 从 而 求 得 KD) 一 1, (ED 
是 0 次 除 子 , 故 从 (1.2) 得 到 D — 0 Bl P ~ 89。 这 表明 XX 是 有 理 
的 (第 二 章 ,6.10.1)。 

例 13.6 若 一 1 风 称 曲线 头 为 炸 贺 的 在 椭圆 曲线 上 , 典 
则 除 子 K 的 次 为 0(1,3.3)， 另 外 ，KK) 一 p, — 1 故 由 (1.2) 得 到 
K~0. 

例 1.3.7 XAMR, P, EXA, PiX 表示 
PicX 中 对 应 于 9 次 除 子 的 子 群 。 映射 PF> (P 一 P.) 给 出 
了 对 的 点 的 集合 与 群 PicX 的 元 间 的 一 一 对 应 。 因 北 在 * 的 点 
的 集合 上 有 一 个 群 结构 《以 P, 为 单位 元 )， 它 推广 了 (第 二 章 ， 
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6.10.2) 的 结果 。 

要 明白 这 点 ,只 要 证 明 对 任意 0 次 除 子 D, 存在 唯一 的 一 点 
P 使 也 ~ 了 一 Po 就 足够 了 。 用 Rieman-Roch + D + Pa 得 
到 

KD+PO)—KK—D—P)— + I— 1. 

但 degK — 0, 故 deg(K — D — P.) 一 一 1, 因 此 deg(K— 
D— Pj) =0, FA D + Po) = 1. 就 是 说 dim|D + P.|=0. 
它 表明 只 有 唯一 的 一 个 有 效 除 子 线性 等 价 于 D + Pu。 因为 它 的 
次 为 1， 它 必 是 一 个 单个 的 点 P。 于 是 我 们 证 明了 有 唯一 的 点 P 
# P — D+ P. BD D — P — P... 

注 1.3.6 Riemann-Roch 定理 的 其 他 证 明 可 见 Serre [7,58 
H X) K Fulton", 
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ta 设 % 为 一 曲线 ，PeX 为 点 ; 则 存在 一 个 非常 值 有 理 函数 1e K(X), 它 
在 ?之 外 处 处 正则 。 

13 MAXAR, Poa, eX 为 一 些 点 。 出 存在 一 个 有 理 函 数 í eE 
OO 以 每 个 Py 为 某 次 极点 并 在 其 他 点 处 处 正则 。 

1.3 RARR ARK, ENN AL- RABUN EREET K i. 
则 xX 30 RR Z: 将 X 说 于 一 个 上 本 征 曲线 中 ,并 且 利 用 
CSB .2 构造 态 射 [XP (CAD = x] 

1.4 证 明 一 个 分 离 的 上 有 限 型 一 每 概 型 ， 如 果 它 的 每 个 不 可 约 分 支 没有 
一 个 本 征 于 时 ,为 一 个 仿 射 醋 型 。 [提示 : 运用 《习题 1.3) 及 《第 三 
32,3 31,518 3-2, 51 4.2).] 

1.5 对 在 亏 数 8 的 曲线 X 上 的 一 个 有 效 除 子 D, 证明 din] degD, i 
而 ,等 号 成 立 ; 当 是 仅 当 D 一 0 或 了 一 4. 

t. 设 X 为 亏 格 e 的 曲线 、 还 明 存在 次 数 <a + 1 MAREN 1AP, 
(回想 在 第 二 章 , 第 6 节 中 ,对 于 曲线 间 的 有 限 态 射 全 KaY 定义 了 它 的 
BO fi [XCX)sKCY)].) 

la 车 曲线 xX 的 握 格 8 > 2 且 车 在 一 个 2 次 有 限时 X, IS x X 
LELEA 
G) 设 曲线 亏 格 4 一 2、 证 明 它 的 典 则 除 子 定义 了 一 个 2 次 ! RNE 
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1.8 


1.10 


基点 线性 系 ， 利 用 (第 二 章 ,?.6.1) 推 导出 x* SUR MEAS. 
(b) 证 明 (1.1.1) 中 所 构造 的 遇 线 全 部 居 有 一 个 到 P: M REHIA 
EHER e > 2 存在 以 ? X TARANA. 
注 。 生 后 柯 的 (习题 3.2) 中 了 我们 稳 看 到 存在 非 超 杠 区 的 出线 ,在 (第 五 
LSEDENDE 中 也 有 这 种 例子 . 

UX AK ERO ERREEN, X 为 其 正规 (人 《第 
3.8). lE ERN X ERUEZI 


(6c fI 6,/0— 
Eri 


其 中 6, 是 0, ipie, XH P eX, $ 2, m tengo(6,/6,). 
Ca) 证 明 PCX) m pCR) + Dan UU ZAGRADA, 习题 4.1) 


E 
RORZE S) 5.3).] 
(5) E nOD = 0 证明 X 已 为 非 异 ,事实 上 它 同 鬼 填 P uxo 
TUS DWAR. 
*Ce) 如 果 P 是 结 点 或 常 尖 点 (第 一 章 , 习 是 5.6, 习题 5.14), 证 明 5, — 
1, RER: 先 证 明 5。 人 及 仅 依 巾 于 年 为 奇 点 的 解析 同 构 类 ， 然 后 再 
计算 某 些 香 当 平面 曲线 的 结 点 ， 尖 点 的 561。 其 他 方法 可 见 第 五 章 ， 
3.9.3] 
APARRI Riemena-Rock 定理 。 EX B KE ERREEN, 
DESI DX UA 
G) 设 D 一 XP; HARF Xu 的 除 子 ，、 即 所 有 PiE x... 定义 
degD — Zn, ii ACD) 为 其 相伴 的 X* 上 可 逆 层 , 记 明 
KELDY) = degD + 1 — p, 

(b) 证 明 X 上 任 一 Cartier 除 子 是 两 个 极 强 Corder 除 子 的 差 。《 利 
用 (第 二 章 , 习 题 ?.5).》 
(O Bs x Em—REBAT £00). AP DX X3ETE X. 
中 的 除 子 。 
(4) 再 假定 X 为 某 射 影 空间 中 的 局 部 完全 交 ， 则 由 (第 三 章 ，7.11) 知 
HAIE et 是 X 上 的 可 斤 层 ， 定 义 笋 则 除 子 为 对 应 于 ot otc 
Tox HRP. FE (w) 中 公式 变 为 

ICD) — ICK — D) = deaD + 1 — pa 
设 X 为 和 上 的 一 纵 整 射影 概 型 , 交 为 局 部 完全 交 ， 其 p, 一 1。 固 定 一 
个 点 P. X... BCI TIER SI PAZE Xa 中 点 
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5 Picx 中 元 的 一 一 对 应 。 它 推广 了 (第 二 章 ;6.11. A) RORIS US 
Bé). 


2. Hurwitz 定理 


本 节 中 考 起 曲线 间 的 有 限 态 射 fX 一 了 Y， 研 究 它们 的 典 则 
除 子 而 的 关系 。 最 终 的 公式 称 作 Hurwitz 定理 , 它 涉及 到 义 的 亏 
格 ,Y 的 亏 格 及 分 岐 点 的 个 数 。 

回忆 在 (第 二 章 ,$6) 中 ,有 限 射 f:X — Y BUDE SCOGER KER 
扩张 的 次 (K(X):KCY)1, 

对 任意 点 Pe X, BRADEXOPBORE ¿o 如 下 . 令 Q==1(P)， 
EO, 为 在 的 一 个 局 邹 参 数 ,并 通过 自然 映射 "Cg 一 Cp 将 
UBI €, 中 的 元 ,定义 

e = sC) 
其 中 vp PU. C, 的 相应 赋值 ， 当 ¿4 > 1， 则 称 f # P $t 
DETO RA ADEA 13)， 当 cr 一 【 则 称 了 在 己 处 
天 分歧， 这 个 定义 与 先前 定义 的 无 分 歧 (第 三 章 ， 习 题 103) R— 
致 的 ,这 是 因为 基 域外 是 代数 闲 的 ,从 而 对 奈 中 每 个 已 点 有 RUP 
二 @). 竺 别 当 了 处 处 无 分 歧 时 它 是 平展 的 ,因为 由 (第 三 间 ,9.7》 
它 总 是 平坦 的 . 

如 果 Chatk 一 0 或 Chark 二 p 
但 ?不 除 尽 csp， 我 们 称 此 分 歧 为 
Erg. df P OR cz， 则 称 其 为 
恶性 的 ， 

回想 在 (第 二 章 ，$56) 中 我 们 对 
BD 曲线 间 的 有限 态 射 EBA QEY, 以 

POS e 


P-0 
作 线性 扩张 定义 了 除 子 群 间 的 同 态 f*:DivY DivX, 4D E Y 
上 的 除 子 时 则 有 ZO) & Sg GDY)URL E, 8 6.0), F 


DELTES 


EEFE [* SwliEB DEU f*:PicY — PicX 是 相 容 
的 。 

HAt fiX Y 使 KOOD 为 KCY) 的 可 分 扩张 时 ， 称 此 
态 射 为 可 分 的 . 

命题 2.1 GR f:X Y 为 曲线 间 的 有 限 可 分 射 ， 则 存在 
Hiei Glyn 

0— f*O, — Qz Our — 0. 

证 明 ”由 ( 第 二 章 ，8.11) 知 ,我 们 已 有 上 述 正 合 序列 ， 只 是 抽 
少 左 端 的 0。 故而 只 须 证 P*O.— 9x 为 单 射 。 由 于 它们 都 是 X 
上 的 可 造 层 ,只 要 这 个 呐 射 在 广 点 处 非 零 中 可 .但 KX) 对 KC) 
3I. PEREST, 664). Ory 在 X 的 广 点 处 为 0。 因此 
Tav 一 Ox 在 广 点 处 为 两 

由 于 2, RO, 分 别 对 应 于 Y 及 X 上 的 典 则 陈 子 。 RNE 
出 想 对 微分 层 Oxo 度量 了 它们 之 问 的 差异 。 所 以 我 们 要 研究 这 
TE, BEER PEX, 4 9 一 KP), + 为 9 处 的 局 部 参数 ,4 
为 P 的 局 部 参数 ， 于 是 如是 自由 Oe H Qvo 的 生成 元 du 是 
自由 Go Ë Ore 的 生成 元 ,( 第 二 章 ,8.7) 及 (第 二 章 ,8.8)， 特 别 
地 ,存在 唯一 的 元 2 € O, 使 frd — 8， du, 我们 以 drfan 表示 
t. 

$H22 d LX Y XI ARSRSTAY, P 


length Qus » =el 
如 果 上 为 恶性 分 歧 ， 则 长 麻 >cr 1. 


(a) 由 于 f*9y 及 Q, 均 为 X 上 可 化 层 ， 人 了 从 (2.1) 族 可 推出 
Ors ETRE., MAWAT ARE (Orr) 一 0， 当 且 仅 当 
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idi 是 Ox.p 的 生成 元 。 FUXGCABO : 是 A, 的 局 参数 时 
才 会 发 生 ,这 即 了 在 中 无 分 歧 。 

(b) 实际 上 ， 由 (2.1) 的 正 合 序列 知道 Orr) = Arsi 
itara, CEEX Os 模 , 同 构 于 Or Carldu). 

(c) Zii RREK em er， 则 可 记 :一 ar, 其 中 aco, 
是 个 单位 。 于 是 

di = acu" du + uda, 

ADLAR, e k HEFT WMA vedi1dx) = € — 1. 
TU, oC defdu) 2 e. 

XX dE f:X- Y ARRERA BOTA. 则 定义 f 的 
Pia ps 

R = S lcngthCgxwr)r。P 


rex 

命题 23 i 1X — Y 为 曲线 间 的 有 限 可 分 态 射 . 令 Kx 及 

Kr dy X Rv Idle T. 则 
Kx ~ d*Ks t P. 

证 明 将 除 子 RR 看 作 久 的 闭 子 概 型 ,于 是 由 (2.2) 知 其 结构 层 
Or MHF Quy. 以 AF .对 (2.1) 的 正 合 序列 作 张 量 积 ， 因 而 得 
到 一 个 正 合 序列 

0 — "A QA — Ox — @, — 0, 
但 由 (第 二 章 ,6.18), R 的 理想 层 同 构 于 A(R), 因此 

Po, @q;' = /( —R). 
ft E un Bug uS FR tek T (EIS IB ARTE. (thula FERE 
二 章 , IRE 6.11 中 的 da 算 于 于 正 合 列 (2. Waaa ki aN 
n deat, "OL 
26(X) — 2 — »(26(Y) — 2) + degR. 

男 外 ， 如 果 上 只 有 良性 分 歧 ， 则 


degR = Per — 13. 


PEX 


. $567 


证 明 在 (2.3) 中 取 每 个 除 子 的 次 数 ， 由 《1.3.3), 典 则 除 子 为 
26 一 2 次 ; f+ 为 对 次 数 醚 以 4( 第 二 章 ,6.9), 及 当 f 的 分 岐 全 为 
良性 时 , 利 放 (2.2), 知 R 的 次 数 为 (ep 一 1). 

在 我 们 讨论 有 限 态 射 的 末尾 ， 要 描述 在 纯 不 可 分 情形 下 产生 
的 现象 。 首 先 定义 Frobenius Æt. 

定义 设 X 为 一 概 型 ， 其 所 有 局 部 环 均 具有 特征 《好 包 含 
Zip). 定义 Frobenius 态 射 F:X — X 如 下 : 在 XX 的 拓 村 空间 
上 下 尽 鲁 同 映 身 ,而 F'O 一 Ox RR r RENH. BTA 
环 全 部 是 特征 p， 则 PU 在 每 个 局 部 环 上 诱导 出 局 部 同 态 , 故 F 
确 为 一 个 态 射 。 

注 2.4.1 设 域 下 为 特征 p, =:X — Speck ER ELRES, M 
FX X +E k-RE BE. 8116 2 Bi 

x 二 x 
"er 
Spec k -一 Spec & 


f£ P Ej Speck 的 Frobeuius Z&IMZESRCEOMELT k XIEGAIER P 
DCRÉGBE ME). 

我 们 定义 上 上 的 一 个 新 的 概 型 Xs，。 它 是 同一 个 概 型 x, R 
过 具有 结构 态 射 Fox, WIERE Ar KEMER EPRE. F 
是 变 为 一 个 大 线性 态 射 F'iX, — XRH k 1E Frobenius 
ds. 
8242 若 X 是 下 上 概 型 , 则 X, O5 k ENCUESTA 
天 也 可 以 不 司 构 。 例如 当 X 一 speck[]， 其 中 不 为 完全 域 ， 则 
X, AHT 久 ， 这 臣 因 为 取 上 次 里 的 映射 一 上 为 双 射 ， 在 这 个 
多 ,与 六 的 等 同 下 ， 外 线性 Frobenius 态 射 FX >X 对 应 于 
reat 定义 的 同 态 [1] 一 kz。 这 即 (第 一 章 ， 习 题 3.2) 中 给 
出 的 态 射 

例 243 kART P DREAS, X% k ERRA F: 
X,— X 十 个 请 次 有 限 射 ， 它 对 应 于 域 的 包含 映射 天 c Ko7 ,其 
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"KG XI Si, K” E. KIEXATHUER Kigrkiem. m 
尹 次 根 的 域 ， 
命题 25 设 fiX Y Nico mu K(X) É 


AE Focus GERD. BME LOO cH 


证 明 ix EOS p. Wi K(X)'CK(Y) 或 者 表示 为 
K(X)CK(Y)", 55—3j mi, AE k fk Frobenius ff 


F P 
Yy— Y, Y, —Y, 


其 中 对 每 个 LY, -—(QYy0, 它们 的 复合 是 态 射 Y, o -Y, 
也 为 如 次， 因为 KCXD)E 天 (Y)%”" ， 并 且 它们 在 KOY) LAR 
同 的 次 数 ， 从 而 得 到 K(X) = KKY) 由 于 曲线 由 其 函数 域 唯 
一 决定 (第 一 章 ,6.12)， 所 以 X eY,,f = P. 因此 作为 抽象 概 
型 , X 与 了 同 构 且 它 们 的 志 执 ( 它 不 依赖 于 结构 相同. 

例 2.5.1 # X=Y, f:X — Y 29 A Ak Frobenius 射 , 则 
f 处 处 分 歧 , 具 有 分 歧 指 数 p KE f 是 点 集 间 的 恒 同 映射 ,在 
B B| p RERI. 于 是 当 5 C， 为 局 部 参数 时 ， {= 
r. RA 4G)— 0, 映射 fO, 一 9x 必 为 零 映 射 , 从 而 Ox 
Qr. 

80252 若 f:X— Y 为 可 分 , 则 分 岐 除 于 的 次 数 总 是 个 偶 
数 ， 这 从 (2.4) 的 公式 推出 . 

例 2.5.3 概 型 了 的 一 个 平展 复合 是 一 个 概 型 X 同 时 加 上 一 
个 有 眼 的 平展 态 提 f:X 一 了 Y。 当 多 同 构 于 Y 的 有 限 个 不 交 并 时 ， 
称 这 个 复 番 为 平凡 的 。 如 果 Y 没有 非 平 凡 约 平展 复 盈 ， 则 称 Y 是 
单 连通 的 ， 

我 们 现在 证 明 P 是 单 连通 的 。 实 际 上 ， 令 XP 是 个 
平展 复 登 。 不 妨 假 定 X 是 连通 的 。 由 于 f 为 平展 ,那么 ,区 光滑 于 
k (= 3, 10.0, CER f AAM, M|X A0ET k, PCI X Ke dh 
线 ( 注 意 , 连 通 加 上 正则 得 到 不 可 约 )。 又 因子 平 展 ， 知 了 为 可 分 ， 
所 以 可 以 运用 Hurwirz 定理 。 由 于 f 非 歧 ,得 到 R 一 0, 故而 有 
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2g) — 1 72D. 
但 g(X) 2 0. 唯一 的 可 能 性 是 gX) — 0 与 4 一 1. 因此 X= 
P, 

例 2.5.4 设 X Y RIA GERI, 则 OO z 
CY). REFERI d K(Y)CK(X) 分 明 为 一 个 可 分 扩张 接 
车 一 个 总 不 可 分 扩张 。 因 为 对 纯 不 可 分 扩张 写 槐 不 变 (2.5), 故 可 
化 为 f 蚌 可 分 的 情形 . 若 (Y) 一 0， 当然 对 ,不 仿 设 g(Y) 2 t. 
那么 ,C2.4) 的 公式 可 重 写 为 

EX) = s) + G— GU) — 1) + — degR. 


由 于 n— 120, KY)— 120 R degR 22 4， 便 得 到 所 要 的 
证 明 ， 另 外 ， 它 还 证 有 明了 要 使 eCX) ~ gCY》 成 立 《 当 了 为 可 分 
时 ) 只 有 站 一 1 或 eCY) = Hi AIR 

例 2.5.5 《Liiroth 定理 ) EAA, A LF k AABT IK RO 
RAA k ETAR, LEERT. TURE L k LR 
不 具 超 越 度 1， 于 是 二 是 一 条 曲线 了 的 函数 域 , 而 LEK 对 应 
TARH Py. MOSHEH Y)—0, Sici i5) 
Y = Pt, Mif L e AQ) 对 某 个 4 成 立 。 

XE KRAK k ARAARA E T EBR, SES EREXEXPE 
ERK ERY, Ek AAAA ER R 2 维 有 根 似 的 结果 ， 而 
3 维 的 相应 论断 不 成 立 ,因为 存在 C 上 的 3 维 单 有 理 狂 它 不 是 有 
理 的 , 见 Clemeues 及 Griffith! 与 ltkaovskih 及 Manio, 


习 IB 


2.1 利用 (2,5.3) 证 明 P^ 为 单 回 通 。 
2.2 GOD DAR HUE EHE SO MRAR k. 
(4) k x A ESI 的 曲线 ,于 是 典 则 线 狂 系 IKE 次 定 了 一 个 2 次 
ARH XP CIEL). VIBEIERE 6 DANE SATA 
HR ER + 在 差 一 个 P 的 自 同 构 因子 下 唯一 被 确定 从 而 六 只 
一 奖 定 了 个 (无 序 ) 点 的 集合 在 P! Ba TISSU. 
G) BLZ AHEAD aeos €b ẸKA a (a e) 
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e — 2) 决定 的 ACX) 的 城 扩张 * 设 Xo PC 是 对 应 的 曲线 间 态 
Jd. 证 明 OOG = 2, WA 4 同 于 出 典 刚 线性 系 决定 的 ， 并 且 f 只 在 
P 的 六 个 点 = = a Lk. RARESA. (BRAE, 21 
6.4) 

《<) 利用 (第 一 章 ， 习 盟 6.6) 证 明 当 PoP,P, 4 P 中 三 个 不 同 点 
时 ;存在 唯一 的 Ye AUP 使 oJ = ap) = 0,9002 一 oo。 因 
此 如 果 在 《s) 中 把 4 个 P 点 淮 序 ,并 将 前 三 个 点 分 别 映 到 015o2 使 
C RARE METEN E 0,1 c0 8:58:50. 6 个 点 分 层 。 其 中 Rahis 
Bi 为 & 中 三 个 不 同 的 ,不 等 于 0,1 的 元 . 

《d) 设 x. 为 6 个 符号 的 对 称 尾 。 定义 XL 在 《中 关 0;1 的 三 个 不 
同 元 81,8,,8， 的 作用 如 后 ， 对 4 55, PERLE PEE 0,0,00, 8:808: 
对 得 到 的 序 年 重新 如 (c) 一 样 法 化 ?使 前 三 个 又 变 为 0,loo。 那么 
后 三 个 便 是 新 的 81,8,83。 

Ce) 综合 起 来 ， 推 出 结论 : TEA ECL POdR ARR 3: $E 2 55 k rh < 
0.1 的 三 个 不 癌 元 的 有 序 集 在 《〈d) 中 描述 的 >. 作用 下 的 等 价 类 集合 
之 问 , 存 在 一 个 一 一 对 应 . 竺 别 地 * 它 表明 存在 许多 不 同 构 的 气 格 2 d 
HR. 我 们 可 以 将 上 述 结果 说 砍 足 亏 格 2 的 邮政 依 检 于 三 个 大 数 、 因 为 
它们 对 应 于 Ai 在 一 有 限 群 作用 下 得 到 的 商 空 间 中 的 一 个 开 集 的 点 。 

平面 电线 设 X 是 P^ 中 一 条 4 次 曲线 ， 对 俘 个 点 PeX， 令 To(X) 为 
XE PE EDARCR 1,2182 7.3) TOO 看 作对 个 射 影 平面 CPP” 
中 的 点 , 则 映射 PTrCX) HAY X Elle C^ prhe X" 的 
态 冉 ( 第 一 章 , 习 是 7.2). S SE SK X AER, X* 一 般 会 有 奇 
点 ， 下 面 假 定 Chark — 0, 

Ga) REAR LEP, ERDF X. 定义 直射 XL 上 为 p(P) = T, 
QONLP 为 X 中 任意 点 .证 了 朋 P 在 P 分 法 ; 当 且 仅 当 , 或 QU)PeL 或 
OO 是 X 的 描 点 ;就 是 说 在 ?点 ,TrCX》 与 XX 的 相交 重 数 (第 一 点 ， 习 
BU 5.023 iE: XA 1SAFB458. 

(b) P 中 一 条 直线 如 果 与 X 有 一 个 以 上 的 切 点 ， REA MEOS. 

JB x RUFTHIA A ARDER. LÁ XE DR, B XD 
点 Paus, 并且 没 有 一 个 P; EIB x* 上 的 对 应 点 是 个 
常 " 重 点 。 也 就 是 具有 个 不 司 切 方向 的 一 个 重 数 为 上 的 点 (第 一 章 ， 
385.3). (etii: X 只 有 有 限 条 重 切 线 。 

(e) db O € P: 是 不 在 X 上 的 一 个 点 , 它 也 不 在 六 的 指点 切线 或 重 切 纶 
上 . 工 为 不 过 0 的 一 条 直线 ， 设 4X—L 是 由 0 作 投射 定义 的 态 射 . 
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证 明 多 在 一 点 P € X 分 歧 当 且 仅 当 直 线 OP # PUT XxX。 这 时 其 分 
岐 指数 等 于 2。 利用 urwitz 定理 及 (第 一 章 ， 习题 ?7.2) 证 明正 好 有 
4(4 — Ú 条 X 的 切线 经 过 0。 因 此 对 偶 曲 线 的 次 数 《 有 时 称 它 为 & 的 
dO 40 一 D. 
(4) 证 明 除去 的 上 有 限 个 点 外 ，X 上 的 任 一 点 O FE R (4 + 1) 
(4 一 2) 条 切线 上 这些 苇 线 不 包括 0 的 切线 。 
(e) 证 明 (a) 中 态 射 ?的 次 数 是 d(4 一 1)。 并 证 明 当 sd 之 2 时 , 在 
适当 的 计数 规则 下 ，X 正好 有 3dCs 一 2) 13. (3 TOO) 在 ?点 
与 x 的 相交 重 数 为 : 时 应 当 将 P 算 作 " 一 2 个 拐点 而" = 3 时 称 为 
党 探 点 .} 再 证 明 X 的 帘 拐 点 对 应 于 对 侦 曲 线 Xx， 的 常 尖 点 . (Ox 
为 次 数 # 2 2 的 平面 曲线 并 设 对 侦 曲 线 X* 的 奇 点 只 有 结 点 和 常 尖 
AFEA BR X TAAK). EA AFE 

+ d(4 — (4 — 304 + 3) 
RRDA. gos: AXE X° 的 正规 化 ， 然 后 用 醒 种 方法 计算 
An): 一 种 是 作为 4(a 一 U) 次 平面 曲线 ,另外 一 种 是 和 用 (习题 
a.s). 
(e) 例如 ， 平 面 三 次 曲线 正好 有 9 个 常 拐点 ， 任 意 两 个 拐点 的 连 线 一 
定 交 曲线 于 第 三 个 拐点 。 
(h) 一 条 平 曾 四 次 曲线 正好 有 28 条 双 切 线 (甚至 村 有 四 重 切线 的 曲线 
也 成 立 * 这 时 对 偶 幅 线 X” 有 一 个 自 切 点 .) 
特征 时 的 一条 志保 曲线 。 设 X 为 特征 3 的 域 上 的 四 次 曲线 zy 十 
y3c mr = 0. 证明 X 为 非 异 ,但 X 的 每 一 点 都 是 拐点 ?而 其 对 偶 曲 线 
X 同 构 于 X, 自然 映射 X—X* 为 纯 不 可 分 。 
348822 曲线 的 自 同 构 . 证明 Hurwitz HERU Ge >a 
让 9 域 上 的 曲线 Xs RERE UAG 一 1) 个 自 同 构 。 以 后 ,我 们 将 在 
(习题 5.2) 及 (第 五 章 ,习题 1.11) 看 到 群 6 一 AutX AARE. $6 
的 阶 为 a"。 G 作 用 于 函数 域 KOO L. 设 工 为 其 不 变 减 ， 则 域 扩张 
LEK(2) 对 应 于 曲线 间 的 "次 有 限 坊 射 XY. 
(a) # P eX JA GR. 1e 一 .证明 CIC) 正好 由 sir 个 点 
泪 成 ,每 个 点 的 分 歧 指 数 都 是 r。 设 P.P, 是 Y 的 不 同 点 上 的 ，X 
的 域 大 分 堵 点 集 ,并 设 mi 一 ri。 则 证 明 Hurwitz FPP S T 


Gg — Dr = (Y) - 2 210 — Mr. 
£: 
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O) Hir e22, HEWESO EAN 20, £20, n21, 
让 二 lya 为 满足 
nO)-i 5 (. - ie 

WAERM ILES Reb EDO 1/42. MEE ncn — 1). 
职 得 最 大 信 的 例子 可 在 《习题 5.7) c did. 

证 BRAGE A e M ARKEMA Macheath"), 
AFHE?DONLE, HZ p>s + L WAARRER BARES 
ARERI E UDR RARE y= — z, Ah p 一 28 + 1; 这 条 有 曲线 
有 2p(p! 一 1) AER (Raquer), PEE p A Ei RK 
BJ ft ft S er un Singht' 5 SticbienotkfU, 

-6 RTH f. 设 XoY 为 次 有 限 射 ?其 中 XY 为 曲线 .对 XX 上 任意 
除 子 D fup Xs f, DivX DUY X lapi) = Inte), 
G) 对 了 上 任 一 局 部 自由 的 >” 秩 层 4， 定义 det = Ag € Picy (8 — 
章 , 习 题 6.11)。 竺 中 地 ,对 区 上 任意 可 逆 层 ME. 是 Y E n 秩 的 局 
TEE E MIM detiet e PicY, 证明 对 区 上 任 一 除 子 D 有 

delf E (DPE (A INDL U D). 
PURAB ARH deu] (D) USD)! [提示 : AARAA 
除 子 D, # f。 运用 于 正 台 序列 COZ(-D)O0,265,50, HHA 
【第 二 章 ,习题 6.11)] 
(b) 推断 出 f D 仅 依 粮 于 了 D 的 线性 等 众 类 ,从 而 有 话 寻 同 态 fe:PicX 一 
Picy。 证 明 feof*:PicYPicY 就 是 乘 以 “的 同 态 。 
(e) 和 用 对 于 有 限 态 射 的 对 侦 ( 第 三 章 ， 习 题 6.10) 及 (第 三 章 ， 习 题 
7.2)UE8] 

det no (derf ty)" or. 
GO BR! [20 T RE ART. R. 定 义 分 歧 除 邓 8 为 了 上 的 除 
+f IR, EA 
(derf y) es (By 

PREA fOXoY 与 Picy th) 2 68 (HUY EATER £ WU 
Pd) 之 间 丰 在 一 一 对 应 , 
Q0 将 定 一 个 2 次 平展 态 射 1:X 一 7， 划 有 一 个 自然 映射 OMNES 
设 £g 为 其 余 核 。 于 是 Z SY bunk faily Kf d 
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1.68 m6, FUEL 2 KER BE T PicY 中 一 个 1| 


x. 
(8) 反之 ,给 出 PicY 中 一 个 2 阶 找 元 多 ， 可 在 OV 上 定义 一 个 
By 代数 结构: Cosb) e La’, b) 一 《aa 二 (65)s0b' t a'b), Arp 
PE ££ 一 er 的 一 个 同 鬼 .然后 取 X = Spee) 《第 二 章 ， 
2188 5.17). IEM X Ev 的 一 个 平展 复 登 。 
(e) 证 肯 过 程 (a) 5 (B) 互 为 逆 [ 提 示 :; dnXOX 为 交换 1 的 纤 
维 中 点 的 对 合 映 射 。 利 用 自 Fate 到 Ov ERY oa + 式 9)。 证 
BA CO Oy 模 的 序列 

oyl, rfm 
为 分 裂 的 正 合 序 列 .] 
IE 这 是 更 为 一 般 的 结果 的 特殊 情形 * 苑 个 结果 说 ?对 (a,cherk) 一 t> 
具 群 Z/zZ 的 Y 的 平展 Gloi 复 登 由 平展 上 同调 HLCY,Z/nZ) 分 
类 ,而 它 等 于 Picy 中 约 a 阶 找 元 组 成 的 群 ; 见 Serret, 


3. 在 射影 空间 中 的 嵌 人 


本 节 研 究 曲线 在 射影 空间 中 的 嵌 人 、 我 们 将 证 明 任意 曲线 可 
RRA P 中 ， 还 将 进一步 证 明 , 任 态 曲线 可 双 有 理 映 人 P 中 ,使 
回忆 在 (第 二 章 , 第 了 节 ) 中 , 当 曲 线 故 上 一 个 可 逆 层 S# ,XEX 
到 某 射影 空间 中 的 证 没 下 , 同 构 于 A), 就 称 S DREZ, E 
RDX LEGERE F, 5 ndl 时 , 层 FOL' x EE 
生成 ,就 称 S DRADE, 7.6)。 若 刀 为 X 上 的 除 子 ， 如 果 
& (0) 为 强 或 极 强 层 就 称 忆 是 强 陈 子 或 根 强 陈 子 。 
[BHZL—F, —^ HER o 是 一 个 有 效 除 子 的 集合 , 它 构成 某 
企 完全 线性 系 IDI 的 线性 子 空间 ,如 果 点 2 对 所 有 Den Pe 
SuppD, Kt P REAIERR b 的 一 个 基点 ， 我 们 已 经 知道 ,完全 线性 
系 D| 无 基点 当 且 仅 当 SI CD) 为 整体 截 影 生成 (第 二 章 ,7.8)。 
我 们 的 第 一 个 结果 是 (第 二 章 ， 第 ? 节 ) 的 判别 法 在 曲线 情形 
的 重新 解释 ， 这 个 判别 法 是 关于 何 时 -- 个 线性 系 能 产生 到 射影 空 
。 363 。 


DESIT 
命题 3.1 设 DD 是 曲线 X 上 的 除 子 ， 则 
O ££&ER ID LARA SDQUEELA Pex k 
dim|D — P| = dimiD| — !; 
CO) D pie FS COR EHERUN TUR Ps9< X (GR 
f 一 的 情形 》 成 立 
dim|D — P — Q| = dimi D| — 2, 
证 明 首先 考虑 层 的 正 合 序列 
0 — S (D — P) > (D) —k(P) — 0, 
取 其 整体 截 影 ， 有 
0—TI(X,%(D — P)) — F(X,%(D))—k, 
所 以 可 以 知道 ,dim1D 一 P| 或 等 于 dim|D| 或 等 于 dim1D1 一 
L 58.15523 ERE E + P SE 3 T E EE: 9f 
@:D— P|-D|, 
它 显然 是 单 的 。 因 此 这 两 个 线性 系 的 维 数 相等 的 充分 必要 条 件 是 
膨 为 本 。 但 9 为 满 , 当 且 仅 当 是 IDI 的 基点 。(a) 得 证 。 
要 证 《b)， 我 们 可 以 设 D| ÆA, KEE, DARAN 
这 时 对 的 。 另 方面 ,如 果 D WE (b) 的 条 件 ,我们 对 每 个 PEX 
更 有 
dim|D — P| = dim|D| — 1, 
从 而 1D| 无 基点 . 
现在 设 D| 无 基点 ， 于 是 它 决 定 了 X 到 P^ 的 一 个 态 射 (第 
二 章 , 7.1) 及 (第 二 章 ,7.8.1)， 因 此 问题 在 于 这 个 术 射 是 否 为 闭 漫 
B. RAE, 7.3) 及 (第 二 章 ，7.8.2) 的 判别 准则 ， 我 们 必须 
知道 1D| 是 否 分 离 点 及 分 离 切 向 量 ， 第 一 个 条 件 是 说 对 任意 两 
个 不 同 点 了 ,8& X,8 不 是 |D 一 P| 的 基点 ， 由 《a)， 这 等 价 
于 说 


dim|D — P — Q| = dim [D| — 2, 
第 二 个 条 件 是 说 ， 对 任意 点 PEX, FERF De 1D| 使 P 在 
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D'iBDLEÉSR 1 出现。 这 是 因为 dimT,(X) — L, PÆ D 中 
为 重 数 1 时 dimT,(D^) = D, 但 当 P 在 D 中 具 高 重 数 时 ，dim 
T,(D')— 1， 这 就 是 说 了 不 是 |D 一 P| 的 基点 ， 或 者 再 用 《a) 
可 以 表示 为 

dim|D — 2P | — dim|D| — 2, 
因此 结果 由 (第 二 章 , 7.3) 推 出 。 

K32 RODEM RNR PET. 

(2) 如 果 degD 2 28， 则 1D1 无 基点 ; 

(Cb) 如 时 degD 28 + 1, BL D 25 EL, 

证 明 在 情况 (a) F, D 与 Dp 一 了 为 非特 殊 除 子 (1.3.4), 故 
由 Riemann-Roch 定理 ,dim|D — P| = dim|D| — 1, (b) 的 
HEH, DS D — P 一 8 部 是 非特 殊 的 ,又 由 Riemann-Roch E 
理 得 dimlD 一 P 一 8| — dimip | — 2. 

833 x paR, LT DADB TSS degD> 
0. 

证 明 E p> 38k ME COD IR ORC — 85, 7.6). d 
nD ~ H,H 是 某 个 射影 同人 下 的 超 平面 截 影 , 故 degH > 0 于 是 
degD > 0。 反之, 若 degD > 0， 则 对 n» 0, degaD Z 2g(X) 
十 1， 故 由 (3.2) 知 aD WRA, TED ARRE. 

例 3.3.1 若 8 一 0 则 DD 为 强 名 极 强 名 degD > 0, HT Xe 
P11.3.5)， 这 就 正 是 (第 二 章 ,7.6.1)。 

例 3.3.2 设 X 为 曲线 , D 为 X 上 一 个 极 强 除 子 ， 它 对 应 于 闭 
Ë eX >P MYE E, SOPELA H E R REE 
念 而 言 ，p(X) 的 次 就 等 于 degD (第 二 章 , 习 是 6.2), 

$133 XAMR B g 一 1C1.3.6)， 则 任意 3 次 
除 子 均 为 极 强 . 这 种 除 子 为 非特 殊 的 , 故 由 Riemann-Rocb 定理 ， 
dim|D| 一 2。 因此 我 们 看 出 , 任 一 条 椭圆 曲线 可 以 钳 人 P, # 
为 一 条 三 次 曲线 . (自然 , 反 过 来 ,由 亏 格 公式 (第 一 章 ， 习 题 ?.2) 
知 , 任 一 条 平面 三 次 非 异 曲 线 册 是 椭圆 的 .》 

在 8 一 1 时 ,实际 上 可 以 说 D 为 极 强 层 , 当 且 仅 当 degD 2 3. 

* $$. 


因为 着 degD 一 2， 则 由 Riemann-Roch 定理 ,有 dim[D| = 1. 
从 而 DD 定义 了 X 人 到 P' 的 一 个 射 ， 它 不 可 能 是 个 闭 徐 人。 

例 3.3.4 E 8 一 2， 则 任意 5 次 除 子 为 极 强 。 由 Riemann- 
Roch 定理 ，dim1D| 一 3， 故而 任意 亏 格 2 的 曲线 可 以 作为 5 次 
BREA P s, 

例 3.3.5 《3.2) 的 结果 ， 一 般 阅 来 不 是 最 好 的 可 能 结果 。 A 
如 , 当 外 是 一 条 + 次 平面 曲线 上 ，D — X.H 是 个 极 强 除 子 ， 次数 
265,121 8 一 3, B1l2g + 1 = 7, 

我 们 的 下 一 个 目标 是 变 证 明 任 意 曲 线 可 能 入 P 中 .为 此 ,元 
虑 曲线 XEP"， 取 一 点 O&X, JEJLO EUH X PO 内 (1, 习 
53 3.0), Xxf&t X 8j P 中 的 一 个 态 射 ,我 们 要 研究 它 什么 时 
BEDARA. 

iz P,Q 2 XTRBITUR ELA, P' 中 连接 P,0 的 直线 称 为 
由 P 及 8 类 定 的 荐 线 ， 设 P 为 的 一 点 ,定义 X 在 P 点 的 切线 为 
过 了 的 一 条 唯一 直线 LEP., EERDE TKL) T TP) 
的 子 空间 T (X). 

命题 34 Jo) P 中 曲 绕 ,0 为 不 在 X 二 的 一 点 ，P:X 一 


O o f xb. 

证 明 16( 第 二 章 ,7.8.1), 态 射 P 对 应 于 P* 中 过 0 的 让 平面 
石 在 区 上 截 出 来 的 线性 系 . 从 而 多 为 肝 漫 没 当 且 仅 当 这 个 线性 系 
企 工 上 分 离 点 并 分 离 切 向 量 ( 第 二 章 ，7.8.2)。 若 P,Q XX EB 
个 不 后 点 , 则 刍 分 离 它们 的 充 导 条 件 是 存在 一 个 H, ESORP 
点 但 不 包含 9， 而 这 种 情形 出 愧 ， 当 上 仅 当 0 不 在 直线 PQ k. 
# 了 PEX， 则 内 分 离 了 点 的 切 向 量 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 H, 包含 
曲 及 了 所 ,并 在 P 与 % 的 交 其 重 数 !。 这 种 情形 出 现 的 充 朗 条 件 是 
O T£ P 点 切线 上 . 

4H3i5 PXE PURA, Kd a> MEENA 
ORX gioi ys pai. 
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证 明 令 SecX 表示 天 的 所 有 制 线 的 (点 的 ) 并 集 ， 称 它 为 入 
MRR. J P^ 的 局 部 闭 集 , 维 数 < 3, 因 为 (至 少 局 部 地 ) 它 
ful (OX x X — A) x P 3j P* 的 一 个 射 的 像 ,这 个 志 射 将 《P， 
Q.D RARI P,O 点 ;给 了 适当 参数 的 割 线 上 的 点 /。 

4 TanX 表示 X 的 切线 侯 ， 它 是 XX 的 所 有 切线 的 ( 志 集 ) 并 ， 
因为 局 部 地 为 X x P 的 像 ， 所 以 它 是 P+ 中 维 数 «inum 

由 于 nz 4, SecXU TanX & P"， 从 而 可 以 找到 许多 个 点 O 
都 不 在 对 的 任意 基线 或 切线 上 .于 是 根据 (3.4)， 从 口 的 投射 给 出 
了 所 需 的 闭 谤 设 . 

系 3.6 GRATA P W. 

证 明 首先 稳 久 媒人 任 一 射影 空间 Ph 中 。 例 如 ， 取 一 个 次 
数 ¿2 28 + 1 的 除 子 DD， 然 后 利用 《3.2)、 由 于 DD 为 极 强 ,完全 
线性 系 IDIWGET Xi. P* 中 的 一 个 媒人 ， 其 中 a 一 dim|D|. 
如 果 n3, MWA P* 为 P 的 子 空间 ， 故 而 无 须 再 证 ， 如 果 
2824, EXURIROS), I. — P REB É E RAE Ph, 

下 面 研究 P 中 曲线 多 到 P RH. ARR, MERRE 
充满 整个 P:， 故 而 我 们 不 能 避 开 所 有 的 割 线 , 因 此 投射 曲线 要 为 
AR. 但 是 我 们 将 会 看 到 ， 可 以 进取 投射 中 心 0 使 所 得 的 从 大 到 
P 的 态 针 是 到 它 像 上 的 双 有 理 映 射 ， 并 使 像 FCX) 最 多 以 结 点 
为 奇 点 。 

何 忆 第 一 章 ， 习 题 5.6， 结 点 是 一 条 平面 曲线 的 二 重 奇 点 , 它 
具有 不 同 的 切 方向 。 定义 x 的 重 制 线 为 PI 中 直线 , 它 与 X 交 于 三 
个 以 上 的 点 。 定 义 具 共 面 切线 的 割 线 为 连接 X 的 两 点 P,Q KIW 
线 ,使 切线 L,.,Lo 在 同一 平面 中 ,或 者 等 价 地 说 ，Zp 与 Lo 相 
f. 

命题 37 设 XX 为 P 中 曲线 ，O 为 不 在 x* 上 的 一 点 ,9 为 从 
O EFIE 则 P 双 有 理 映 成 ERE R "VOD 最 多 以 结 
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(D 0 不 在 X 的 任 -条 切线 上 ， 

[€ o PEx ENRE, 4 

(0 O 不 在 任 一 RA 面 急 线 的 出 线 上 。 

证 明 返回 到 (第 二 章 ,7.3) 的 证 明 , 条 件 《1) 是 说 9 几乎 处 处 
是 一 一 对 应 的 ,从 而 为 双 有 理 。 当 O 确 在 一 条 天 线 上 时 ,条 件 (2)， 
《3),(4) 告 诉 我 们 这 条 直线 只 交 于 两 个 点 了 ,9O， 并 且 在 这 两 个 点 
处 不 切 于 X, 而 了 ,8 处 的 团 线 映 成 P^ 中 不 同 的 直线 。 内 此 ， 
f@ gqCX) 在 那个 点 上 有 个 结 点 。 

为 证 明 满足 (3.7) 的 C1) 一 (4) 的 点 0 存在 ,我 们 象 (3.5 ) 的 证 明 
一 样 ， 计 算 坯 点 的 维 数 ， 困 难 之 处 在 于 证 明 不 是 所 有 割 线 都 是 重 
割 线 由 不 是 所 有 制 线 都 具有 共 夯 切线 。 如 果 是 在 复 域 C 上 ,可 
以 贝 微分 几何 了 和 解 这 点 。 然 而 我 们 要 给 出 适合 一 切 特征 下 的 另 一 
个 证 明 , 它 是 由 Hurwitz 定理 的 一 个 有 趣 汐 应 所得 到 的 ， 

命题 38 gon P PRR EREET PPEP 
下 面 两 个 条 件 之 一 im 


证 明 先 证 明 条 件 a) PA b> 国定 X 中 一 点 R, 45 
虑 以 尺 作 的 投射 所 诱导 的 态 诸 由: XRP, AIER ANR 
部 是 重 抽 线 ,由 是 个 多 对 一 的 映射 。 当 由 为 不 可 分 时 , 则 对 任意 点 
PeX,X 的 切线 L, 必 过 R， 这 就 立即 给 出 了 《b) 及 结论 ， 因 
些 可 以 假定 每 个 这 样 的 由 是 可 分 的 、 这 时 , 令 了 是 H) 的 非 异 
So BETIA WERA E POET), MIXAR Lo, 
Lo HERRE OD 在 了 的 切线 Lr, 故 L, 及 Lo RERS 
Lr RPAH, A AE. 

那么 ,我 们 已 经 证 明了 对 任意 RR 及 对 几乎 所 有 使 P,8,R £ 
线 的 点 P,Q, A L, 与 Lo Ri, Rii Le 与 Lo RERE 
泊 必 个 闲 条 件 , 所 以 我 们 得 出 结论 : 对 所 有 P,0 4 X,L, 5 Lo 
zu. XB (b), 
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现在 假定 有 条 件 (b)。 任 取 两 个 有 不 同 切 线 的 点 P,OeX。 
令 4= 二 人 Lo， 由 假定 ,X 不 在 任 一 平面 内 , 因而 特别 地 , 当 = 
È L, 及 Lo RERUM, XD 是 个 有 限 点 集 。 对 任意 点 
ReX 一 XNx， UA L, 必 与 L, 及 Lo 相交 。 但 是 Lue, 
因此 它 必 这 A TRÈ A€ La 的 那些 点 构成 了 X 中 的 开 集 . 
但 是 ,这 又 是 个 团 条 件 ,所 以 最 后 有 结论 : 对 所 有 REXA de 
Ls. 

定义 Pub Aulibl o ROS EHE EE EX 
的 每 条 切线 上 。 

9,581 P 是 奇特 的 。 事 实 上 任 一 点 的 切线 都 是 同一 P, 
故 任 定 AEP 部 满足 要 求 

例 3.8.2 在 特征 2 的 域 上 , P: 中 一 条 二 次 曲线 是 奇特 的 . 例 
m Bbk y- r. HL 4y/dz = 0， 故 所 有 切线 者 是 水 平 线 。 
从 而 者 经 过 z 灿 上 的 无 穷 远 点 。 


证 明 ， 我 们 可 设 于 在 P 中 ,因为 若 有 必要 ,可 经 由 投射 做 到 
XX, EP 中 选取 一 个 A, U ry 为 仿 射 坐标 使 有 


图 14 《3.9) 的 证 明 
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(1) 4 f& x 轴 上 的 无 穷 远 点， 

Q) S 46X， 则 切线 Li 不 在 zz 平面 中 ， 

G) z 轴 不 与 多 相交 ， 

CO 除了 可 能 在 4 点 外 ，、 针 不 与 zz 平面 的 无 穷 远 直 线 相交 
CH 14). 

首先 从 4 投射 到 yz 平 而 上 ， 由 于 4 在 多 的 所 有 切线 上 ， 则 
相当 的 x 到 P 的 射 处 处 分 时 ,故而 或 者 其 入 是 一 个 点 (这 时 克 是 
条 和 直线) 或 者 它 为 不 可 分 《2.2)。 我 们 由 此 推出 函数 ? pos 限制 在 
多 上 时 在 KOO. 中 ,其 中 Chark = p > 0, 

其 次 ,我 们 从 = 轴 投 射 到 zy 平面 的 无 穷 远 直线 对 ， 换 句 话 
说 ,对 每 点 P e X, 定义 qCP) 为 已 与 z 轴 张 成 的 平面 与 直线 夺 
的 交点 。 这 给 出 了 一 个 d= degX 次 态 射 :天 一 对 ， 请 注意 ， 
正好 在 xz 平面 的 有 限 部 分 的 X 的 点 上 分 野 ， 而 不 在 4 了 上 

我 们 要 将 Hurwitz 定理 (2.4) 用 于 态 射 e. 对 任意 点 PE 
X zz 平面 , 取 “ 一 :一 5 为 局 部 坐标 ,其 中 a ek, a = 0. Hz 
4 一 y/z 为 4 在 对 上 的 局 部 坐标 。 那么 由 (2.2) 必 须 计 算 vu Cn] 
du), oz uta, h (= y(u + ay", I yeKCO uk 
å N 
A —0, Bp 

dijdu = —y(u + ay, 
但 zx 十 a 在 局 部 环 @。 中 为 单位 ,从 而 
e Cdr/dw) = vly). 
如 果 Pi …，*P, 为 站 xs 平面 中 所 有 有 限 点 , 则 由 Hurwitz E 
理 有 
2g— 2 = —24 + S eG). 


BEN. 

情形 ! E AEX, zz 平面 与 X 仅 交 于 这 些 P, 点 ， 男 为 此 
平面 出 方程 ”一 0 所 定义 ， 获 可 用 义 与 这 平面 的 相交 点 数 来 计算 
xX 的 次 数 , 即 
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d= > DOR 


代入 上 式 , 得 到 
28 一 2 一 一 4 

放 仅 能 在 8 二 0 上 且 4 二 2 时 成 立 。 于 是 作为 抽象 曲线 X = P' 
《1.3.5), 而 它 的 媒人 是 由 一 个 2 次 除 子 D 决 定 的 。 由 Riemann- 
Roch 定理 有 dim|D| — 2, dx E: P 中 的 圆锥 线 。 因为 这 个 
贺 猴 线 是 奇特 的 ,必须 契 Char & — 2. 

情形 2. A € X, 办 为 zz 平面 与 x 槛 截 术 交 于 4, 我 们 相 
似 地 可 得 到 

d= M wt. 


zn 


故 
2z— 2 = —4— l, 
这 只 能 z 一 0,4 — 1, IX SUE REGE. 
xmi Quos P puk, Hip O£ x ENON 
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证 明 MRXCE PEK, PATERPHLHERAO 
RARR. HMOROCRIDERDEDER, Hi x ETERREEE 
ERRA DL Ec C9) 0 REREN. DEBE), OE 
PREASAN, ES—4RODAGDUUANONDR. BP ANEDGE 
SIRO REAL US PETRO E DR MTX x X rh (P0) 点 的 集 
合 ,其 中 过 P 及 8 EORIAECIE EROR X ER jt RE EET 
集 ， 干 是 XX 义 中 那些 《P,8》 点 ， 使 过 P,O DUE 
线 或 具 共 面 切线 ,它们 鬼 成 一 个 真子 集 ; 其 维 数 < .因此 在 P: h 
这 些 相应 暂 线 的 并 集 的 继 数 二 2， 与 X 的 切线 能 维 数 忌 2 ( 见 
(3.5)) 这 个 事实 结合 起 来 就 知道 满足 (G37) 中 (2),C3) 及 (4) 的 点 0 
是 P 中 的 开 子 集 。 

完成 证 明 , 由 (3.7)， 我 们 必须 证 明 可 以 选取 0 RE XA 


EHE 


限 条 割 线 上 ， 为 此 ,考虑 术 射 〔(X x X — A) x P' — P! (至 少 是 
局 印 有 定义 ), 它 将 《P 9, REA 6 这 是 过 P,Q 的 割 线 上 
BIA. MRAR < 3， 则 可 选 出 口 不 在 任 一 割 绒 上 。 ini 
其 像 的 维 数 = 3, 则 因为 它 是 在 商 个 癌 继 数 短 之 同 的 射 , 故 而 可 运 
用 [第 二 章 , 习 是 3.7)， 找 到 P^ 中 一 个 开 点 集 ， 其 上 的 纤 准 为 有 
限 ， 这 些 点 仅 在 有 限 条 割 线 上 ,因而 得 证 ，。 

ROM gümeAxqERnT RRP URANDAN 
yana. 

证 明 (3 6250(340)%# RT, 

注 3.11.1 由 于 (3.11), 解 决 耻 线 分 类 问题 的 一 种 方法 是 对 任 
Wa E r, 研究 带 有 > 个 结 点 的 4 次 平面 曲线 族 。 所 有 d 次 平面 


曲线 构成 的 族 是 一 个 i ZL4 + 3) 维 线性 系 ,故而 以 同 维 的 射影 
空间 作为 参数 空间 .在 此 射影 空间 中 ,具有 r 个 结 点 的 (不 可 约 ) 曲 
线 构成 一 个 局 部 闭 子 集 Vin 若 X 是 条 这 样 的 曲线 , 则 其 正规 化 
多 的 亏 格 由 (习题 6》, 等 于 

em Tü DG — 2) = r, 


故而 要 使 ruv 非 空 , 必 有 
$«r«laü- D(a - 2). 

还 可 进一步 推 煌 ,两 个 端点 值 是 可 以 达到 的 ， 用 Bertini 定理 (第 
二 章 ,4.20.2), 我 们 已 经 知道 ， 对 任意 4 存在 一 条 P 中 4 次 不 可 
约 非 异 曲线 ,这 给 出 了 + = 0 的 情形 .另外 ,对 任意 d, TH P ik 
A.P 中 成 为 一 条 4d 次 曲线 (习题 44)， 然 后 由 (35) 及 (3.10), 将 
它 投射 到 P 中 成 为 仅 有 结 点 的 曲线 X, B og(X) 一 0。 于 是 得 
到 r= r D(4— 2). 

但 是 Vu, 的 结构 这 种 一 航 性 同 题 是 极 难 的 ,Severi [2 , MERC 
F] 断 言 , 对 每 个 满足 0<rs 二 (4 一 DG — 2) 88 dor IR 
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V. 为 不 可 约 , 非 空 , 具 维 数 十 4(4 + 3) 一 “， 然 而 他 的 证 明 是 
不 完全 的 。 


3.3 


3.4 


8.5 


5 n 


iE X Xni? UB HART D EUR MARS desD5, TUR 
了 (3,3,4) 的 结果 

设 * 巧 条 4 次 平面 曲线 . 

(a) LER X ERE REA UDR T ISERRIRT XL, 其 中 工 为 P pA 
Á. 

(b) 着 口 是 X 的 任 一 2 次 有 效 除 子 ; 证 明 dim| D| ~ 0, 

(e) TEES Ue EN 

dax 58k > AAR ER X P 中 为 完全 交 (第 二 章 , 习 题 8, 人)， 
证 明 其 典 则 除 子 K 为 极 强 。 由 此 推出 亏 格 2 的 曲线 在 任意 P* 中 部 不 
EZEZ BUCH S.) 

设 X 为 P' 在 P 中 的 z 重 分 量 陈 人 ，d>1 (第 一 竟 , 习 题 1.12)。 我 
DES P 中 的 4 次 有 理 正 规划 经 。 

Ce) TER X EHEER HERRE H2? KERER. 

O) 若 * 为 P 中 任 一 条 不 在 任意 P rh 4 ve ERA, daa 证明 
必 有 上 一 aog(X) 一 1 且 X 与 4 次 有 埋 正规 曲线 仅 关 一 个 P 的 自 同 
Hu. 参见 (第 二 章 ,7.8.5)。 

(e) 特别 地 , 任 一 P” 中 的 2 次 易 线 必 是 某 个 P 中 的 圆锥 线 。 

(d) £— P* 中 的 三 次 曲线 ， 或 足 一 条 平面 三 次 曲线 或 是 P! 中 的 扭 
变 三 次 曲线 . 

设 X 为 P' 中 息 线 且 不 在 任意 平面 中 . 

G) IRA O&X 使 从 0 的 投射 诱导 了 由 X 到 其 P" 中 像 的 双 有 理 射 
证明? 必 为 奇异 .1 提示 ; 用 丙种 方式 计算 dimHeCX,@x(1)).1 
Lb》 着 x 为 4 次 亏 格 "4， 证明 LU DG (A (习题 


1.8)) 

(e) É { 是 应 此 投射 诱导 的 曲线 平坦 族 ;( 第 三 章 ;9.3.3); 它 的 纤 
维 在 1 一 1 为 X， 在 :一 0 为 纤维 Xo 其 由 X, 是 个 以 eO) 为 支 
RAE. EA X。 必 有 器 零 元 。 因此 (第 三 章 ，9.8.4) 是 典型 的 例 


1373 


T. 

34 npn 
GO) Rx TEA Pr 中 的 4 次 曲线 ,证 明天 必 为 下 列 情形 之 一 :， 

G) reo, AX OU PI 中 的 有 至 正规 4 次 曲线 (习题 3.4) 或 为 
了 ”中 的 有 理 1 次 曲线 (第 二 章 。7.8 .6)， 

CD xCP iH (= 

G) YSP, R esn, 

(b) # z = LIRE, EH X PI 中 两 个 不 可 约 二 次 曙 面 的 完全 交 
《第 一 章 , 3) 5.11), [提示 : HAERES a oA it 
H dimFe(P+ 92))， 因 此 稚 出 X 译 少 包含 在 两 个 不 可 约 二 次 曲面 
h] 

33 ”由 于 《3.10), 可 以 反 过 来 问 , 是 否 每 条 具 结 点 的 平面 曲线 部 吓 P 中 一 
杀 非 异 井 线 的 投射 像 ? IAME zy + zt + yt = 0( 在 特征 六 3 2 时》 
基 个 反例 ， 

3.8 F P 中 一 条 ( 奇 妈 ) 曲 线 是 奇特 的 是 指 存在 一 个 点 。 它 在 曲线 的 所 有 
非 异 点 的 切线 上 。 

(a) 车 在 许多 条 奇异 奇特 曲线 ， 例 如 在 特征 # > 0 的 域 上 由 参数 给 出 
的 曲线 r=, y mtr nt 
(b) 但 是 当 Chark — 0 时 ,证 明 除 P' 外 没有 其 他 的 奇异 奇特 曲线 . 

3.9 ”证明 后 面 的 Berini 引 理 : EXE P 中 的 一 条 4 次 曲线 ， 它 不 在 任 
意 平面 中 ， 则 对 几乎 所 有 的 平面 HCP，( 即 对 偶 射影 空间 OU 中 
的 一 个 nne 开 子 集 )* 交 集 XO H 仅 由 4 个 不 同 点 组 成 , 且 它 们 中 
没有 三 个 点 共 线 。 

3.10 ”推广 论断 “不 是 每 条 制 线 绝 为 重 刘 线 " 如 下 : EX P^ hihi, E 
在 任意 P h, 又 cbe 二 0， 证 明 对 X 革 几乎 所 有 的 « 一 1 个 点 
了 asp- 它们 张 成 的 线 竹 空间 M 不 再 包含 X 中 其 他 点 ， 

an (e) AXA P 中 的 " Heat, B. 。>zr + 1。 证 明 存 在 点 0 和 
X 使 得 从 0 的 投射 诱导 了 xX 到 e 中 的 一 个 闭 温 没 . 

(b) EXE PU orbi Veronese dE UR P: 的 2 重 分 量 向 入 (第 -- 
章 , 习题 ?.13)， 证 明 * 的 每 条 刻 线 的 任意 点 均 在 无 限 条 蚀 线 上 ， 因 
此 的 割 线 得 为 4 维 ，、 于 是 此 时 存在 一 个 扫射 为 X 到 P KRR 
GEL 1 7.7). (Seserit? 的 一 个 定理 说 ，Yeronere 曲面 是 Pr 
中 唯一 的 曲面 可 以 经 投射 , 财 误 设 于 P'。 一 般 的 情形 会 得 到 有 限 个 


LE 


REEUTEM—E;A. 
342 724—565 FUSE HERIUE Or (a — 0 — D mr 
证 明 存在 一 条 a kel pia ERA " 个 结 点 而 无 其 他 奇 点 . 


4 # m du 


Med ee CET Ros 1 nd seems. EEI 
RIKAT, KARR, n Rad ue pn BTE a De 
了 系 。 本 节 将 简要 地 讨论 与 顶 贺 曲线 有 关 的 一 些 课题 ， 由 此 介绍 这 
一 理论 的 一 些 思想 。 首 先 我 们 定义 i 不 变 景 ， 用 它 将 精 贺 曲线 作 
同 构 分 类 。 其 次 讨论 糊 圆 曲线 上 的 群 结 构 ， 证 明 酉 圆 曲 线 是 它 自 
己 的 Jacobi $, 然后 我 们 不 加 证 明 地 叙述 复 椭 略 函 数论 的 主要 
结果 ,由 此 推出 C 上 椭圆 曲线 的 各 种 结果 。 接 下 来 我 们 定义 特征 
P REDRA Hasse 不 变量 ,最 后 考虑 Q 上 定义 的 椭 司 曲 
线 的 有 理 点 群 . 

为 简单 起 见 ， 我 们 略 去 基 域 特征 为 2 的 情形 。 本 节 的 多 数 结 
于 对 和 于 特征 为 2 的 基 域 也 是 对 的 ,但 是 证 明 需 要 一 些 特殊 的 考虑 ， 
可 见 Tact, REE Birch 与 Kuyk™ 中 Deligne 和 Tate 的 
“ARTA”. 


了 不 变量 


我 们 第 一 个 课题 是 定义 桶 圆 曲 线 的 ; 不 变量 ， 并 且 证 明 它 可 
将 椭圆 曲 线 作 同 构 分 类 ， 由 于 i 可 以 是 基 域 中 任意 元 素 ， 这 就 
证 明了 仿 射 直线 ARCA EIER EA CR. 

设 X 是 代数 闭 域 下 上 的 枯 圆 曲线 ， Poee X AA, BAXE 
线性 条 12P,| 。 由 于 除 子 22, 是 非特 殊 的 ,由 Riemann-Roch 定 
HTA dim|2P,] 一 1。 它 没有 基点 ,否则 X 就 会 是 有 理 曲 线 了 ， 
于 是 它 定义 了 一 个 2 次 态 射 f:X 一 也 ,通过 P' 中 坐标 变换 可 使 
CP) = eo, 


ELI 


现在 设 chark 2, 由 Hurwitz 定理 可 知 了 恰好 在 4 个 点 
处 分 歧 ,ifi P. 为 其 由 之 一 。 设 z— a,b,c 是 P' 中 除 %o 之 外 的 
其 余 3 个 分 歧 点 ， 则 P' 有 了 唯一 的 自 同 鬼 将 % 不 动 同时 将 a。 和 
分 别 变 到 0 和!， 这 个 自 同 构 即 是 r = (x — a)/G@ — a). 作用 
这 个 白 同 构 之 后 ,现在 可 假设 在 P' 中 的 分 歧 点 为 0,1, 1 和 5， 
其 中 leka S0, BEREBER 1。 我 们 定义 i= Q) 为 


je iy, 


这 是 曲线 对 的 了 不 变量 , 《加 进 系 数 2 ,尽管 看 起 来 多 余 ， 实 则 为 
使 在 特征 2 时 能 适用 ) 我 们 的 主要 结果 为 
定理 41 这 和 全 下 入 Aaa 则 


KX). 
Cc) k PETTERS CELA EMEA i i 不 变量 ， 


EN ~P + Q. 

证 明 线性 系 |P + Q] 的 维 数 是 1 并且 没有 基点 ， 从 而 定 
义 了 一 个 2 次 态 射 ff 对 一 下. 由 于 X#P' 可 知 这 个 态 射 是 可 分 
的 (2.5), 从 而 KCX) 是 KCP) 的 Galois 扩张 ， 设 “为 KOO 
在 KO) 上 的 2 阶 非 平凡 自 同 构 ， 则 < 交换 8 的 每 个 纤维 的 两 
个 点 。 从 而 oCP) 一 0， 并 且 对 每 个 Re X, Rr CR) 是 8 的 
一 个 纤维 ,从 而 R + a(R)€ |P + QI, Bl R + aR) — P + Q. 

系 43 对 的 自问 构 群 Aut(X) ETE. 

引 理 44 gfh X > PERN REA LIT 
和 re AutP', 使得 hea m refi, 
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XX 
DEED 
pP 
证 明 i$ PoP EX 分 别 是 FORI f Won, menm 
KITEE € AuX, t oP) 一 P, BAE, fh 和 f, 分 别 
WER D2PQ 和 12P:| 所 决定 .由 于 将 |2Pi| 变 成 12P:1， 
从 而 f, 和 pea 对 应 局 一 个 线性 系 , 即 它们 只 相差 P' h— +Ñ 
同 构 r《 第 二 章 , 7.3.1). 


Tes. ma Dn 


mu a 
1 1—1 1-1 1 

证 明 a Q b ED O f Nt BE E 8 x — (z — a)! 
(5 a), Ma OS. ab, 为 0,1,4 的 任意 淹 列 时 计算 《一 
ob — o), 

命题 46 gret RAM, chack se 2，PsE X 2 
ga. MiSUER XP. Eds 

ym (z — Dx — 4), 

其 中 1 %4 PETER FLER ^ Wk y ETE. L, 


TE ARER 13Pu| CBE P h xA 
(3.3.3), FERE "IG SR HARZ HOAaP)) 看 成 有 
如 下 包 含 关系 

k = HOO)E POCO) HG P) - 
由 Riemaun-Roch 定理 可 知 当 4 > 0 Bf 
dimH%@(nP,)) = a, 


43H. 


取 ze CQ POETS. Lux 为 此 空间 的 基 , 取 ?6 HCOCG P). 
使 bz*y 为 空间 H'GOCSPL)) 的 基 ， 则 
1 
HAT HCAP) HFR aE ERE 6, 从 而 它们 是 线性 
相关 的 ,并且 r£ 和 y 的 系数 均 不 为 0， 因 为 只 有 它们 在 P。 处 
石 6 阶 极点 。 于 是 将 * Fa y 改变 一 适当 常 因子 之 后 ， 总 可 使 它们 
系数 是 ], 即 存在 适当 ach, B4 
y tary + ay = r+ a,r' + a,r + a, 

现在 用 坐标 线性 变换 使 方程 化 为 所 需 形 式 。 首 先 将 左边 配方 

《这 里 使 用 了 chark 5e 2 这 一 事实 ), 即 7 改 成 


y-—yt i Car + a). 


新 的 方程 为 y 等 于 = 的 一 个 三 次 多 项 式 , 即 可 写成 
p m (z — aXz — b)(z e), a,ó,c € k, 
BEXE x 作 线性 变换 使 a,b 变 成 0,1, 则 方程 变 为 
y! = rlr 1)(z — 2). 


此 即 为 所 求 ， 

由 于 为 = 和 ?的 极点 ， 从 而 P. 映 成 曲线 上 唯一 的 无 穷 
远 点 (0,1,0)， 

如 果 从 P, 向 * 轴 投 射 , 则 给 出 一 个 2 次 有 限 态 射 , 它 将 P. B 
成 m ,并 且 在 0,1,1yao 4E yk. 从而; 与 早先 定义 的 一 致 


定理 (4.1) 的 证 明 


Ga) HERRAT XX， 我 们 取 两 个 基点 REX, f, 
户 : 民 下 已 是 相应 的 态 射 , 由 (4.4) 可 求 出 z€ AutX RI c € AutP'， 
使 得 foe 一 rof, HEETE KP) 一 Pi, 于 是 zx(co) — o, 
从 而 z 将 f, 的 分 歧 点 0,1, 以 某 种 次 序 映 成 疡 的 分 野 点 0,1， 
入 ， 于 是 由 (4,5) 可 知 和 只 相差 Z, 中 一 元 素 的 作用 ， 于 
是 只 需 再 证 对 每 个 a€ F, iQ) — a(4))， 由 于 2, 是 由 任意 


ELI 


两 个 2 阶 元 案 生 成 的 ,从 而 内 宕 证 明 
iQ) = KO Q) = £O — 2). 


而 这 由 直接 计算 即 知 是 对 的 。 从 而 了 只 依赖 于 X. 

(b) 设 X 和 X 是 对 应 于 4 和 1 的 两 条 本 网 井 线 ， 并 且 
JQ) 一 蕉 类)。 首 先 注意 了 是 1 的 6 DU PRLATE DI tej ix 
出 4 次 态 射 P' 一 P'， 而 且 这 是 Galois 覆 慨 ， 在 上 这 作用 下 其 
Galois 群 为 Zu TE J0) = i0) e1 和 ;相差 了 中 元 素 
的 作用 。 

根据 (4 6),X 和 X' 可 能 人 到 P 中 ,并 且 二 者 有 方程 y= 
z(z— IXe — 22 RI y = G — DG — à), dE T Um i RIB 
dE OX, 申 元 对 的 作用 ,通过 变量 * 的 线性 变换 可 合 2 ovy, A 
XX 和 X' AAF P 中 向 一 则 线 。 

C) 给 了 任意 je, EXT 1 的 多 项 式 方程 

rai tiy jQ — 12 0, 


求 出 4 值 必然 不 为 0 和 1、 于 是 方程 y — zz — (zr — 1) E 
XH P 中 一 个 3 次 非 异 曲 线 ,从 而 是 杭 阅 曲线 ,并 且 了 是 它 的 j 
^u. 

81461 《第 一 章 , 习题 6.2) 中 曲线 y! = 6 — x EERE 
不 为 2 的 域 上 均 是 非 异 的 。 1 一 一 1， 从 而 /一 2 + a — 1728. 

例 46.2 “Fermat 曲线 ”rs 二 y —z 在 任意 特征 不 为 3 的 
RA 于 均 是 非 异 的 ， 遂 过 坐标 变换 2 — r +z, FE z — —1/ 
3， 则 方程 变 为 


1 
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f (4.6) AERA PIE CRREER, M| 1 一 一 w RE 
一 ob Rh ami, TE iod 

EAT OR x Ë k LRANS, chak e 2, P.e X, G= 


PEL 


2, 和 如果 j 0, 1228, 
Ë j= 1728 而 chark * 3, 
R j == OTi chark & 3, 

12, fp 1 = C028) 而 chark = 3, 

证 明 Pm fX P 是 2 05, POP) 一 >, 
JER. f 1 0,1,1,0, HF a€G, mit f P' 的 
自问 构 z 使 得 foc = rof 并 且 r(00) — so, 特别 地 ，r 将 (0, 
1,21). 依 茶 种 次 序 映 成 {0,1,1}。 如果 c id, ML oid 或 者 
9 是 交换 的 丙 个 后 的 自 同 构 。 折 以 在 任何 情形 下 G 中 至 少 有 两 

如 果 r < id, Wir {0,1,1}， 从 而 4 等 于 《4.5 后 五 
个 表达 式 中 的 某 一 个 。 这 只 能 为 如 下 一 些 情形 : 

(0202-2 —1,1/2 或 者 ,而 chark & 3。 则 1 与 5- 轨道 中 
另 一 元 素 相 等 ,于 是 IGI 一 4， 这 时 j 一 1728. 

Q) 1 一 一 a 或 者 一 wo? 而 chaka 3. 则 4 与 3- 轨道 中 
另外 两 个 元 素 相 等 ,于 是 1C1 一 6， 这 时 j 一 0. 

(3) 如 其 chark = 3 而 1 一 一 1, 则 5:- 轨 道中 所 有 6 个 元 
素 均 相等 ,于 是 |G| 一 12, 而 这 时 ; 一 0 = 1728, 


HAA 


B XARAHR, PEX 是 一 个 固定 点 。 作为 Riemann- 
Roch 定理 (1.3.7) 的 推论 ,我 们 已 经 知道 映射 P — S (P 一 P.) 
给 出 X 的 点 集合 与 群 PieX I—— X Rz. tdt (E Xx REUE DOE 
Ë, Pa EUER mino: P + Q 一 R, 当 上 县 仅 当 作为 X 上 的 
RF, P+ 0 — R + Po。。 这 是 (X,Po) ERAN. 

AURHBERBER [PLEX REI P 中 , 则 象 中 三 点 P,0.R 
共 线 , 当 且 仅 当 了 + Q + R < 3p。 它 又 等 价 于 在 群 结构 中 P + 
Q+R=0 这 说 明 帕 媒人 后 的 雹 何 特 福 也 可 得 出 群 运算 法 则 . 
(第 二 章 ,6.10.2) 曾 经 用 雹 位 定义 群 的 运算 ,这 里 是 它 的 推广 。 

岗 在 我 们 证 明 在 (第 一 章 , 习题 3.213083 F x Pt, 


HELLE 


$H 48 3 ORO KADER CARA, WRA 
puX >X, P> —P RIRs xxx X. P.E P i Q 
rfc 488. 

证 明 先 将 (4.2) 用 于 P 一 4 =P, HRR. WA xK AR 
构 g 使 得 对 每 个 REX, REOR) ~ 2P。。 换 句 话 说 ,在 嫉 结 构 
中 a(R) =R, Mans ubt e. 

于 将 (4.2) 用 于 P 和 P。，， 则 有 XX 的 白 同 构 9 使 得 A + o(R) 
~P + P. BERR oR) = P — R. 于 是 aap(R) eP t R, 
Bust P, $É P fE ht SH. 

AuEIRXx EB P,Q, H 13Ps| 3X Hem P ip, 
Siue P aa Q p EA LAHE, Ics PL m T P i OB Ae. 
L5 x RZ 9 eus LEH bns 次 方程 ， 我 们 已 经 知道 了 两 
个 交点 ,从 而 第 交点 足 的 坐标 是 疡 和 吕 的 坐标 的 有 理 函 数 . 由 
于 在 群 由 R — 一 P 一 0, pth (P.Q) —P — Q 决定 
的 映射 《XX x X — A) ^ X 是 态 射 ， 将 它 与 P 人 台 成 , 即 知 对 于 X 
中 不 同 点 对 ,# 是 态 射 。 

为 证 在 《PP》 处 由 是 态 遇 ,我们 任 取 一 点 8 >< 0， 先 将 
《P,P》 的 第 二 变量 平移 DO， 然后 将 4 用 于 《P,P + 9)， 最 后 
再 平移 一 0， 由 于 平移 均 是 态 射 ,从 而 在 《P,P》 处 也 是 态 射 . 

例 4.8.1 反复 用 p 可知 对 每 个 整数 s, "R a” FA nx: 
X—X 是 态 射 。 以 后 可 知 对 每 个 ns 0,n, 是 e RAREN, 
它 的 核 在 《n,p) 一 1 (p= chark) 时 同 构 于 Zjn X Z/n, 而 在 
s = PRRI Hase RRIPA S Kern 同 构 于 2Zip 或 
者 0。 见 (4.10),(4.17》 习题 4.6,4.7 80 4.15, 

807482. 设 P 为 X 作 为 群 的 2 阶 点 , 则 2P ~ 2P,, 从 而 P 是 
由 |2P REREH [XP 的 分 歧 点 。 这 表明 在 任何 情形 
下 ，X 只 有 有 限 多 个 2 BD. dni chark 关 2， 则 怡 有 4 个 2 阶 
A. 于 是 2x 永远 是 有 限 态 射 ， 并 且 当 chack 8e 2 时 ，Ker2x = 
Z/2xZ)2, 

@ 483 设 P 是 X 上 3 阶 点 ， 则 3P。~ 3P， 从 而 P 是 由 


DECIR 


BP Boe SR. X — P! 的 拐点 ， 如 果 chark 5€ 2,3, 由 习题 
2.3 8 x LTT O 个 拐点 ,于 是 34 的 次 数 为 9 JER Ker3x = Z! 
iz. 5 A UF-TIDCHILGEG.: dns P I Q 
Rx iai fo: AO PQ fix xf a ifs R. 

REHF R-—P-—0, Mr R tb, B: 3 A. 

3I 48 设 《多 ,Po) dü OUPO RSE GE, 
f:X — X. gi. TH (CP. = P., Wege 

证 明 nie x E P +Q 一 R, WE 52 P + Q — R+ 
P. 从 站 日 习题 2.6 可 知 fCPD + £00) — FCR) + FCO 但 是 
ICPa) 一 Pas MIRER X 由 PCP) + f(Q) = FCR). 

X 若 b. BOB SQ (X, P) 到 自身 的 两 个 态 射 ,并 且 
FCP =l Pe) 一 Po， 我 人 3 时 了 十 8 是 f X z:X x X— X 

与 # 的 合成 , 即 (f 十 8)(P) m fP) + (P). XSEXÉ - 628 

fog., MÚ Ecd(X , P) C FX o XIIP) = Pa} 形成 环 , 叫 
AK OG P) 的 自 同 态 环 。 它 的 零 元 素 0 ied" x SUR P. 的 
AHMALA L “EH SB MAER e 是 一 !. 由 (4.9) FEES, 
可 推出 分 配 律 《8 十 倍 一 上 8 十 让 四 
ER chark 兰 2, RUA} Z — End( X, Pa), n 
特别 对 每 个 a Oum Aero 

证 明 ”我 们 对 z 2 1 妥 纳 证 明 nx 0, ABEZE, 68) 
即 知 ax 是 有 限 态 射 ，= 一 1 的 情形 显然 ,由 (4.8.2) 可 知 # 一 2 时 
也 成 立 。 下 设 # > 2。 如 果 nd on 一 2r + 1. 假如 zx 一 
9, M (25). = p。 但 是 2 的 次 数 为 而 《27)x = 2x- rx 是 次 数 
24 的 有 限 态 射 (对 > 用 归纳 假设 而 由 (4.8.2) 知 2x 的 次 数 为 4)， 
从 而 导出 矛盾 . 

EnA, on 一 27， 由 扫 纳 假设 即 知 nr= 2: < rx 是 有 
RE 

注 4.10.1 AAEM R = End(X,P,) 是 权 圆 曲线 的 重要 不 
变量 ,但 是 它 不 容易 计算 . 己 前 我 们 只 能 告诉 大 家 ,只 的 单位 群 R* 
是 (4.7)rh 研 究 的 群 G 一 Au(X, P. ERI P = 0 或 者 1728， 
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则 R* LECE HEX M I R PERS Z X. 


Jacobi X 


dique ERTE RE CRORE, 现在 我 们 给 出 这 一 事实 
的 另 一 种 戌 许 更 日 然 的 证 肯 。 早 先 的 证 阴 使 用 了 在 P 中 嵌入 的 
几 售 是 质 ,现在 则 证 明 群 Pox 具有 代数 作 结 构 ， 并 且 这 个 结构 
FEHR URF PujX 本 身 就 是 群 泽 。 这 种 方法 对 于 任意 亏 格 
ff en Ee. TORMA! Jacobi fE, KAREE 0 次 除 
JqGdEDig$$. 

jJRX EA FB. HTA EERE T. EPAX X T) 
为 Pie(X X T) BO EE, E IU BIET IEEE X. e T, 20 
0 次 的 可 逆 民 构成 ， 放 p:X X T — T HAE TREER A 
FT bS WERE N.p*N € Pi'(X x 了 )， 因 为 事实 上 它 在 每 个 
EFE k a PILH SEL PICCXIT) = PiCQX x TJ p*PicT ,其 
由 每 个 元 素 看 作 是 “出 了 参数 化 的 大 上 0 次 可 道 层 这 是 由 于 : 
若 了 在 直上 是 有 限 型 钓 整 概 形 ,并 且 L, € Pie(X x T), 则 对 
BNET, Æ X, ELSK, SHU LOK e p*PicT 
《第 三 童 ,习题 12.4), 

定义 ” 设 闵 为 上 (任意 亏 格 ) 的 曲线 ， X 的 Jacob ERR 
上 一 个 有 限 型 三 型 J 与 一 个 元 素 S EPX), M BW An 
FEZA:  XPTÁÀ BTEESHTRAUBUSUTOMESYXO K ¿£ PicX X/ 
了 7， 均 存在 唯一 的 态 射 有: 了 一 4， 使 得 在 POAT) h f£ 
mM. (Wm PX x T = X x4 AGANE fr: Pie(X/D— 
PJT).) 

Æ 410.2 (6 ia] ROP IB eX SEXE J EKAT 
T — Pic(X/T. 

7E A10.3. 由 于 7 是 用 泛 性 质 定义 的 ， 所 以 它 差 存在 则 必 唯 
一 。 下 面 我 们 要 证 明 当 x 是 椭 避 出 线 的 时 候 ，J 存在 并 且 事 实 
上 可取 了 一 X. HPG I R, Jacobi 繁 的 存在 性 问题 
可 困 难得 多 。 可 见 Chow [3], Mumford[2] 成 考 Grothendieck 
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注 410.4 假设 了 存在 , 则 它 的 闵 点 一 一 对 应 于 群 PicX 中 
JUR. EEL AUSA nr mA SET TRI Speck 1 是 
一 回 事 , 而 由 证 性 质 ， 这 又 相当 于 PICCX/A) 一 Pi X 中 一 个 元 
R 

EN EFU x t x jS — T HUM S HS IERSIERE S 上 的 一 个 
TE RE EA eS 一 区 《这 是 么 元 素 ),3 LEH o: 
XX ORMS EEN uX x 区 一 和 (这 是 群 运算 ), 使 得 

(1) 合成 alid x 0); X ^n X 等 于 投射 X- 3 然后 再 复合 
LE] 

(2) EA eC a X id) 和 polid X y X X Xx X X dB 
F. 

Æ 410.5 PARERA PE S BR 9 er CRT EL OH 
3.21), REE, # 3 一 Speck, fü XE & EsE,H e 为 点 9， 则 可 
UE X (JA EPEHORIO) 而 (1) 是 说 P 是 将 每 点 变 成 它 
的 北 元 来 , 沾 (2) 是 说 冬运 算 满 是 结 合 律 。 

注 410.6 曲线 XX 的 Jacobi WI AER ERRAL IR 
为 由 了 的 泛 人 性 质 ,通过 取 O € PICCX/A) 定义 出 e:Spec — J. 38 
日 取 S !€ Pic(X/J) 定义 出 o: J. 最 后 册 取 pte pt 
€ PiÓ(X/J X J) 定义 出 a X JJ. 由 了 的 共性 质 可 直接 验 
EFE CUIR ir. 

E4407 KTERE J TE O 处 的 Zariski 切 空间 。 
给 出 这 个 Zariski 切 空间 中 一 个 元 素 相当 于 给 出 一 个 态 射 了 一 
Speck[el/e' 一 ü Speck 0 (第 二 章 ， 习 题 28)。 根据 了 
的 定义 ,这 又 等 价 于 给 出 % € PiCCX, T), fef ade Pi XI) 
的 限制 为 0， 但 是 由 (第 三 草 , 习 题 4.6) 知 道 有 正 合 序 列 HX, 
Or) 一 PicX[e] — PicX 一 0， 其 中 Xle] BH X, x Speck[e]/e:。 
所 以 了 在 0 处 的 Zariski 切 空 间 就 是 HOX ,O,Ó). 

注 410.8 J 在 K 上 是 本 征 的 .我 们 利用 (第 二 章 ，4.7) 中 关 
TRE SORA sg E MREGA, 习题 L0; ER E: 
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E kA P RI H.) B IN ADU K, Ut SoecK 一 了 可 
叭 -地 扩充 成 态 射 SpecR 一 J, Maiki, Iul) EET. Xx 
SpecK 上 的 可 逆 层 2v 均 可 唯一 地 扩充 成 X x Speck 上 的 可 
Ele fH X x SpecR 是 正则 概 型 ,这 沿 由 (第 二 章 ,6.5) 得 已 《 注 
Ë: X X SpecR 在 SpecR 上 的 闭 纤维 作为 XX X SpecR 上 的 除 子 
线性 等 价 于 0). 

注 410.9 如 果 固 定 一 个 基点 PLEX, WERT n2 l, 3 
存在 由 "(Pao Pom (P, + oso + P.—nP.)” 定义 的 态 
H pa X" 一 了 《这 意味 着 要 造 出 X x X* 上 适当 的 层 来 定义 
Ppa) EXSI g, Us m ghi 和。 为 满 对 ,因为 由 Riemann- 
Roch 定 埋 ,次 数 > g 的 每 个 除 子 类 均 包 侣 有 效 除 子 ，9。 在 了 中 
一 点 .上 的 纤维 是 使 除 子 Pi 十 .… 十 P, 形成 一 个 完全 线性 系 的 
RE n- 排 列 《P,,"…4,P.》 组成， 

如 果 4 一， 则 对 于 多 数 选 择 的 Piette P DA Pt 
Deck P) = 1， 因为 由 Riemann-Roch 定理 ， 

KP, T+-. tP) tigt KP 1 — PO. 
但 是 K) 一 8. 取 P, 不 为 KK 的 基点 , 则 (K — P) = #— LA 
后 每 步 均 取 P, 不 是 K— P 一 -… Pi 的 基点 ， 则 KK 一 
PP 一 一) 一 0， 二 是 ，p， 的 多 数 纤维 都 只 是 一 点 ， 愉 而 
了 是 不 可 约 的 并 且 dimy = g, — uñ, rR C107) p 81 J Te 0 处 
的 Zariski 切 空间 是 H'OX,O.). MARERE g, MII E 
点 4 处 非 奇异 ， 由 于 7 是 群 概 形 ,从 而 了 为 齐 性 空间 , 即 了 处 处 非 
AN. TEE J OdbEDRÉ. 


芽 取 X xy 上 S 为 (AGC P). KB ARX x X 的 
HAEG. HI ILE) 为 X 的 Jacobi ig, MAN, J 上 由 此 得 出 的 
(4.10.6) SPEEL QUP) 上 群 结构 相同 ， 


阴 ; ETER EES- T HEUS BUm Z € PicCX/T),Wiza 
唯一 的 态 射 大 了 一 了 GU (“s m4. 
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4 pX X T—T AUZA H, q;X X T — X 是 
3UR—5 mn. EL o — 2 Get] (P). WI BU Was 
Hb —65649. 从 而 对 每 个 用 点 T, € X. = X 上 均 可 对 
4X; 用 Riemann-Roch PE, ATRE 

dimH*(X 477) — 1, dimH'(X,271) = 0. 

扫 于 靖 是 射影 态 射 ,而 5 在 了 上 是 平坦 的 ,从 而 可 利用 上 
癌 调理 沦 部 落 变 禾 定 理 ( 第 三 章 ,12.11)。 先 看 R'e EF 
沉着 纤维 的 上 同 沁 是 6, 从 而 (第 三 DERIT p) BRE 
注射 ,从 而 为 同 构 ， 于 是 R'a) EA FERME ERUED ER 
和 主 的 ,从 而 由 定理 (第 三 章 ，12.11) 的 〈b) TA pt) 也 是 满 射 。 
于 是 它 也 是 同 构 。 由 于 eO) 永远 是 满 射 , 从 而 ps2') 是 局 
部 白 出 的 并 且 秩 为 上， 
现存 将 U M PINXIT) 中 的 AY Op pY", 从 而 
可 设 pal) 2: Or EG 1 Er, Or) AERE € TOXXT, 
y, Mile Rog SUB 一 个 有 效 Carter 除 子 ZC X X T. EH 
作 方 式 可 知 , Z 与 靖 的 每 个 纤 给 均 恰 好 交 于 一 点 ,并 且 容 易 看 出 限 
ATHER pZ 一 了 是 同 构 。 从 而 给 出 一 个 截 影 s:T 一 ZS 
无 X 了 。 将 它 与 4 合成 就 每 到 所 需 的 态 射 三 了 一 X 

事实 上 ,由 于 Z 是 f 的 图 , ,从 而 2 一 1*+4， 其 中 4 为 XX 
的 对 角 和 集合， 从 而 粗 应 的 可 逆 屋 问 对 应 于 dec = f a). 
以 一 P。 作 扭 变 即 得 出 所 求 的 2 = Ps. 基于 同样 理由 可 知 
上 是 唯一 的 。 


椭 贺 函数 


不 进 复 谢 节 函数 论 ， 讨 论 固 图 曲线 是 困难 的 。 复 分 析 中 的 这 
个 古典 课题 给 出 C 上 椭圆 曲线 理 沦 一 些 深 入 了 解 ， 而 它们 是 不 
能 用 簿 代数 技巧 得 到 的 。 所 以 我 们 现在 不 加 证 明 地 息 述 复 簿 圆 函 
数论 中 一 些 定义 和 结果 《在 这 些 论述 的 编 号 中 加 上 字母 8 来 表 
示 )， 并 给 出 在 煌 加 曲线 上 的 某 些 应 用 。 证 明 可 见 Hurwitz-Cou- 
sant B”, 
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国定 -个 复数 z € R. A EREGEEGURS {n+ mr|n,m € 
Z) (B 15). 


— 
小 7 


Bis C 中 格 和 它 的 一 个 所 期 四 边 形 
定义 《对 于 格 和 4 的 ) 椭 圆 函 数 是 复 变 盆 了 的 一 个 半 纯 函数 
1G), HEHEA atA, f + a) 一 1(z).《 有 时 这 种 f BÚ fE 
AURIS B 11 NIN V M z.) 
aW sau aq — EID, 例如 以 
,riz 十 | 为 项 点 的 平行 四 边 形 ,( 图 15) 中 的 本 值 听 完 全 决定 . 
“ ` 个 例 于 是 如 下 定义 的 Weierstrass P 函数 
" 
wo-i-X(— su 
其 中 太一 A 一 (0), 可 以 证 有 明 (Hurwitz-Courzant[1,11,1,561) 
这 个 级 数 对 所 有 z 对 人 为 收 北 ,以 而 定义 出 一 个 半 纯 函数 , A 中 每 
个 点 均 是 它 的 二 阶 极点 ,并 且 VO) 是 椭 基 函数 , 它 的 微 商 
wo) 23. 


ia G au 


TE — 4888. 
RAAKT, m R, PEI E j ah pA 
Wk, ATARA A ROS S MARE k — 1-1 
定理 4.12B e S ASI Weiestrass S ER 
uiurewu € Liat 
[C > 4 一 Pa 
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其 中 
m = 60 D ag = 140 51 o, 
证 明  Hurwitz-Couranc( 1, 1,1,58,9]. 

于 是 ,如 果 定 义 陕 射 f:C — Pe 在 仿 射 坐标 下 为 2 — OG, 
TG) WIRES] ec fH, MATE RR AR X Zh, X Reg EE 
Pi gr 
所 定义 的 。 囊 夹 上 ,下 诱导 出 一 一 对 应 C/A — X (I. Hurwitz- 
Couraat[ tl1,5 ,$1])， 而 多 是 非 异 的 ， 从 而 是 炳 圆 曲 线 。 让 这 个 
BaT, MARAR E THA ARK. ATSA 

函数 ,我 们 二 T Zaila), Xt a € C/A, 

定理 413B T4 oC ava 《C/A 和 9 TE 
ones 则 在 在 基于 为 Eala) DIC GM 
Zap = 0, HHE C/A 中 Eaa — 0. 

证 明 "Hurwitz-Coursot(1 ,U,1, $5 , L4], 

特别 地 ,这 表明 a + a, = b(modAD, ABL CUTE BR 
RYE EOD a 和 a) MERAH 6 和 0。 HT ik ERR LXX E 
a FUERO X EIERT pla) + ela) ~ eO) + 90D. 
令 png, GX Y Si EB Aap n) B X DURS cd 
P 的 联结 构 , 则 对 于 XX 的 这 个 脱 结 构 有 pla) + pla) = pl). 
换 钉 话说 ,FP 是 加 法 群 C/A 与 群 X 的 同 构 。 

定理 4.14B 给 了 ¿a.s €C, E A — g — gie 0, E 
在 reC 一 R， 使 得 对 于 个 ， 

A — CL,r), 中 一 40 om 一 140 >) oa 


"T "m 


证 明 Herwitz-Courant(1,11,4, $4]. 

REH C 上 每 个 曲线 均 可 由 前 面 通过 格 A DARE. ESSE, 
若 X 是 任 一 酉 圆 赂 线 ,我 们 可 将 所 RA P' 中 并 且 有 方程 六 一 zz 
一 DGz — D, 13e ,4646)。 由 对 * 作 线性 变换 ,使 此 方程 有 形 
式 风 一 4 一 8 一 有 其 中 而 一 (413) (一 1 十 Di 有 一 


ETE 


CM + HQP —5i2). Fæ A — iQ — 1: #0( 四 
pi30,D). 分 一 种 过 法 是 : C EWEBIAE EHE Le 
BE AME Ein C/A 的 环 而 (对 某 个 格 A). 

现在 定义 IG) = gi/A.。 则 让 去 定义 的 大 的 ;变量 为 j= 
1728 - J€). JAM JCr) 可 将 C 工 顶 贺 曲线 作 同 构 分 类 ， 
abed E Z,ad— bem l E 
一 (er 十 人 /cr 十 四， 


并 且 当 Rer<0 Bieb i; divi Rer >o 时 ，lrl > L 
证 明 Hurwitz-CovrantL t ,1,4, $3]. 


证 明 RAIEEAURIEXIHAT CIA, ff 8 XELATT R/ 
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Z x R/Z. 全 部 # 阶 点 可 表示 成 (alm) + (f me 0 a bn 
一 i。 坐标 不 是 1，r 的 有 理 组 合 的 点 其 阶 为 无 穷 。 

证 明 由 于 nz 是 可 分 的 并 且 是 群 同 态 , 从 而 degay = kern 
frm. 

设 夭 是 由 周期 为 br RAA AEN, MERNI 
研究 XX 的 自问 坊 环 只 一 End(X, Pa). 

命题 418 HDI e R 与 复数 a eC, 使 。* A444 之 闻 存 
必 ， 并 且 这 个 对 应 给 出 环 的 单 同 态 R — C. 

A 给 了 f6eR， 由 (49) 可 知 f:X— X ERAS. MT 
将 XX 等 同 于 Cif A 之 后 便 给 出 群 同 态 PC — C 使 得 KA CA. 
Hu, ET f Rx, Kee J.C > C 是 全 纯 的 。 在 
0 的 某 个 邻 域 将 让 展 成 震级 数 ,由 于 对 所 有 nae 均 应 满足 K(x + 
w=} la) + i), WX F KRE RIEDER a". 

反之 ,给 了 a ECHE a + AGA WR o 诱导 出 群 同 态 1:C/ 
4 一 Ci4， 从 而 诱导 出 多 的 自 同 态 。 但 是 ! 也 是 全 纯 的 ,因此 f: 
X— X 事实 上 是 态 射 《由 GAGA = Sene, MRB, 习题 
6.6), 

在 上 述 对 应 之 下 ，RR 的 环 运 算 显 然 对 鼎 于 复数 的 加 法 和 乘 


ik. 
注 4.18.1 特别 地 , 态 射 ware 只 对 应 于 C WELL s. 这 就 
对 C 上 棋 贺 曲线 的 情形 给 出 (4.107) 的 另 一 证 明 ， 
EX AXE C 上 横 圆 曲线 。 如 果 自 同 态 环 只 大 于 ES 
于 有 复 乘法 .〈4.187 可 解释 这 个 术语 的 含义 。 
定理 4.19 如 果 关 有 揽 乘法 , 则 存在 462,4 0， 使 得 re 


POTR Rin Ë = 一 “十 br, Q, MIFARE 
$E 
R = [a+ brla,b € Z,25r ,b(r + dey e Z). 
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证 明 AT r, 我们 可 决定 R — {aeCla. ASA). a+ A 
CA 的 充 要 条 人 忻 是 存在 a,b,c, € Z, (iS 
ama tbr, 
ar =c + er. 
aF acR, lll a €Z, 从 而 ROR = Z. 55—7ii, tn X # E 
Rik BMA a £ R, ZHI b > 0, 
由 上 面 方程 组 消去 a, 8 
br t (a — Or — e = 0, 
从 而 工 属于 二 次 数 域 。 由 于 c£ R, DEVER- REA, B r é 


QQ/—42),4 62,42 0, 
由 上 面 方程 组 消去 +r， 得 到 
a! — (a — e)a + (ae — bc) = 0, 
Miiat Z EX PERQ) 的 整数 环 的 子 环 。 
BZ, r= r mdr, € Q, W| R= (a=a + Pela, 
b€Z,av € A). 由 于 ar = ar + bc, 从 而 órte A. 但 是 
sie r dg dr —d m —G' + dg) + 2rr. 
于 是 bren 必定 有 2br eZ, 并且 br 十 dr)eZ。 这 是 些 充 
分 必要 条 件 ， 故 给 出 中 的 表达 式 。 特 别 地 R>Z, HOCH 
ik. 
gum 000 000 00 PETRUS 
证 明 ”因为 记 有 二 次 数 域 的 元 素 只 有 可 数 个 。 
例 4201 如 果 r= i, NR = Z(i] (Gauss 整数 环 ). 这 时 ， 
Rf ERE R* 一 (+1,+i), Mili R*==Z/4, jx ER x Bg l Fl 
构 群 是 四 阶 群 。 由 (4.7) 可 知 /一 1728。 从 而 我 们 由 r 一 绕 了 
一 个 大 轿子 得 到 JO ~ 1， 下面 是 男 一 种 方法 : HT 4 一 之 对 
Zi, RAER: TRE. 因此， 
0 la t= 140 Dito mm gs 


Aa MZ 
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从 而 一 4， 由 此 即 知 Jr) — 1. X 的 方程 种 写成 fer- 
ELS 

18/4202 ME r= o, «-—1, RM R—Ztol, XE 
Q(/—3) RRR. iHi R* — (El, to, +el=Z/6, 又 
出 (4.7) 可 知 je 0. 由 (4.20.1) 扒 出 zg = 0 也 可 直接 证 明 j= 
9. X ARTER y — 6 — B. 

f 4.203 iif c — 2, W| R = Ziz], 这 时 RR 是 二 次 域 
QG) met 6 FECTSR EST 2 PR 4.21). 

34204 RAHM v OE HIE S EE. ri 
之 间 的 联系 不 是 客 易 计算 的 。 因 此 ， 如 果 给 了 一 个 曲线 在 P' 中 
的 方程 或 者 给 了 它 的 ;不 变量 ,不 容易 判别 此 曲线 是 否 有 复 乘 法 。 
见习 题 4.5 和 习题 4 12. 有 许多 文献 论 及 复 贸 法 与 类 城 论 的 关系 ， 
例如 见 Deuring? 或 考 Cassels 和 Frühlich[l, £ XI 章 ] 中 的 
Serre. 文章 ， 以 下 是 这 方 而 的 一 些 基本 结 杂 : VEHI AX AR 
SË, R = End X Pa), K = QTA) 为 R 的 商城 (4.19)， 
iXX ;不 变量 ， 则 

GQ) j ACC. 

(2) BR KG). P KI] ha = #PicR 次 Abel $° 2k. 

G) je Z, SLOH k=l, FARRA 13 4 j RT. Z. 


Haee 不 变量 

设 克 为 特征 P > 0 RA, X 25 k EIS PHAR F e X x 
的 一 个 重要 不 变量 : 没 F;X — X 是 Frobenius 态 射 (2.4.1), 则 
下 诱导 出 上 同调 群 的 映射 

B''(G84) > H'OCOS). 

BR ERPE EEE p RER, HITED 16k EHK, 
£y) ,F*Qa) — F * (a). BF XEMA, H'(X,0:) 是 一 
Maaza. KEF k Gn edA. MME F* 或 者 为 零 映射 或 
者 为 一 一 对 应 ， 

定义 dnd F* = 0, 称 X 的 Hasse 不 变 生 为 0, 或 者 X 称 
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命题 4.21 i: 
f. y, 2) m 0 给 出 
Ru fe t Gyr 3 

证 明 X 的 理想 层 同 构 于 pl 一 3)， 从 而 有 正 令 序 列 

0 — R3) — p — Oy — 0, 
将 它 取 上 同调 群 ， 即 由 于 HOr) 一 00; 一 1,2)， 从 而 得 出 
HOC OS Oel 7 3)). 
/有 (第 三 章 ,5.1) 述 知道 H'(Oe(—3)). HA Cxyz) Ae RER 
一 维和 高 量 空间 。 

利用 这 个 杠 入 现在 台 计 算 Frobenius 作用 . 设 F. 是 巴 上 
的 Frobenius ÆRU Fr, 一 Cxr， 其 中 X^ 是 由 1 一 0 定 
xr P: aS NOD. 5). X & X^ 的 闭 子 概 形 ,从 而 有 交换 
R # 


构 


可 


0 — @s(—3p) — Op — Oy? — 0 
l: 
Ü — £&( —3) 一 Ce — x — 0 
Mf 3c zd 5 
HO E) HP! Ge(—3)) 
Fr jet 
F* 人 
in 
HOC Of) X HOP OPp(—3)) 
dir F E XQ Frobenius x55, 现在 Fh((zyz) D = (eyz), 
HEE P3) 中 的 像 是 (yn). m— nm, 
HQORC—3)) HO (va), HART ny 或 z 有 非 负 指数 
的 单项 式 只 有 0。 于 是 上 面 像 元 霉 恰好 是 《zyz) 7 RA Guys 
在 f^? pR., MANXAS Hasse 不 变量 由 此 系数 是 否 为 0 而 
GE. 


CECEK 


3 4.22 Wiz p2, X ue y = z(z 一 (z — 2), 
130,1 stt EIER AR, nes Hasse TERAH 0,4 BOR 


tiky 


LOL Je, t= — 0f. 


证 明 £JC421)B 09] E, mh f — yr z(z— a 
—Às). 2jt I" 由 《zyz)77 的 系数 ， 需 要 Qut 和 (x(z— 
z)(r — Ax)XM. il ((z— z)Xz — 1z))t 中 需要 ast KARA 
MER (x 一 at 中 zz 的 系数 和 (r tzt dort s 的 系 
B. abw, Ph Caye) 的 系数 为 


c(^ THS e-a, 
4 92: 


na 
这 是 因为 (一 D t (^, ree p. 
RAD HTGST»i 上 只 有 有 限 多 munaqa yk 


证 明 ZER A.G) 对 10008 RE k= (p— 1)， 从 而 至 


多 有 有 个 不 同 的 根 . 特 型 地 ,只 有 有 了 眼 多 相应 的 值 . hT ei 
是 6 个 对 应 1 个 ,但 是 除了 两 个 例外 。 因 此 至 多 有 RE 十 2 个 可 
能 的 j 值 , 即 j 值 至 多 有 [p/121 十 2 个 。 ' 

Æ RRE, Igusa'® 证 明了 AG) ORERETAN. rH 
此 可 计算 Hasse 不 变量 为 0 的 了 的 确切 个 数 : i 一 0<>p 三 2 
(mod 3) (3188 4.14); 了 一 1728 <> p = 3(mod4) (4.23.5); 而 
i < 0 和 1728 的 个 数 恰 好 为 [P/12]， 对 于 小 素数 p, Deuring™ 
或 Birch 和 Kuyk [1,38 61A 0H i AR. 

$4231 i$ p—3, M G) 一 1 十 1。 解 为 1 一 一 1， 它 
对 应 ;一 0 一 1728。 

814232 设 p—5, Aü)-— r++ =h 
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(mad 5), 在 F, 的 二 次 扩 域 中 有 根 一 。， — a, 其 中 ah = 1, 
于 是 了 一 0. 
例 4.23.3 没 p=7, Ml 


Q) = 1: + 92: + 91 + 1, 


报 为 一 1,2,4, 对 应 j= 1728, 

注 4.23.4 dp “固定 曲线 而 变化 "， 则 产生 一 个 非常 有 兴 
趣 的 问题 。 为 此 , XE P 中 由 方程 Guys) 一 0 定义 的 三 
KAL, FGey,z) é Z(z,y,z1, HEZEA C 上 曲线 是 非 异 
的 。 于 是 对 几乎 所 有 系数 p， 将 f 的 系数 模 P 得 到 的 曲线 X S 
Pk, 在 《np 一 人 。 上 是 非 异 的 。 于 是 可 考虑 集 台 

B= {素数 PIX É ka 上 非 异 并 EE Hasse 不 变量 为 0]。 

关于 这 个 集合 我 们 能 说 些 什么 ? PRE: 如果 六 作为 C 上 


曲线 有 复 乘法 , 则 8 的 密度 是 让 《证 明 从 陷 3， 这 里 一 个 素数 集 


合 8 的 密度 定义 为 
lim (pe @|p <H RR plp < zY, 
事实 上 ,如 果 Xp PAF, MÜ Xp 的 Hasse 不 变量 为 0， 当 且 
仅 当 记分 歧 或 者 在 包含 X 的 复习 法 环 的 虚 二 次 域 中 户 仍 为 素 的 
(Deuring?D, qp XE ETE, TU m 的 密度 为 0， 但 是 即使 对 
每 条 单个 的 并 加 曲线 我 们 也 不 知道 8 是 有 限 集 合 还 是 无 限 集合 . 
然而 ， 关 量 数据 支持 Lang 和 Tratrer"m 的 猜想 : 8 应 当 是 无 限 
集合 ,更 确切 地 ,存在 某 个 常数 e > 0 使 得 当 上 一 oo 时 ， 
3Eplpe Sp) me V z log z, 
£04.35 i XXX y = 2 — x Wf j — 1728,rH(4.20.1) 
可 知 不 有 复 乘法 i RUPEE AUR. p.Xo) 是非 异 的 ,并 且 可 用 
《4.21) 中 判别 法 计算 它 的 Hase 不 变量 令 k= Q, 我 
HER (G 一 1)+ 中 zt 了 所 系 儿 。 当 外 为 奇数 时 它 是 0， 而 当 名 


AEG, k — 2m, wuexc oT)» 0， 从 而 
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p = d(mod 4) = Hasse 不 变量 为 1 

p= (mad 4) > Hasse dz EX 0, 
于 是 9 — (CE plp = 3(mod 4)}。 根据 算术 级 数 中 素数 的 
Dirichler SEE sJ l, Serre (14,28. VI 章 ,$4]), 此 素数 集合 的 密 
BE 112, 特 基地 ,这 栏 的 夫 数 有 无 限 多 个 ， 注 意 p= 3(mod 4), 
HARAP 在 高 斯 整数 环 Z[i] di T E: 3809. 

例 4.23.6 漫天 是 曲线 天 一 xzr 一 Dr 十 2), 则 2 一 一 2， 
j—01043?.T, TE p> 2,8 RE Xp PERH. BIE (422) 
和 判别 法 用 计算 器 可 以 验证 对 于 p 志 73 RA p = 23 时 
Hasse KERHO RERI B MERD) mx HET 
复 蒋 法 ， 世 是 这 些 均 设 能 正明 。 更 进一步 的 计算 可 见 Lang 和 


Trotrert, 


[TENTI LES 

XERENA LERENR, P. 是 一 个 固定 点 ,由 线性 
AOGMIEXIREL PE 中 。 假设 天 可 由 方程 f(x,y,x) 一 0 E 
XS dH Gy.) 的 天 数 属 于 更 小 的 志和 人 Sk， 而 点 P, 的 坐标 
也 属于 ko HERNE (XP) 定义 在 bb. Zet, hx EB 
EBE JLI sI, XTDAMAERT 如 的 全 部 点 组 成 的 集合 
XQ) 是 大 的 全 体 点 组 成 之 群 的 子 鸣 ， 一 个 有 起 的 算术 问题 是 次 
定 这 个 子 群 的 特性 。 

特别 令 L= Cal 一 Q. 由 于 x,y,z 是 P: 中 齐 次 坐标 ,我 
们 可 设 方程 Kee) — t 有 整 系数 ,而 我 们 要 寻求 整数 解 =,y， 
z。 从 而 这 是 三 个 变 基 的 三 次 不 定 方程 问题. 

Mordell 一 个 定理 是 说 ，XCQ)》 是 有 限 生成 Ahel BE. RT 
不 给 出 这 个 定 归 的 证 明 , 伍 是 给 出 一 些 例 隆 ，Cassels 和 “Tate 
是 这 方面 的 随 往 很 好 的 综述 文章 

例 4.23.7 Ferma 曲线 e = z 定义 在 QQ E. 由于 
指数 为 了 的 Ferner HRT M KCO 只 有 3 个 点 (1, 一 1， 
0), (,9,D, (0,1,1), CRUE XAS, BERERA 
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AM XCQ) AAF Z/3. 

814238 网线 六 十 7 一 + 一 + 定义 于 Q E RARR 
样 , 肥 Pi (0,1,0) 为 群 的 零 元 者, 根据 Tace, XCQ) 1E B Bi 
射 举 款 为 (0,0) 的 点 已 生成 的 无 中 循环 群 .图 17 绘 出 这 条 曲线 ,其 
中 者 各 种 整数 aap ETIR n 


图 17 he v'+ y — #' - z EE E A 


3 m 
aad Ex ERE, cherta? 为 对 上 一 点 。R 为 分 次 环 
R = Hx estar, 
求证 对 适当 选取 的 ory 有 分 次 环 同 构 
REAL y] — s — a — às 
其 中 Doz] 的 分 次 是 取 degr = 1, degr = 25degy = 3, 
4.2 ÉE DEL x ERESI 的 除 子 ,如 果 X 由 完全 线性 系 101 EA 
P* 中 ,求证 X 在 P" 中 的 像 是 射影 区 正规 的 。 
注 记 ” 责 一 般 地 ,如 果 辣 是 亏 格 为 4 的 一 条 星 线 上 次 数 闻 24 + 上 的 除 
子 , 则 由 1D1 听 维 出 的 的 嵌入 是 射影 式 正大 的 。 见 Mumtard 
(65 % 55 ñi], 
4.3” 设 关 回 曲线 x 在 P 中 的 谋 入 有 方程 tm e — 1X 一 4。 求证 : 


»397. 


- 
ta 


区 的 所 个 团 定 P, = (010) HARKATHA P: 的 这 样 一 个 自问 构 
BAER MHS C) 平面 的 变换 


(7t. 
y 


决定 的 自 同 构 . , 
对 于 (4.?) 中 所 这 四 种 情形 的 竺 一 种 ， 用 显 式 描述 P^ prea. 
由 此 可 决定 吕 6 = AUX, 834819, 
设 P: rh a pu x ra Ji yr 

Pobaaytau = r + sm + ar + e, 
ii UII CER REGE 的 有 型 图 数 并 县 系数 属于 Q. ERUR mn 
Fo BTC CA RM 也 属于 4。 此 外 ,对 每 个 ack 均 存在 
kh ERR E TERA a, 
设 槛 加 曲线 《Xs,P,) 有 26d >x, 
(a) MEME P. EDER XP ft X rE P' 人 的 2 对 1 的 
蜂 蓉 ， 则 象 (4.4) 那 梓 还 由 存在 另 一 个 态 射 XP 和 2 次 态 射 t 
POP, 使 但 nef = por, 
C) 在 两 个 P 中 适当 选 忆 坐标 ,证 明 z STI SE nort, 
(e) 证 明 & 在 的 两 个 分 歧 点 上 分 夸 ， 而 * 的 另外 两 个 分 支点 在 8 下 
的 送 你 内 的 4 个 分 歧 点 组 成 。 扒 导出 xX 的 不 变量 的 一 个 关系 式 。 
CG) 从 以 上 问题 的 鲜 答 来 证 明 : HAEC 个 了 值 ， 其 对 应 的 格林 曲线 
有 有 2 次 自 同 坊 。 PAHAMI lä [答案 : i= 24.35 26. 5 和 
| 
(G) Bx AG z NIP. ATTEK P 中 为 具有 个 结 点 的 4 
3423 RENAE EXT 6e — 0) + 34 4$ 
Je ERFOSCREUSUIASGEBLEIE cak = a, 
(Cb) 现在 设 XX 为 趣 格 8 的 曲线 ， 它 腊 成 Pe 中 iQ, n3. XB. 
RAAE P zd. 对 每 点 Pe xX， 存在 唯一 的 超 平面 里 包含 
,使 得 在 交 依 H Q X 中 至 少 算 作 c HU CE P ORNARE E 
是 P 巾 山 线 的 切线 概念 的 扼 广 . 如果 中 在 百人 关中 至 少 算 作 + 1 
次 ` 出 称 万 为 替 窗 切 直 平面 ， 而 上 叫 知 起 密 划 点。 利用 Hurwit 定理 
对 归纳 XTT (n + Ce — Ú + (n + 1)4 IEEE. 
(5) In X je GC ZU JE HL EI PT" 中 4 次 曲线, 423, RIER 
中 恰好 有 P 个 4 阶 点 。 
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EMR. 设 OGPO fa O.P) 2 + ERRAR. 
(a) UR XK Rf FUR LLERA fo: fim PieX. 诱导 出 
Fils hO SPD) QGPO, T t Ë 1 028. 
(b) 如 果 XX Ta 8:X -KE ”是 两 个 态 射 , 见 (¿Ds = Fog. 
(e) 假设 ICP) = Pasa = degi, 求证 着 Q € X, ICO) = Qm KQ^) 
=nx(0). (312 dic] 2 RE SS n] y 15 kia OUT ñ) 
于 是 ff = srabi = az, 
K 设 六 8:X 一 X PANER, IP) = (0) = P. MD Cr 
48)" =l + á Ups FOBUEWDES Z EPX + pese 
OCL, MA f, à TXK x X RERU OR £m Pr) 
REEN 
Tr (g) = GE Dr, 
4 2:X—X x X REESE ale) 定义 PiX x X') 的 于 群 
Pic, —18 € Piet x X) st 向 着 P. 的 每 个 纤维 均 是 0 次 ， ]. 
并 且 在 Piex ip ate = o 

利用 Jacobi AE XE RUE EP Ft Pict) MTE 
BA NXX MER S ¿Pic ZAFE- h kus X. H 
通过 显 式 计算 可 让 对 任何 faTi = TITO. 

利用 £u. = #@s, 和 “对 X 上 每 个 Z ,PF2' ç Pig” BAFE 
得 结果 .] 
(e) 利用 (4) EA: 对 每 个 me Z,hx 一 mx。 于 是 degn = m, 
(D 对 每 个 了 证 遇 degf = degi, 
HEDER X, EELEE mOO qgoOX limGal(K'/K), 其 中 天 
Routdttog f ”过 所 有 在 X 上 平展 约 是 线 X 的 相应 函数 城 并 
E K'/K 为 Galois f ERZA, HA 10,3). 例如 CP) — 1 (2. 
3.3), XT IBI X, RIE 

H (Z, x Zo. 如果 chark = o, 


500 = TO x Z), 如 时 char à = p HH Hase 不 变 虽 为 9， 


E 


x ][ CZ, x Z0. 如 果 chark = p 并 且 Hane 不 变 最 为 1。 


D 

其 中 Z = linZ/i" Rut Ptf6 SLE, 

[Eg MAMRHPE Galos BUB X° DAT Bd. ja X 在 
+ 399% 


X fb LCEEA EXCITA MEL CORTE EA MEO 
BUB ceo GERMA sv 的 Galois EER Z/a x Zjn, FUE 
Hane RRETH 0 Pf 4 EE p RRUA. I 
iid 3E -— f Hf, Grorhendieck(SGA1,X, 2.6.78 272 页 ] 证 明 T: (E 
HOS z 的 执 线 的 代 教 基本 群 均 同 构 于 亏 格 4 的 紧 Riemaoo (fifi 
寓 的 拓扑 基本 群 对 于 有 限 指数 子 群 的 定 备 化 。 上 述 拓扑 基本 用 以 sy 
en GP es 为 生成 元 集合 并 且 有 一 个 定义 关系 《ie tr) 
(Gabata) 一 1 的 群 . 

4.9 两 个 糊 贺 曲线 XX 和 X Ker ERIRLIRIS E TREE TR UH 1X 一 XX 
G) RUB CS iy: T. 
G) RHEAMUR E Xx, VERE FUTT QE C MIR AO CL S) 20 与 
xw. Mte: X Wak Red WksR.] 

446 设 X 是 本 加 曲线 ,用 证 存在 正 合 序 丰 

opt PicXA pr VicX— Pic(X x X)—RAQ0, 

其 中 R= EndQUG P), FEB PiX x X) 化 两 个 xX 的 Picard, gt 
ZEMER. EURER AA 1.0.08 ERES SUME L6). 

4-1 设 X 为 C EBORE EUNDO 1, r 的 精 圆 函数 所 定义 。 AR 
3 x 00 B 4 SH. 
Ga) 如果 (e R RIIT BRE e EB FRGSCR CA. UD B fB FE), RE 
degf = jaji, 
Q) BUE ER 对 应 于 a, RE! 的 对 侦 ( 习 题 4.7) 对 应 于 ae 的 
Aio. 
(c) 各 果 reE QU/-4 ) # Z Ek, Rit R = Zir) 

4.32. him X Rer 4129 1z UREDUARETURSERS C ERARI z 
在 〈4.158) DG Zh. 
(4) ARAE UAAR E P,, RE z 一 i ELI 
为 (4.20.1) 和 (C4.26.2)1。 这 就 给 出 (4.7) 中 如 不 事实 的 另 一 个 证 朋 : 
只 有 两 个 椭 回 曲线 ( 问 构 疾 ) 共 自问 构 群 大 于 { 土 1}. 
人 b) RETEA A: 个 + 值 ， 其 对 应 的 I 
态 ， 你 能 将 它们 与 习题 4.5 中 决定 的 三 个 ;河和 


r=i,/—1 和 LcaeYy75. 


X 有 2 次 自 同 
ERDI ER 


4.13 WẸ p = 13, MAFAI 值 其 对 应 曲线 的 Hsse 不 变量 是 0， 
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决定 这 个 i (&. (AR; 1m (modi 1),] 

Mb pmi, Fenaa 曲线 Xin e eon FERE p GEL FS HESS 

0. RERE D m oma Xu 的 Haee 不 变量 为 0], 利用 Dirichtet 

LESDCOEPIGITIRIO I: PA 

Wbx EEE PR k CMRI, PX, 9X. 是 大 线性 的 Erobeaius 

态 射 (2-4-1). 利 用 (4.10.7) 证 明 : 对 偶 态 射 FXX, EA M 

HOU xd Heec RERA MERA ALHA: 当 Hasie 不 变 

量 为 1! 阿 xX 的 P 阶 点 子 群 同 构 于 Z/P, 而 当 Hase 不 变量 为 0 时 这 

个 子 群 是 0 。 

仍 设 并 是 特征 p R k EARRA, 并 且 X 定 义 在 ?的 域 F b, 

4 = p. R! XGP sd Ff F. 的 一 个 方程 所 定义 ， 再 设 X 在 

F， 上 具有 有 理 点 。 2 P :Xe-sX 是 对 于 4 的 《 线 狂 Frobenius d 

s. 

(a) 来 证 作为 上 概 型 X mx, DXX SiL FEX ME) P 中 之 

E, PXA 是 符 x 中 点 的 给 标 肌 成 它 的 4 次 第 . 

QD 求证 lz 一 * RARE SUAM ERA EDS XC) (坐标 属于 F, 

Bü X rh facts e, 

CO) 利用 习题 4.7 iEU] Fe P — ax, 其 中 “是 其 个 整数 ， 而 N= 

4— <+ 1; 其 中 N = sx(F.), 

《4) 利用 事实 “对 所 有 ma € Z,deg( m + nF )>0” 证 明 
es2W9. 

这 是 Haee HAREE Riemsaa 稍 极 给 出 的 证 明 ( 附 录 C, 习题 

5.6). 

(e) 现在 设 9 = ps 证 明 X 的 Hane Ag) 0,34 ARY aen o( mod 

p). TF p 2 Sit, xi Hase A3ER 30, BI N = p + 1, 

设 X 为 (4-23.8) 中 的 曲线 六 + y mts, 

(a) 如 果 Q = 《os8) 是 曲线 上 一 点 ，* 一 (0.0)， 计 算 点 P+ 0 的 

坐标 ( 帮 为 。 和 4 的 函数 ), 由 此 公式 求 oP 的 坐标 ,其 中 a = 152,…， 

i0, [验算 : 6P = (6s14).1 

O) RF p37， 此 方程 定义 出 F, HIN. 

ix XdhH y'= at 7: + da, 这 个 曲线 至 少 有 26 个 具有 整数 从 

标的 点 . 《 利 山 让 算 器 ) 求 出 立 些 点 并 且 监 证 它们 均 在 由 P = (1,2) 

和 9 = (2.1, 生成 的 于 群 之 中 (这 个 子 群 可 能 等 于 X(Q). 
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449 i OGP) 中 Q RARR EFA P 中 一 条 曲线 可 由 一 个 
数 方程 来 定义 ， 则 X TE ICE SpecZ 上 一 个 要 型 7 在 广 点 上 
dt. Q TGSpecZ WIETE T = {素数 PiE HE p ERTE Xen 
EITI) HSA a, EBD nX 可 定义 于 了 上 并且 其 平坦 下 
Gi. WEI Kerme ÆT RETH FEREN per, 8 (mp) =l 
Ff yox FAMAREN E AE XCX C # 090 
Ba MARRE KFO PODET Ep. MADHE AERA 
是 4.17 和 习题 4.18 中 的 放 XCQ) EER 

4.20 |RX EM E CREDIDI chak = pot, R = End(X,P) ARAB 
L3 
(3) 2: X, 是 通 X 的 结构 而 定义 的 4 上 上 曲线 (2.4.1)， 求 证 
OG) = (Xy, TERE xod, SB ICE, 

(b) 求证 px 在 中 中 分 鲜 成 两 个 ?次 元 素 之 积 ze, Bit X=X,. 
并 且 在 这 种 倩 形 下 ,X 的 Hasse 不 变 呈 为 0) 当 且 仅 当 = 和 如 在 R 中 
扯 伴 ( 即 相差 一 个 k 中 单位 团子) 《利用 (2.5)》 

(Q) 如 果 X 的 Hawe 不 变量 为 0 求证 在 任何 情形 下 均 有 éF 
(4) 每 个 fe R 诱导 出 胸 射 fh (Ox) Er) 1* 一 定 是 “ 乘 以 
ABIGO: M". TEREA pikit, ERE (eR 
艾 与 ( 非 线性 的 )Prabenius £ F:X—X 可 交换 ,因此 若 X 的 Hast 
RERA OMPR Fe JR YCRORIR b, 使 得 R/n=F,. 

4.21 设 O 为 二 次 域 0( —4) 的 整数 环 ， 求 证 对 于 每 个 子 区 RIO, R 
Z, 汐 有 叭 一 决定 的 自然 效 1。 使 得 R —Z + r. 0. F! DX RU 
T. 

“4.22 i} X— Ak JE—A BUR HUE ED FUR — BB. RERE 
平凡 的 . DES FIRE THERAE RATE EHE. 证 明 这 

士 的 2 也 点 形 碗 AL 的 一 个 平展 揽 各 ,由 于 AL EMEA 

的 ;从 而 这 个 复 受 一 定 是 平凡 的 ， 由 此 可 知 4 可 以 定义 在 这 个 族 寺 ， 

从 而 给 出 映射 At-*AkE 一 {051}， 竺 个 这 种 欢 射 必然 是 映 成 一 因 定 

篇 数 ;于 是 4 是 常数 ; 邯 此 放 是 平凡 的 .】 


5. fü HÚ Ë A. 
现在 回来 研究 任意 亏 格 的 曲线 ， 我 们 研究 由 典 则 线性 系 决定 
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n Clilford 定 
HEU irs cre mn, 

X EISE A FE 51826 Eire, I2 
1E BB Ul ex "T" IKI 如果 g — 0, WIK) AR. mE =h 
则 IX | = O, JATEA EUR 3118 X ph oo - ATO 
则 我 们 要 证 KI 是 没 有 基点 的 有 效 线性 条 ,从 测 它 决定 从 曲线 天 
M EIE — dH, MEERN . 

引 理 5.1 A go, HUU ER IK 没有 基点 

证 明 BEG. 1 可 知 只 需 证 明 对 每 个 PEX sdim K —P|= 
dim[K| — 1. MÆ dim|K| = dim X, o) —1—g—1, 5 
—JHii.n T X AEA EE Hik, HBA P, dm|P| 一 0。 于 是 由 
Riemann-Roch 害 理 可 知 dim|K — P! 一 8 一 2， 此 即 为 所 求 。 

回忆 : TAE > 2 PRAE X UE REIR IRL HAC 习题 1.7), 是 指 
rE HUS 天 天 一 已 ， 考 虑 相应 的 线性 六 ,可 知 : XX 是 超 
靖 贺 曲线 当 且 仪 当 交 有 一 维 2 次 的 线性 系 。 为 方便 起 见 我 们 引进 
一 个 古典 记号 ,我 们 以 符号 和 表示 “一 个 + E 4 次 的 线性 系 ”. 于 
是 : XOSRRARERER EIE X T m. 

#n# X E 53825 2 的 蚜 线 , 则 它 的 典 则 线 狂 系 [X] 是 eC 
是 12), M fi X ZG ERE RARR fX P Ri 
TU füA E S rB n 2 对 工 合身 

$852 EXE SW >2 的 曲线 ， 则 [KI 是 极 强 的 ， 当 
PU AE ERR, 

证 明 HAGAH HAE. F dim|K| 一 g — 1, ATIK] 
X81860 JEUE $: tE REXEEERE P ,9 € X 《可 以 相等 ), 有 dim|K 一 
P —0|— z— 3, 将 Riemann.Roch SER P +0 Nr 

dim|P ++ 0| — dim|K — P — Q| =2 + 1 — z, 
于 二 ,是否 为 极 强 的 同 题 取决 于 是 天 dimlP + Q| — 0. in£X 
Pet G lJ IR e; 的 任意 除 子 P +Q, 有 dim|P + Q| = 1. 
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反之 , 若 dimlP + Q| >0 HRA (P,O 成 立 , 则 线性 系 1P 十 
Q! 包含 了 一 个 z (实际 上 就 是 一 个 z), dm X E RA. uE 
tE. 

WX iX 254 E 2 3BJEEL UO, ditt fe NR BER 
决定 的 嵌入 X 一 PC! HOS X89508 A E Pr WAARA 
子 下 唯一 决定 ), 它 的 像 曲线 的 次 数 为 28 一 2, 38 A fe Ud 

例 5.2.1 iZ X 为 亏 格 3 AIEE R ER , n) FC ge m) EA, E: P^ 
中 一 条 4 次 曲线 ,反之 ，P* 中 任 一 条 非 异 4 次 曲线 X, A auc 
COk(1)【〔 第 二 章 ,8.20.j)， 故 它 是 条 典 则 曲线 特别 由 ， 这 癌 明 了 
存在 亏 格 为 3 的 非 超 椭圆 曲线 . 《也 可 见 (习题 3.2)) 

例 5.2.2 iX CHR 4 JAE pi IHE ER , GF D CA, e P" 
中 的 6 次 曲线 。 我 们 将 证 明 X 包 含 在 一 个 唯一 的 不 可 约 二 次 昌 面 
Qh , 且 为 如 与 另 一 个 不 可 约 三 次 曲面 的 完全 交 。 反 过 求 ,如 果 关 
是 P 中 的 一 条 非常 曲线 并 为 一 个 二 次 与 三 次 曲面 的 完全 交 ， 则 
degX = 6,ox 一 C(D) (EE, 8.4), 8k X FR 4 的 典 则 
ik. KEE, H Berciai 定理 (第 二 章 , 习题 8.4) 存 在 这 样 的 非 异 
完全 交 , 故 而 存在 亏 格 为 + 的 非 超 烦 史 曲线 ， 

MERER HRA., AXA P' h SF 4 的 典 则 曲线 ,7 
为 其 理想 层 , 则 有 正 合 列 i 

QE — Op @x— 0, 
以 2 作 扭 变 并 取 土 同调 , 我 们 得 到 

0— HP, IO)  H(P, @,(2))  H(X,0,02) — :: : 

& CIL, 5.) 知 ,中 间 的 那个 应 量 空间 的 维 数 等 于 10, H X 上 的 
Riemann-Roch 定理 知 , 右 端 向 量 空 间 的 维 数 是 并 注意 X020 对 
应 于 除 子 2K, E 12 次 的 非特 殊 除 子 )。 故 推出 了 

dimHXP ,.Z(2)) z 1, 
空间 HXP, JQ) 中 有 一 个 元 是 个 2 WER, R SA K Et S 
多 的 二 次 曲 而 och, ED XAR P h, 9 必 为 不 可 约 ( 且 
嫩 约 )， 又 ,曲线 对 不 能 在 两 个 不 同 的 非 异 二 次 曲面 @ 5s Q' 中 , 否 
MXE QnQ' 中 ， 后 者 是 一 称 4 次 曲线 ,但 degX 一 6， 这 是 不 


E 


可 能 的 。 于 是 X FUug— T &— D F£ — hmm Qt, 
IT -序列 以 3 作 扣 究 并 取 上 月 测 , 相 侯 的 计算 表明 
dimHP, ze 25 

在 空间 H*(P,Z (OD 中 ,外 上 Ca F — t ESSE 
得 到 的 三 次 形式 全 体 构 或 一 个 pedi 闪 此 在 这 个 空间 中 有 
一 个 不 可 约 的 三 次 有 形式 , 改 而 XX 包 名 在 一 个 不 可 约 三 次 曲面 P 中 . 
MAX 必 在 完 竺 交 ONF 中 ,但 它们 的 次 数 邦 为 6， 因而 X 等 于 
此 完全 交 
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一 的 gi 如 果 fa: 一 Pi 是 相应 的 2 次 射 , 则 和 典 则 于 fX- 
由 与 (g— 1) EPRE: P P 人 gale g 


EA ARANI OX PrU, 令 X' ARR, BAXX 
DARA, REEXLCE—D n 但 我 们 还 不 知道 它 是 唯一 的 ， 
姑且 取 定 一 个 ， 对 任意 除 子 P + Qe g, (5.2) BEARRA O E 
IK 一 P| 的 基点 ,从 而 1P》 一 (COD. 由 于 n 中 有 无 限 多 个 
KP, Km {不 会 是 双 有 理 和 的 。 令 fX K WRA a 22, 
d= degX', 则 由 于 degK = 2—2, 我 人 有 4d* pp 二 28 一 2， 
TÉd&g—1. 

其 次 ， 设 X° EX 的 正规 化 ， 是 对 应 于 态 射 充 Xa 
Pete X mo 那么 。 是 4 次 8 — pHEEHEA. BF 
4<z— l, RIBH 1.5) 得 到 4 一 8 一 1 B A FRA 0, 
FE aP 而 是 P 上 唯一 的 次 数 8 一 工 的 完全 线性 系 , 即 
i(g — OPI, 因此 和 是 已 的 (8 一 1) 重 分 恒 谋 人 、 特 别 地 ， 
它 是非 异 的 , 即 是 (习题 34) 中 的 有 理 正 规 曲 线 。 

再 次 ,由 da 一 28 一 2， 得 到 a 一 2、 由 于 了 已 经 把 我 们 上 
面 选 出 的 ei 的 一 对 点 呐 成 一 个 点 ， 它 必 是 这 个 gi 决定 的 映射 
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faX — Pt t; P 的 《8 一 1) E3&KATBA. TJ oif 
决定 从 而 是 唯一 的 

Anu, X b^ 82 38W8-fF K R: X XE DEOR E 
在 f 下 的 送 像 .因此 必 直 这 个 n 中 《sg 一 1!) 个 除 子 的 和 ， 反 之 ， 
X 上 任意 8 一 | 个 点 的 集合 是 一 超 平 向 截 影 , 收 可 将 典 则 线性 系 
IK| 与 z 中 8 一! 个 除 子 和 的 集合 中 成 一 样 的 。 因 此 记 
=De. 

现在 米 证 明 Clifford 定理 .其 想法 是 ,对 曲线 X 上 的 一 个 非特 
殊 除 子 D, RATIMA Riemann-Roch 定理 准确 地 将 dim|D| d 
示 为 degD AAY. 得 是 对 一 个 特殊 珍 子 dim|D| 就 不 仅仅 依 
MUT deg T. 因此 得 到 dimlD| 的 一 个 界 是 有 用 的 ，Clifford 
定理 给 出 了 一 个 上 界 . 

定理 5.4 (Clittord) 设 DD 是 曲线 XxX 上 的 一 个 有 效 特殊 除 子 ， 


y 


dim} D] < 
yi sP Roch REREN 


C dimiID| edi Él PIX Hn 
证 明 EE 
9:1D] x JE] — |D t E| 

3 (DE) 0 D' + E', 其 中 p'e JDI ,E EJE, BA-DA 
效 除 子 只 有 有 限 种 方式 写 为 两 个 有 效 陈 子 的 和 ， 履 映射 是 有 限 
对 一 的 。 另 外 ,四 对 应 于 向 量 空 间 之 间 的 自然 双 线 性 映射 

HXX,S(D)) x H(X,g (Ey) > HXX,S%(D + E), 
CE, ARUDESS IDI,IEI 及 JD + E| 以 相应 的 射影 空间 结 
AH PEDER. AEK DARIA ps 其 像 的 维 数 正好 是 
dim|D| + dim1E|。 由 此 得 到 结果 。 
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〈5.4) 的 证 明 〈 按 照 Saint-Danat [1,$1]) E D TP, FERE 
的 ,那么 K 一 DD 也 是 襄 效 的 ,于 是 可 以 运用 引 理 得 到 
dim|D: + dim|K — D| < dim|K| =g — 1, 
另 一 方面 ,由 Riemann-Roch 定理 有 
dim|D| — dim! K — D| = degD + 1 — g. 
NGX BI EOS SIR IEE 
2dim|D| = degD 
即 
dim[D| < i degD, 


这 吓 定理 的 第 一 部 分 .对 于 到 一 0 或 卫 一 X 时 ,显然 等 号 发 立 。 
要 证 第 二 个 结论 ,我 们 可 假设 D=0,K, B 
dim|D| ~ + degD, 


362. ECL AR REB X 2 RUPEE RR Im D JE ei 的 倍 除 子 。 对 degD 
GS ISO ETT. MF degD —2, 则 1DI{ 自 己 就 是 一 个 z 
从 而 Xx 是 起 椭 贺 的 ,无 须 再 证 . 

故 现 设 degD 之 14， 从 人 而 dim|D| 之 2。 取 定 一 个 除 子 Ec 
IK —Di 及 两 个 点 P,Q € X tk PéSuppE, Q € SuppE. 由 于 
dim|D| 22, s| EI— 8 Dé 1D| fÜ P,Q € SuppD, 4 
D' 一 DNE， 它 的 意思 是 轧 与 E 所 含有 的 公共 的 最 大 除 子 。 用 这 
个 D” 可 以 完成 我 们 的 归纳 。 

HAE H, hF Q € SuppD 但 8g 和 SuppE， 故 而 Of 
SuppD', FÈ degD'-degD. 另外 因为 P&SuppD'， 所 以 
degD' > 0, 

其 次 ,从 D' 的 构造 ,我 们 有 正 合 序 列 

OD S€(D)DS(E)— LD+E—D')— 0, 
这 里 我 们 把 上 面 这 些 项 都 看 成 X 上 常 层 DE 的 子 层 , 其 中 第 一 个 
喘 射 是 相 加 ,第 二 个 是 相 减 .,( 将 rO, ZD 看 为 (f e KCX) 
ICD 2 —DD, [Mi 36 ROGA FE PURI E k BRE 4931 
dim|D| + din|E| < dim|D'| + dim|D + E — D'|. 


TTE 


但 是 E~K 一 D,D 十 EE 一 D'~K 一 D'， 故而 左 端 等 二 
dimID| + din|K — D|, 


又 因为 庄 假 定 dimlD1 一 二 degD， 故 dim D| + dim|K — D| 


=dim! K| 一 8 一 1。 另 一 方面 ， 将 (5.5) 用 于 D, BDP R < 
一 1， 从 而 必须 等 号 成 立 ， 即 dim D'I + dim|K — D'| — g-- 


L 和泉 上 面 一 样 ,我们 推出 了 dimp -laep. HEARE 
定 得 出 ,X EHH DIR. 
最 后 , 仍 设 D = 0,K, 3 dim|D| 一 二 degD。 4 r — dim 


ID|, BEHER ID] 十 (4 —1—7)* 85 它 的 次 数 是 28 — 2, 
Meah, ma 一 1。 因而 它 必 为 典 则 线性 系 K]. A 
(5,3) 我们 已 知 [KI = (g 一 Dei, MinID] — egi, EE, 


曲线 的 分 类 


要 奖 师 线 分 类 ,我 们 首先 定 出 曲线 的 亏 格 ,在 (L.L1) 中 已 知 它 
可 为 任意 非 名 整数 2220. # 8 一 0,X 同 构 于 P'(135), KE 
需 再 多 说 什么 了 ,， 若 4 一 4，X medi REGE 
(4., 故 此 时 分 类 问题 也 有 了 兴 喜 的 答案 . 在 8 > 2 的 情形 中 , 变 
得 非常 困难 , 除 少数 特殊 傅 形 外 (例如 ( 习题 .2))， 都 不 能 给 出 明 
确 的 答案 

SRA 9n ARRATE E 的 曲线 , 则 当 & >> 3 上 时， 可 以 按 
食 曲 线 是 否 具有 给 定 次 数 与 纹 数 的 线性 系 来 记分 Uu. Plán dn 
果 X 具 有 d, RITIESUOOO HERE GUB A BAEREN p 之 2， 
BESKE Ja Wa EDS AR CLER 1.7) DR EP E g = 3 及 4 的 情 
CF dpt E E da Ac (52:1)36 (52:2), 

更 一 般 地 ,我 们 司 以 根据 是 否 含有 一 个 dhd 为 某 个 数 ,来 划 
分 曲线 ， 当 六 有 一 个 时 丈 为 三 角 系 ， 

X551 有 下 列 一 些 事实 。 对 任意 4 olacki, EES 
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B 的 曲线 帮 有 一 个 dux a< 二 8 十 1， PETHE dni 


没有 品 。 其 证 明 及 讨论 可 见 Kleiman 及 Laksovm， 注 意 ， 它 特 
HATRA € 3 总 存在 非 超 桥 网 曲 线 ( 第 五 章 , 习题 2.10). 
我 们 给 出 这 个 结果 的 一 些 例子 。 

例 5.5.2 xt T goi 上 述 结 则 表明 ， 存 在 非 超 橱 圆 曲 线 
《这 点 已 经 知道 了 ) 并 且 每 条 这 样 的 曲线 有 一 个 对。 若 X YW Hl 
的 ;只 概 对 g 如 一 个 点 就 可 以 了 ,这 是 平凡 的 。 若 % 为 亏 格 3 的 
非 超 柚 贺 村 ， 它 的 典 则 嵌 人 是 一 条 平面 四 次 曲线 (5.2.1) 从 和 上 任 
一 点 作 投 和 对 到 Pr， 我 们 就 得 到 一 个 et. b X AEREA a, 

着 X 为 亏 格 为 4 的 非 超 燃 圆 曲线 ， 则 其 在 P 中 的 典 则 鳞 人 
含 于 一 个 唯一 的 不 可 约 二 次 临 自 @ 中 (5.2.2)， 当 8 为 非 异 了 时， 
TEQ 125(3)H 08 8$, 6.6.1)， 且 喉 上 的 这 两 个 直线 族 中 每 一 
个 都 截 巴 上 的 一 个 全， 因而 这 时 X 有 两 个 z. 《要 明白 它们 是 
仪 和 有 的 两 个 ,可 恨 搬 下 面 (5.5.3) 的 论证 )。 如 果 8 是 奇异 的 ， 它 必 
是 一 个 二 次 锥 面 ， 则 Q 上 的 那个 直线 族 截 出 了 X 上 一 个 唯一 的 
Eia 


9553 ik e —5, 于 是 (5.5.1) 说 骨 每 条 亏 格 为 5 的 曲线 有 
一 个 z: 且 存 在 这 种 曲线 没有 踢 。 设 大 是 亏 格 为 5 Sadbi A 
线 ， 在 典 则 嵌 人 下 看 作 是 P 中 的 8 次 曲线 。 首先 证 明 X 有 一 个 
如 的 充 要 条 件 是 在 此 嵌 人 下 ， 它 月 一 条 三 重 刘 线 。 令 PORE 
X. F£ Riemann-Roch 定理 给 出 

dim|P +Q + R| —dim|K — P — Q — R| — |, 
另 一 方面 ,由 于 x 看 作 它 的 典 则 嵌 人 ,dim|K 一 一 @ 一 RI 是 
P 中 包含 了 P.Q.R 的 超 平 燥 线性 系 的 维 数 。 从 而 dim P +Q 
十 R| 一 1 HAERE OPIQ.R 在 一 个 2 维 超 平面 族 中 , 即 P， 
QR 共 线 。 于 是 XX 有 一 个 ú, 当 且 仅 当 它 有 一 条 三 重 扎 线 ( 这 时 
它 就 有 一 个 单 参数 的 三 重 制 线 族 )。 

现在 令 X 为 P 中 三 个 二 次 万 曲面 的 非常 完全 交 . 于 是 deyX 
—8, wr = OXC1), Miu X s Fs 5 的 典 则 曲线 ， 如 果 义 有 三 重 
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E L, 则 工 必 与 每 个 二 次 超 曲 面 交 于 三 点 ， 从 而 应 在 这 三 个 曲 
面 内 ,因此 ，LSX， 这 是 不 可 能 的 。 故 存在 亏 格 为 5 的 曲线 不 含 
"og. 

Mox X RBOM—TAPEISSEP, TRIS 7 次 曲 
线 X'E 已 ， 它 是 卡 异 的 (代为 对 无 三 重 割 线 )， 这 条 新 的 曲线 X 
必 有 三 重 草 线 , 否 则 从 其 上 一 个 点 投射 ,将 给 出 P: 中 的 6 次 非 异 
曲线 ,其 气 数 不 是 5、 矛盾 、 于 是 可 令 8,R, St X' 在 一 条 三 重 
车 线 上 的 点 ,它们 在 XX 上 的 逆 像 再 加 工 P 点 ， 都 在 Pr 中 一 个 平面 
上 .用 前 面相 癌 的 论证 可 证 ! 明 这 些 点 给 出 了 一 个 gl. 

再 回 到 一 般 分 类 问题 上 来 .对 给 定 的 8， 令 00 48 zg 的 
曲线 同 构 类 集 , 欲 版 以 M, 一 个 代数 结构 ,这 时 便 称 m, 2 S fk z 
RAE R. 8 一 【的 情形 即 如 此 ， 这 时 j 不 变量 构成 一 条 仿 射 
B. . 

规定 wu p RUE LUGERBEERRUESTS 
3 € AS ORER ERE TOR SESUR IGI ZUGE: 要 求 存在 一 个 亏 格 8 曲 
线 的 平坦 族 A — m, CEIESERL IUD HR 8 曲线 的 平坦 凤 X 
了 T， 有 一 个 唯一 的 态 射 了 一 Jr， 使 区 等 于 化 在 此 态 射 下 的 逆 ， 
这 时 我 们 称 Du, AMAR. 可 惜 ， 有 许多 型 由 表明 这 种 泛 疙 不 存 
在 。 理 由 之 一 是 存在 非 平 凡 的 曲线 族 ， 它 所 有 的 纤维 却 相互 同 构 
GR ES 9.10), ` 

然而 ，Mumtord 证 明了 对 于 g 22, S—^ AER D, É 
具有 下 列 性 质 《Mumlard [LÆR 5.111): US 

(1) m, fp ése —— tT S e eL EL 35 3; 

Q) # hXx—T&SEREBBAMIEXSCERE, MASI z: 
TD, x fg HA re 了 ,纤维 X, 的 曲线 同 构 类 ,由 点 «CO 
EN, fot. 

在 8 二 | 的 情形 ， 仿 射 7 直线 是 具 一 个 花影 的 李 圆 曲线 族 的 
机 模 儿 .可 以 用 7 是 曲线 的 平面 收 人 方程 的 系数 的 有 一 裔 数 (习题 
4.4) 这 一 点 来 验证 条 件 (2)， 

注 5.5.4 事实 上 ，Deligae-Mumiord"! 已 经 证 明 ， 当 8 22 


EU 


BL, Wn REERCEOEISARUIS EI 3e 一 3 ETTARI RET. 

例 5.5.5 假定 "un fpi. WDR XGOUE RR. Him] 
JC 862.2) h, RIA EHE A £ AHE paat UT UL ES P' 上 
WE & SUCI $h B SURE 0,1,00 及 另外 28 一 【个 点 二 
Ari En BE CHEER REROE FR. Aik, Em mith RT D, 
内 一 个 28 一 1 A.B] T TR. Cg 二 2 时 它 就 是 整个 空间 DU, 
由 此 证 赤 了 M, 是 3 f TUE, 

例 5.5.6 设 8 一 3. TERMS AHR m, 中 一 个 5 维 不 
SPF. > 3 的 非 超 顶 栅 曲 线 是 非 异 的 平面 4 次 曲线 ， 由 于 
供 人 是 典 则 的 ， 故 而 由 条 这 样 的 曲线 作为 抽象 曲线 为 同 构 的 充 要 
条 件 是 它们 相差 一 个 Pi! 的 自 同 构 。 因 为 一 个 4 次 形式 具 15 个 系 
数 ,所 有 这 些 曲 线 的 族 由 P” 中 一 个 开 集 上 参数 化 ,其 中 要 — 14. 
因此 有 射 U >M, HEER PGLOD 的 像 ,PGLC2) 的 维 数 
为 8。 由 于 单个 曲线 只 有 有 限 个 白 同 构 ( 习 题 5.2), 从 而 纤维 的 维 
数 等 于 8， 那 么 U 的 像 为 14 一 8 = 6, 故 Tu 为 6 维 二 正确 
的 ， 


习 题 


5.1 证 明 怒 权 曲线 在 任何 射 党 空间 中 部 不 是 个 完全 交 . 参 照 ( 习 更 3 3). 

5.2 itx AHE oR EASES MAR. EAX HARKE AseX 是 有 
It. Hps EX ALME RUR TRA ER e EEH AutX 交 
BORRE XP MDEA 4 AXTARMA Aut 交换 其 
MIRA NARDAN 4.6). BROIN 2.5. 
HARKER- ARIA pk. FUE AR d WE 4 BRER 
LARU aW. BR: 利用 (5.1.2) 计 算 有 多 少 完全 交 ONF] 

54 RAS 曲线 的 另 一 种 方式 是 癌 ， 只 以 结 点 为 竺 点 的 汉 有 理 平面 且 
线 模型 的 感 小 次 数 等 于 多 少 (3.11)? BOUES a ARAA. 
m: 
(O EAMA 虹 。 它 可 表现 为 具有 二 个 结 点 的 平面 5 次 曲线 ;反之 
fb) 如 果 X 有 一 个 d, 出 它 可 表 卫 为 具有 一 个 自如 点 的 平面 5 a 


ACER. HBL5.44), BAREA AE RUDB 03 
6. 

5.5 Ships. 

G) 在 P^ IBI RURL yae 32 FoF, AER SHARAR- 
个 85. 

《bx 有 一 个 d 的 充 要 条件 是 它 可 表现 为 有 一 个 结 点 的 平面 s Ol 
线 。 它 们 购 成 一 个 (1 ARTAR. (EZ Ë De, RHK- DYE 
AE xai] 

^C) 在 CO) MARET st E AERE T ROR TEER A 
的 不 动 点 )，。 用 此 圆锥 线 的 线 狂 系 人 映射 PPs IEN X DOR AR 
含 在 一 个 三 次 册 面 VOR d, VEM P 在 一 点 的 耻 开 (第 二 
E182.. SAQVRGIBCP 妃 ” 的 大 的 所 有 三 重 副 线 的 并 (3.5 
D, 故而 ?包含 在 所 有 过 * 的 二 次 起 曲面 的 交 中 。 因 此 及 对 都 是 
唯一 的 . 

Ë. 反之 ,着 X 没 有 do MA (6)， 它 的 典 则 贱 人 是 个 完全 交 。 更 一 
Sisi Eoriques 及 Petri M-A AREE CITS e 之 3 的 
ERUNT HORA EOS AFER LAGE CHA d 或 一 。 
B X8—4 dú 外 ，* 是 二 次 起 由 而 的 交 . SUL Saint Donat, 


5.6 证 明 非 异 的 5 次 平面 曲线 没有 对。 证明 存在 气 格 6 mdp Mh 


不 能 表现 为 非 异 平面 5 次 曲线 . 


5.7 (s) 13 (iE FER BL eL ES Pg P EL P Ar PRU TE AE 


~b) 若 曲线 区 由 方程 

Py + y's + atr = 0 
AXI AutX 是 168 p BE ,这 个 阶 数 就 是 (习题 2.5) eras C E 
84(g 一 1)。 可 见 Bornaidef1,$232] W Kleint, 
SE) 大 部 分 亏 格 3 曲线 ,除了 恒 同 映射 外 没有 自 同 构 .[ 提 示 : 对 每 个 
?5? 计 算 有 一 个 ” 险 自 同 构 7 的 曲线 族 的 维 数 。 例 如: 当 ? o 2t UE 
选取 坐标 了 可 表示 为 am 一 za yo ss, 于 是 有 一 个 在 工 下 不 变 
的 8 维 曲 线 族 ;交换 坐标 得 到 这 种 了 的 4 维族 ,故而 具有 一 个 2 欧 自 问 
构 的 曲线 构成 12 维族 ， 它 是 所 厂 4 次 平面 遇 线 的 14 维族 中 的 子 话 . 
Ë. 更 一 般 地 (至 少 在 《 上 ), 对 任意 21,548 e 的 "充分 一 般 的 " 曲 
线 , 阶 便 同 肌 射 外 都 设 有 自 同 构 。 见 Baile, 


DES 


6. P' 中 曲线 的 分 类 


1882 年 ,一 项 奖金 《Seeiner 奖 ) 奖 给 了 关于 空间 曲线 分 类 方 
面 最 好 的 工作 。 它 由 Max Noerher 与 G. Halphen 所 共享 。 他 
们 每 一 个 人 都 号 了 关于 这 个 课题 的 200 ERX (Noecher?!, Hal- 
phbenta)， 每 个 人 都 证 明了 一 系列 的 一 般 性 结果 , 然后 为 了 解释 他 
们 的 理论 还 构造 了 低 次 曲线 的 一 些 罗 列 无 遗 的 麦 阁 《大 约 有 20 
gi). 


者 Hilbert 概 型 ， 可 以 证 明 P 中 给 定 了 次 数 d, mit e 的 非 异 
曲线 是 由 有 限 个 拟 射 能 能 的 并 为 其 参数 化 空间 ,而且 这 种 表现 方 
式 是 非常 乌 然 的 ， 但 是 对 每 个 d, 8 确定 这 些 参数 簇 的 个 数 及 维 
数 的 更 为 具体 的 课题 还 没有 解决 ,甚至 连 对 那些 整数 偶 d, z 存在 
一 条 P 中 4 次 8 亏 格 的 曲线 也 不 完全 清楚 . (尽管 Halphen i£ 
出 了 这 个 问题 的 解答 ,然而 他 的 证 明 实 礁 道 过 .) 

本 节 将 给 出 P' 中 曲线 的 少许 几 个 基本 结 兴 ,然后 通过 Ph 
KEET 的 曲线 分 类 来 解 霖 它们 。 

开始 先 研 究 什么 时 候 曲 线 有 一 个 给 定 次 数 的 非特 殊 极 强 除 
子 ,在 4 一 0,1 的 情形 下 ,由 (3.3.1) 及 (3.3.3) 给 出 答案 ,故而 只 考 
IE z 2 niu. 


A ” 先 证 必要 性 . 若 D 是 4 次 非特 殊 极 强 除 子 , 由 Riema- 
nn-Roch 定理 知 dim|D| 一 4 一 8 B. |D| 给 出 和 在 PC 中 的 
侈 人 ， 由 于 X#P', VA 4 一 8 之 即 42 zg +2. 但 着 d= 
8 十 2， 则 XX 是 条 4 次 平面 曲线 ， 这 时 ar S xCd 一 3), 故而 为 
使 D 为 非特 殊 必 有 4 < 3. 于 是 8 -0 或 1, 与 假设 相 违背 。 因 此 
PETERS 

现在 给 定 d 之 8 十 3, 我 们 来 找 一 个 4 次 非特 殊 极 强 除 子 D. 


4 


"€ p X BRE f HHG.) R Setti Poe X, A 
dimjD — P — Q| = dimi Di — 2, 

内 于 万 非特 殊 , 由 Riemann-Roch 定理 ， 这 等 于 说 万 一 中 一 如 也 

AETA. A 也 的 一 个 线 幅 等 价 暴 于 D 代替 D, Sess 

DD 一 了 一 为 有 效 。 

BM 8 X A 0 YER X. 我 们 将 每 个 点 《P+ PO 
e X€ ERIS Pid S-AR f p 2 E 3, MAHE 
号 ia 为 DE XI 4 $ DB DEX 的 一 个 集合 ， DE 5， 当 且 
ü We D ~D ki P.Qe X E E-D-P—O 为 
HARAT. RILAN 3 的 维 数 < z 十 2. 这样, 出 于 d> z 
十 3， 就 表明 SSX, PERDE 3 就 是 一 个 d 次 非特 殊 航 强 
ker. 

4 Ed 一 1 次 的 有 效 特殊 际 子 。 由 于 din]K| 一 8 一 1 县 
有 效 特殊 允 子 征 一 个 有 效 典 则 除 子 的 子 集 ， 从 而 所 有 这 种 三 的 集 
ik) XU 的 子 集合 ,其 维 数 委 8 一 |。 因此 形 如 E 十 P 十 8 的 
除了 在 X^ 中 的 集合 其 维 数 拟 g + !。 因 为 X$ 中 的 特殊 除 子 的 
TEARS: 一 1， 出 于 同一 理由 ,可 以 忽略 掉 ， 疏 可 设 E 十 P 
十 四 为 卡特 殊 ， 

下 为 为 特殊 , 故 dim | E| Ze d — í — g (Riemana-Raoch $E 
ED), a-m IN E + p tO HIRR MU dim| E + P + Q| 
二 4d 一 g, MEZZI, 从 而 可 以 明了 线性 等 价 于 某 个 形 如 EE 十 
P + Qk T DE XI 的 集合 其 维 数 万 + 2, 这 是 所 需 的 结 娄 ， 
X62 在 P 中 存在 4 


Q) £-0R 421, 

G) £= B 423, 

G) £22R 42g 3 

证 明 立即 由 (3.3.1)，(3.3.3) 及 本 命题 得 到 . Ep r X 
上 为 板 强 , 完 全 线性 系 ID] 给 出 了 * 在 某 个 P+ 中 的 媒人 ,如 果 
n> 3 则 投射 到 P 中 (3.5)。 
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命题 63 设 X 为 Prob ATHE SS ES. Bu 


BYUEEDJIMAIKTAM 426m dti Fj d =é 


证 明 EDHI WN Hi Clofford 定理 (5.4) 知 
dim|D| < I a, 
2 


内 为 X 不 在 任意 平面 内 ,于 是 dim1D1 关 3， 所 以 4 2 6， 另 外 由 
TD, den 28 一 1， 因此 £24 VA 一 6 则 


Clifford 定理 中 等 号 成 立 ， 于 是 或 者 D 一 0 (不 可 能 ); 或 者 D 一 
K, Kir? X 25 =Ë 4 的 典 则 曲线 ;或 者 XX 是 超 央 贺 曲线 , 且 [DIR 
8 的 经 除 子 ,这 也 不 可 能 ,否则 [DI 便 不 能 分 离 点 ， 从 而 不 是 极 
强 的 ， 
下 面 的 结果 是 关于 给 定 次 数 的 空间 曲线 ,其 亏 数 的 界限 ， 
EH 6A Castelnuovo) j& X25 P! 中 4 次 8 元 格 的 曲线 ， 
县 不 在 任何 平面 由， WL 423, B. 


4-412 peio 


qG-D-4c 9 RH. 
Bih HET 4 之 ?， 上 式 中 的 等 号 总 可 达到 ， 而 使 等 号 成 立 的 


证 明 给 出 时， 令 D 为 其 霹 乎 面 载 影 ， 证 明 的 想法 是 对 任意 
aff dim|nD| 一 dim|(n — DD) 的 估 值 然后 再 相 加 。 首 先 ,我 
ITARA PERE D 一 P. 十 … + P, 使 没有 三 个 P 中 
点 为 基线 。 因 为 不 是 的 每 条 基线 都 是 重 割 线 (3.8),《3.9),《 习 题 
3.9), 这 是 可 以 做 到 的 。 

我 们 断言, 对 每 个 (m 1,2,:-*, min(d, 2a 十 1),P; 不 是 线 
ER [aD 一 了 ,一 … 一 了 P,| 的 基点 .为 此 ,只 要 找到 已 中 一 
TrdümnsxGe P. P s 但 不 包公 P， 就 可 以 了 。 事 实 

DEED 


上 ,: 取 ”个 平面 的 并 就 可 以 。 先 地 一 半 面 包 作 Pl 及 P. oS 
其 他 Pi。 这 是 可 能 的 ,因为 无 三 个 P, 点 共 线 。 再 取 第 二 个 平面 
#& P. 及 P. TOREN Pi， 等 等 直到 我 们 取出 的 平面 包含 
了 Pale P; 最 后 余下 平面 取 为 不 包 人 台 任 意 P. HTAR 
i— 1 n 的 任何 i， 这 是 可 以 做 到 的 ,自然 这 时 is 4， 因 为 
总 共 只 有 4 个 P; Ñ. 

于 是 对 任意 ">l, A 

dim.x D| — dim|(n— 1)D| 2 min(4,2n +1), 

这 是 因为 (a 一 1)D 一 sD 一 P, — c — P,, MENRE 
系 中 去 掉 一 个 不 是 基点 的 点 时 ， 它 的 维 数 碱 少 了 !. 

现 取 = 交 0， 将 这 些 不 等 式 从 # 一 1 一 直 加 到 =”， 并 用 到 


dm Di 一 0， 着 令 "一 | 二 (4 一 D | ， 相 加 的 结果 是 


dim|sD| 2 3 + 5 + --- + Gr + 1) + (8 — r)4 
或 者 写成 
dim|uD| È s(r + 2) + (n — (M, 
另 一 方面 ， 对 充分 大 的 # 除 子 wD 为 非特 殊 ， 由 Riemann 
Roch 定理 可 得 
dim|nD| = nd ~ 8, 


结合 起 来 , 则 有 
g&rd— r(r + 2). 


BRREEOHB, EINE rm l4—1, 有 
loas 
s< d + 1, 
#2 为 奇数 则 * 一 二 (4 一 D， 有 
8 了 (4 一 上 一 4 


这 就 是 定理 所 说 的 上 界 ， 


ELE 


dm X — Ae Rr SR. HD 2 2 EZE EE iro f 
-- 步 中 等 号 都 成 立 。 特别 可 以 看 出 dim12D| —8 (E 4 «5,00 
应 小 于 3)。 由 此 我 们 可 以 推出 多 含 在 一 个 二 次 曲面 内 。 事实 上 ， 
KEFEJ 

0... Oe > Or >A 

等 到 

0 — HC 00) > HOP > HO) > 
由 于 dimH(£,(2)) = 10,dimH'(0,02)) — 9 (或 小 于 于 是 
HCF) 2c 0。 因 此 多 含 于 一 个 二 次 曲面 内 。 

最 后 证 明 等 号 可 以 达到 ， 为 此 考察 非 异 二 次 曲面 怠 上 某 些 曲 
线 。 若 4 为 偶数 , 记 4d 一 2s, 取 一 条 《s,s) 型 曲线 ,月 《第 三 章 , 习 


是 5.6) 知 此 次 数 为 d, 54620 9—2 I 一 二 下 一 4 十 工 这 


h X Q 553 —^ :次 曲面 的 完全 交 。 如 果 了 为 奇数 , 记 d 一 2, 
+, 在 8 上 取 一 (s,s 十 1) 型 曲线 ,其 次 数 为 d, FRA 


a= = le dtl 
4 


#641 现在 将 我 们 对 Pt 中 曲线 所 知道 的 一 切 汇 集 起 来 . 
首先 回忆 一 下 已 知 存在 的 各 类 曲线 ， 
G) 对 每 个 d 2 1， 存 在 非 异 的 4 次 平面 曲线 , 且 亏 客 


fd 0-2. 


见 (第 二 章 ,8.20.2) 及 (第 二 章 , 习题 842. 
Cb》 对 每 对 2,5 21, PE P' 中 a, 4 次 曲面 的 完全 交 ， 
是 条 非 异 曲线 ,次 数 d — ab, Sh 
a= T aG rb— 0*1 


(第 二 章 , 习 题 8.4), 
(c) 对 每 对 a,b 2 1， 在 非 异 二 次 曲 画 上 存在 非 异 的 《a,b) 
PHR, 次数 d 一。 十 5，5 格 8 一 ob 一 a 一 b 十 1 《第 三 章 ， 


+ 4172. 


5188 5.6), 

G) 以 后 (第 五 章 ,习题 2.9) 会 知道 ， 若 X 是 二 次 锥 面 台 上 的 
HR UI E, 34 为 偶数 24， 则 X 是 8 与 一 4 Rf 
完全 交 , 故 4 一 下 一 2 十 1， 若 4 为 奇数 2a 十 1， 则 X 的 亏 格 
8 一 到 一 4 BESHAK C) 比较 , 知道 这 些 4 与 8 的 值 部 是 
在 非 异 二 次 曲直 上 允许 的 估 中 。 

$1642. 现在 可 以 进行 P 中 次 数 拟 7 的 曲线 分 类 .。 

4 一 1， 哇 一 的 4 = 1 曲线 为 P 《第 一 章 , 习 题 7.6)， 

d= 唯一 的 2 次 曲线 地 P' 中 的 贺 锥 线 (第 一 章 ， 习 题 
7.8). 

4=3, 这 时 有 8 一 1 的 平面 三 次 曲线 及 8 一 0 的 P tH 
变 三 次 曲线 。 由 (习题 3.4) 知 这 是 天 有 的 可 能 情形 . 

4 一 4。 平西 四 次 曲线 , 亏 格 为 3; 在 P 中 为 有 理 四 次 曲线 及 
攀 贺 四 次 曲线 ,后 者 为 两 个 二 次 曲面 的 完全 交 ( 习 题 3.6)。 

4 一 5、 平面 五 次 曲线 , 筷 格 为 6; 在 P 中 有 以 ec 为 非特 
殊 截 影 , 亏 格 为 0,1,2 的 五 次 曲线 (6.2)， 并 由 (6.3) 知 这 是 所 有 的 
五 次 曲线 。 

4 一 6， 平面 六 次 曲线 , 筷 格 为 10. 在 P^ h, HDA, A 
UOO 为 非特 殊 截 影 的 , 寺 格 为 0,1,2,3 的 六 次 曲线 ,以 及 一 
条 乞 格 PRIER. 它 是 二 次 曲面 与 三 次 归 下 的 完全 交 (6.3)。 

4 一 7。 平 向 七 次 由 线 , 亏 格 为 15。 在 P: HALAU) 为 非 
特殊 截 影 的 ， 亏 格 为 0,1,2,3,4 的 七 次 曲线 且 任 意 的 8 =< 4 的 七 
次 电线 多 为 非特 殊 的 . 另 一 方面 存在 十 非 异 二 次 曲 吾 上 的 (3,4) 型 
邮 线 为 七 次 曲线 , 亏 格 z 一 6， 这 是 七 次 曲线 的 最 大 亏 格 (6.4), 故 
EE e = 6 的 七 次 曲线 必 在 二 次 曲面 上 , 

还 没有 解 鼎 的 问题 是 ,是 否 存在 次 数 为 7 亏 格 48 一 5 的 申 线 ? 
由 (6.4.1) 知 ， 在 二 次 曲面 上 没有 这 种 曲线 。 我 们 从 另 一 个 角度 来 
处 理 这 个 问题 : 给 了 一 条 亏 格 5 的 抽象 曲线 X, 是 否 可 将 它 歇 人 
P^ 为 一 条 7 次 曲线 ? 我 们 需要 一 个 7 次 极 强 除 子 D, B dimiDI 
23, 由 Ricmann-Roch 定理 知 其 必 为 特殊 除 子 。 由 于 “deg 帮 一 


1 


8, «fid D— K— P, WUE dim|D| 一 3。 为 使 D 为 极 剖 , 必 
须 对 所 有 OREXA 
dim|K — P — 09 — R| —dim|K — P| — 2, 
再 由 Riemanu-Rach 定理 、 它 等 于 说 对 所 有 Q.R 有 
dim|P + Q + R| = 0, 
Te SAMAXI Q. PRE, ÉXHUN s, Wl 
dim|P + 0 + R| =0 对 所 有 P,0,R 成 立 。 A—-HEEXE 
— && MAER P, (git Q,R (Ë dim|P + Q + R| = 1, 
AZ. 4⁄5 mima fh x F E| P 内 的 7 KA, SE 
DXX d. 由 《5.5.3) 知 存在 这 样 的 曲线 , 疏 而 次 数 7 亏 格 5 的 
P 中 曲线 在 在。 CAumgUIDUEKEROR PI 中 较 高 次 数 和 亏 格 的 曲 
线 分 类 时 ， 通 这 这 个 例子 应 该 对 其 错 乡 复 杂 的 情形 有 所 认识 . 
图 18 总 结 了 运用 本 区 结果 所 知道 的 ， 书 中 4 次 8 亏 格 曲线 
HETER, EHE a< 10,8 所 12。 进 一 步 的 知识 可 见 ( 第 五 章 ， 
4.13.1) 及 (第 五 章 ,习题 4.14)，。 


12] T 

" = 存在 1 
16] = 不 存在 
s| 

s 
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图 18 P ch 46. g iude 
例 6.4.3 另 一 个 例子 是 考虑 下 中 9 次 ,10 亏 格 的 曲线 XX. 这 
里 我 们 将 第 一 次 遇见 一 种 情形 ， 即 有 相同 次 数 与 亏 格 的 两 个 不 同 
的 曲线 族 , 每 一 个 都 不 是 另 一 个 的 特殊 情形 。 


类 型 | 是 两 个 三 次 曲面 的 完全 区 。 这 时 wx ee.) (第 二 
章 ,习题 8.1) , 必 OX C22 ERR, dimH"(04(2)) = 10. 又 X 为 射影 
KERTA, 习题 G4) ELA HO) 一 PCCr(2)) 
为 满 。 由 于 dimHCOpC2)) 一 10， 得 到 H'C£,0)) — 0, # Xx 
不 在 任 一 二 次 曲面 中 , 

类 型 2 是 非 异 二 次 曲面 上 的 (3.4) 型 曲线 。 这 时 ， 利 用 《第 
三 章 , 习 题 5.6) 的 上 同调 计算 , 巾 正 台 列 

0 > Dol — 3, —6) 一 Do > Or -0 

并 以 2 作 捏 变 再 取 上 同调 , 则 有 dimFCOxC2)) = 9, Am A2) 
为 非特 殊 的 。 另 一 方面 ， 由 于 X 不 能 包 售 在 两 个 不 同 的 二 次 曲面 
中 ,又 有 dimh) — 1. 

因为 上 问 凋 群 的 维 数 在 分 化 下 只 能 增 大 ( 半 连 续 人 性 定理 (第 三 
章 ,12.8))， 可 知 这 两 种 类 型 没有 一 个 是 另 一 个 的 分 化 ， 事 实 上 ， 
dimHX.7,02)) 由 类 型 1 增 至 类 型 2 而 dimH'*e,(2)) Hx 
小 。 

为 证 成 我 们 的 描述 ,我 们 要 证 明 任 一 9 次 亏 格 10 的 曲线 必 为 
上 述 调 类 型 之 一 。 如 时 (2) 为 非特 殊 则 dimH4OC2)) 一 9, 故 
X 必 在 一 二 次 曲面 & 内 。 检验 4 cs ga RETE CO. D), ROGA 
APERT X XS 0 EU). 5 bu e) 为 特殊 ， 则 
多 可 能 在 二 次 曲面 内 【否则 它 就 会 是 类 型 I， 此 时 AO) 为 非特 
FO. 因为 €() 为 峰 特 殊 ( 其 次 数 > 26 — 2), W| dimH%@x 
G) 一 18， 故 有 dimH%.# (35) 之 2。 对 应 的 三 次 曲面 必 不 可 
约 , 履 X 合 在 两 个 三 次 曲 夯 的 交 中 ; 由 于 次 数 的 原因 ,XX 等 于 这 两 
个 三 次 曲面 的 完全 交 , 从 而 X 为 类 型 1。 


习 题 


£a P 中 一 条 1 次 有 理 曲线 含 在 一 个 唯一 的 二 次 曲面 0， 且 必 为 非 异 . 

8-2 P 中 一 条 5 次 有 理 曲 线 总 含 在 一 个 三 次 曲面 中 ,但 存在 这 种 曲线 不 在 
和 任何 二 次 曲面 中 . 

sa P 中 一 条 5 次 、 亏 格 2 的 曲 战 必 全 在 一 个 唯一 的 二 次 曲面 9 中 。 证 


m 


WALKER SH 2 的 钠 象 申 线 , 存 在 到 P' m 5 RAE 0 为 非 异 : 问 时 
e S Ri 5 K i A E Q Jy g SF. 

P ry 9 k. G$ ut 的 曲线 .1 提示 : 证 明 若 有 必 人 在 一 二 次 曲面 
内 ,然后 列 用 (6 .4.1)]1。 

Xx Wh as b k R IBi0g 222 WI X AAE E gk tk miad y 
曲面 上 。 

设 x 为 P h—# 8 08, < f(EG mq. X 4 = 6， 则 
#8 一 3 或 4. 若 4 一 7 则 8 = 5 或 6。 参见 第 二 章 , 习题 8.4 及 第 三 章 、 
2f 5.6, 

Pe LH fry E £ E HEER p 4E — isk RR lk i HERE E R| sk P 中 
GR HUBER EDICOLA RIEN. (RR: ” 考 进 由 曲线 上 一 点 到 
P' 的 投射 .] 

亏 数 8 的 曲线 六 ， 有 一 个 4 次 非特 殊 除 子 D 使 1D| 无 基点 当 且 仅 当 
424i 
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第 五 章 曲 面 


本 章 昆 研究 代数 出 面 的 一 个 引言 。 它 包 依 有 关 曲 面 上 的 几何 
及 则 而 和 而 的 双 有 理 变换 的 基本 内 容 ， 我 们 也 雪 处 理 责 个 特殊 的 曲 
ri. BD Er Scip P pir dese — dam. TECTA T EUR 
T-— iem BE Bt2T Hag ed c. 

AR S kf D ERE E A: 2. IS ft: t 8 E E @&, iE Mum- 
ford?!, Zariski"? , Shalarevich?!, Bombieri 及 Husemaller 这 些 
x. RIRA $6 (pip (Le HE DE ga Tiy 38 RA he ETE 
其 他 场合 中 去 处 理 。 

第 15345 节 是 一 般 帐 的 内 容 。 SX EURHUTIRUR T eg ERSARTE 
理论 并 证 明了 Riemana-Roch 定 理 ,作为 应 用 ,给 出 了 Hodge 指数 
完 理 及 强 除 子 的 Nakai-Moishezoo 判别 准则 .在 $3 中 ,研究 了 在 
单个 的 独 异 变换 下 ， 即 贝 开 -- 个 点 时 ， 曲 和 面 及 共 上 条 的 曲线 的 行 
为 。 然 后 在 结 中 ,我 们 证 明 双 有 理 态 射 分 解 为 独 异 变 洲 的 定理 ,并 
还 要 证 明 第 一 类 例外 曲线 可 收缩 的 Castelnuovo 判别 准则 ， 

在 第 2 节 中 , 讨论 了 直 .这 电邮 线 放 提供 了 有 力 的 手段 ， 
密 相关 .后 时 ， 
ftiit; C 上 的 秩 2 局 部 自由 层 之 问 也 有 紧密 联系 ， 
结果 ， 我 们 也 得到 曲线 上 这 类 局 部 自由 层 分 类 的 基 


因为 直 纹 面 的 许多 性 质 与 底 曲 线 上 的 共 些 线性 系 ; 
曲线 C 上 的 
从 而 作为 附 
些 知 识 。 
在 第 3 节 中 ,研究 了 P chio dSe — dott Ex E ud Eg 
的 27 条 直线 .将 这 种 曲面 表示 为 P 对 6 个 点 的 胀 开 时 ;研究 三 次 
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我 们 首先 研究 曲面 的 内 效 几 何 。 曲面 上 一 个 除 子 是 曲线 的 
和 ,因此 (由 于 没 计 一 个 朱 影 履 入 ) 谈 论 除 子 的 次 数 毫 无 意义 ;这 与 
曲线 情形 不 辣 。 然 而 我 们 却 可 以 谈论 曲面 上 两 个 除 子 的 交 ， 这 就 
引出 了 相交 理论 。 曲面 的 Riemann-Roch 定理 给 出 了 一 个 完全 
线性 系 1D| 的 维 数 与 曲面 上 革 些 相交 数 之 癌 的 联系 ， 而 这 个 维 数 
实质 上 是 个 上 同调 不 变 鱼 ， 像 曲线 的 情形 一 伴 ， Riemann-Roch 
定理 是 对 曲面 所 有 进一步 研究 的 基础 ;对 分 类 问题 尤 式 如 此 ， 

KAIRE, im MADEE AAR A EAE 
RHEEN EE SEE T pop MC ERES 
ERC, Mog BR R0 IEEE RA. din F0 — ii g Eds 
上 的 任 一 有 效 除 子 。 特 别 地 , 它 可 以 是 奇异 的 ,可 约 的 ， 甚 至 可 以 
有 重 分 支 。 一 个 点 是 指 一 个 用 点 ,除非 另 有 声明 。 

设 闵 为 一 申 面 。 我 们 相对 六 上 任 两 除 子 C, D 这 样 来 定义 粗 
ZË C.D, 使 得 它 是 (第 一 章 , 习 是 54) 及 (第 一 章 , $7) 中 定义 的 
相交 重 数 的 推广 。 cs DEX LBS, pe CND 是 C 与 D 
的 交点 ,我 们 称 C 与 D 在 P 模 堆 相交 是 指 C 及 DD 在 P 的 局 部 方程 
Í 及 8 生成 了 Crx 的 极 大 理想 mr。 附 带 说 一 句 , 它 也 表明 了 (5 与 
DIEP RRES, KERA f ERT PE Oe Orie) 中 
HRAFN B thinkt. 

inc R D 30828 E EH, Ç (58 8 IE ET # B 4 AR 
Pac Pu RAIRE, zi C. D W KE r. 所 以 我 们 将 这 
个 条 件 作为 出 发 点 ， 向 时 加 工 相 交 双 线性 侦 应 该 满足 的 一 些 自然 
性 质 来 定义 我 们 的 粗 交 理 论 。 以 DivX XERA TAR, 
PicX 表示 可 逆 层 的 癌 构 类 群 ， 它 同 构 于 除 子 群 对 线性 等 价 的 商 
群 


PMET C DU CD ENEE: 
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G) ÉcEDXCESHBA CI, Biz WO CDSCA 
D),R CND rd 


C.D. 
证 明之 前 ， 需 要 一 些 辅助 结 只 。 我 们 的 主要 工具 是 Bertini 
定 再 ,我 们 用 它 把 任 一 除 子 ,在 线性 等 价 下 表示 为 非 异 曲线 的 差 。 
引 理 12 设 Cac. KASPA Akas 了 为 一 极 


ones cames. MN 

证 明 利用 极 强 除 子 D, 将 处 嵌 人 到 射影 空间 P^. 然后 同时 
X Rifit& C,,---,C, 运用 Bertini 定理 (第 三 章 , 8.18) 及 (第 三 
章 ,7.9.1)。 由 此 推测， 大 多 数 D'e `D| 为 对 中 非 异 曲线 ,并 且 
GAD 为 非 异 , MER | 的 一 些 点 ， 这 表明 C, 与 D' 横 截 相交 . 
由 于 我 们 并 设 有 假定 C, 为 非 异 ,需要 用 到 (第 二 章 , 8.18.1). 

引 理 1.3 iE COD X EAR ETEESE dick Do E 3C 
REESE M 

"e ND) = deg.(%(D)@@<—). 

证 明 自然 ,这 里 s#(D) RAUT DNET, 
$7), deg, 代表 可 逆 层 LDA: TEC 上 的 次 数 (第 四 章 , 41). 
利用 (第 二 章 ，6.18) 的 事实 , El (一 DD) 是 了 在 X* 上 的 理想 层 ， 
因此 以 £c REBR, A EARN 

0 — &'(—D)86, — Oe — @cas —0 
其 中 CND 这 里 表示 概 型 式 相交 。 因 而 ADDA: RC 上 对 应 
于 除 子 Cn 的 可 逆 屋 。 由 于 相交 是 槛 截 的 ， 除 子 C 门口 的 次 数 
iE REESE A88 EGECCO D). 

《1.1) 的 证 明 ” 先 证 唯一 性 。 取 定 X 上 一 个 强 除 子 H. 给 出 X 
EBERT. CD. TAREE n > 0, £ C + nH, D + nH Ë. 
nH 全 为 极 强 除 子 。 实际 上 ， 首 先 选 取 划 之 0 使 (C + kH). 


EL 


AO + AH) 及 OH) 企 为 整体 截 影 生 或 。 由 强 层 的 定义 (第 
—#, $7) 这 是 可 能 的 。 然 后 选取 1220 *biH AKELE, 
7.6), Hü = 一 点 十 上 FBE C 十 aH, D + n 及 nH 全 为 极 蝇 
(第 二 章 ,习题 7?.5), 

现在 刊 用 (1.2), 选取 非 异 曲线 

C'e !€ + aH]; 

De | 十 afHl， 且 横 藏 于 C 

E'é |aHi, BW D'; 

F'é|nHi, HARF C 5 E', . 

于 是 ，C~C' 一 E', DxD — F', tesi (1)—(4) 的 性 质 推 
出 
C.p= &CC'TOD') — CC'OF') - HEAD) 
+ #(FE' Q F). 
这 表明 任 两 除 子 的 相交 数 完全 由 (1) 一 (4) 所 决定 ， 故 而 相交 配对 
Ee -- 的 。 

至 于 存在 性 ， 我 们 采用 同样 的 方 窟 并 检验 其 每 一 项 都 是 意义 
明确 的 ， 简 明 起 见 ， 我 们 分 钠 步 进行 ， 令 PED 为 极 强 除 子 
KES., TE, EA ,也 就 是 说 任 两 个 极 强 除 子 的 和 仍 是 极 强 . 
对 于 CDEP, EXHAR C.D 如 下 ; 由 (142)? 选 取 C elc] 
为 非 异 ,选取 D'e 1D| 为 非 异 且 横 薇 于 C. 定义 C.D= 旧 (Cn0 
D), 

要 证 明 这 个 定义 是 意义 明确 的 ,首先 固定 C' 并 令 De |D| 
为 另 一 条 非 异 曲线 并 横 截 于 C'。 于 是 由 (1.3) 得 到 

3 (C 0D') — deg  (D')G Os, 
KD ARMIER. ED ~D, #& Se (D) = SP (D'). TR 
3C OD) 一 4(C O0 D').. Bib Brings 5 D MERER. 
现在 假定 C"e |C1 是 另 一 条 非 异 曲 线 , 由 于 刚刚 证 明 的 结果 ， 可 
URED 与 C R C” 都 为 横 截 。 于 是 , 限制 在 曲线 D' 上 的 相同 
论证 ,给 出 了 #CNDY 一 dECC" np. 

现在 我 们 有 了 一 个 意义 明确 的 配对 锌 x go Z, 它 显然 是 对 


se 


称 的 , 症 由 定义 它 仅 依赖 于 陈 于 的 线性 等 从 类 ， 双 由 (1.3) 知 它 是 
可 加 的 ,这 是 因为 有 SI CD 二 D) = S (O88 (DD 而 在 曲线 
上 次 数 是 可 加 的 。 最 后 从 构造 本 身 就 知道 $ x $ 上 的 这 个 配对 
满足 条 件 (1). 
来 对 整个 DivX 定义 相交 配对 。 设 C，D 为 任意 两 个 除 子 . 
于 是 像 上 而 一 伴 , 可 以 写 为 C~C' 一 E, DoD 一 Fr， 其 中 Cs 
D'E,F 全 企 币 中， 我 们 定义 
C,D-—C.,D—C,F-—E,D-E,F, 
Win, PRDEGEDSAMUREUCA Ce C" 一 E", Hh C" E” 也 
E INE 


C E”< C” + E, 
于 是 由 第 上 配对 的 已 知性 质 得 人 
C'.D' + E".D' -C.D + ED 
同样 以 F' RED ERX. AKHA CD 的 两 个 表达 式 
相等 。 这 就 表明 相交 筷 对 C.D 在 整个 DivX 上 意义 明确 . 

由 和 构 选 及 第 中 相应 性 质 可 知 这 个 定义 满足 条 件 (2), G), 
(0. &TAHCORSIERI-RCLDARIDLT, 证 毕 。 

纲 在 相交 配对 忆 经 定义 了 ， 要 是 再 有 个 办 法 ， 不 需要 移动 曲 
REDIRE, RAT. 2 CD 为 无 公共 不 可 约 分 支 的 曲线 ， 
Pk CND， 我 们 定义 C 及 DD 在 P 的 相交 重 数 《C.D)s 为 Ond 
(o AIEE, Ern ja e 26 C. D TE P JE SEIN CR $33 1 
5.4), ABE k FJ Ek Z IUD AE HAEL 

命题 1 4 设 C 及 是 X 上 无 公共 不 可 约 分 去 的 曲 烧 ， bil 


c.p= F (C.D) 


PEND 


证 明 ” 像 (1.3) 的 证 明 -一 样 , ICD) 六 相应 于 D 的 可 逆 层 。 
则 有 正 合 序 列 
ODBO — Pc —> Cenn 0, 
其 中 CAD EDER, <S COD 的 点 ， 且 对 任意 这 种 点 
P, RERED k R Ord G g). Ate 


+416. 


dim HAX, Aen) = $, (c.DY. 


PECADO 
An AUBL REANG ERREI RARA H, (PRI 
dim H'(X , Bero) = UDe) — KL (—D)@@,), 
gue FB. ME Z, U 
LUF) = X—lYdim,H'(z, 5) 

AR. Euler 示 性 获 (第 三 章 , 习 题 5.1)。 

这 就 表明 表达 式 XC. Py, DUAE Dif ME SOR. 由 
对 称 性 ， 它 也 仅 依赖 于 C 的 线性 等 价 类 。 将 C 及 口 换 为 非 异 曲线 
RZ ,并 如 (1.0) 的 证 明 中 的 那样 ,使 它们 相互 横 截 , 则 可 看 出 这 个 
量 就 等 二 (1.1) 中 定义 的 相交 数 C.D. 
BLAT ADARE HEET, 可 以 定义 自 认 数 D.D, 
BELUD HR BxcfamibsdA URERA BU 
计算 自 交 数 C?， 必 须 刊 用 线性 等 价 ， 然 而 由 (1.3) 知 ,C= 
deg (Z (CYA). 重新 解释 这 个 公式 . 注意 到 ， 由 于 C 在 X 上 
(SPERA ker C 0) CR Lie, 6.18), 我 们 有 SS = se(— 
C)B€.. 因此 LODA. WM AREE ARD Nex 即 
Homx (271^, Oe) (第 二 章 ,89), 因而 得 到 C 一 dege PM cr. 

例 142 HX — P. Hj PIX e Z, RERNE ADAE 
UE.  VDUSERIA B 2 01945 SA ELRERCR IUD FEAR Z 
EN h P = 1. 由 线性 性 质 ， TE TP ?上 的 相交 配对 .网 此 ,者 
C, D &2) n, m if £, d C — nh, D—mk, FÈ G.D = am, 
# c KD Ark, EL G.430 586822 EORR, Dif 
得 到 了 Bezout SEJE CSS — E, 7.8) RO TERR 

例 1.4.3 ix P 中 的 非 异 二 次 曲面 ， 则 PieX e ZZ 
(第 二 章 ， 66.1), RO ORES ! 50, DWAR n JERE, E 
们 各 属于 不 同 的 族 ， 因 为 属于 同一 族 的 两 条 支线 为 交错 ， 而 在 不 
闻 族 中 两 条 直线 交 于 一 点 , 故 I = 0, m = 0, Im 一 1。 这 就 定 
dV X EUCHD EUM, iin C Ca, b) El, DA Ca, 57) 型 , 则 
C,D mab + a'b, 


TES 


例 1.4.4 利用 自 交 数 ， 可 以 定义 曲面 的 一 个 新 钓 数值 不 变 
量 ， 令 Ou, 为 Xk 的 微分 展 ，wx 一 Au, 的 典 则 层 , 即 第 二 
E, 第 8 节 中 的 定义 。 对 应 于 ax 的 陈 子 线性 每 价 类 的 任 一 除 子 
帮 称 为 一 个 典 刚 除 子 ， 则 典 则 陈 子 的 自 交 数 K 仅 依赖 于 无 .例如 
X= P, K = —34, M| K = 9 EX 0 edi 3) RE K 26 
(—2,— DERRE 8.) dt K: — 8, 


KOBXIO RUNE, H 
2g—2-—C.(C + K). 
证 明 BECIE, 8.20) 有 we e ox CDA ac 
的 次 数 是 2g — 2 CREUSE, 1.3.3) 另 外 由 (1.3) 有 
degeCor BLTIBO) = C.C + K). 
例 1.5.1 xp Hla Es SRI RA OE SETTE. (Un 
C 28 P: cfi d 次 曲线 , 风 


1g— 2 —d(d— 3), 
所 以 setu )4—2). BMA ESE 84, 


例 1.5.2 ic X C lm Ei Ca, 5) 型 曲线 ， 则 C 十 是 为 

(a — 2,5 — 28%, ik 
2g— 2 = a(b — 2) + (a — 2)5, 
所 以 g= ab- a— b + 1， 参照 第 三 章 , 习 题 5.6。 

HEZE Riemann-Roch 定理 。 对 曲面 X* 上 任意 除 子 D, $ 
KD) = dim, H(X, (DP). TE KD) —-dimlDI 十 1， 其 中 
1Dl 是 D 的 完全 线性 系 。 定义 剩余 最 (D) 26 dimHCc V (D), 
之 所 以 采用 这 个 术 活 ,是 因为 在 上 同调 理论 出 现 之 前 ，Riemaon- 
Roch 公式 仅仅 写 出 了 D) 5 KK — D), 而 剩余 量 是 公式 不 
成 立 的 计量 。 再 回想 在 (第 三 章 , 习 题 5.3) 中 曾 定义 六 的 算术 亏 招 
p, = XO) — 1. 

定理 1.6 (Riemana-Roch) $D EIB X EGER, Ml 


(4285 


* KD) — $(D) + KK — D) 
ADD- K) +I pu 


证 明 由 Serre XRCE S, 175 
KK — D) 一 dimH% Xx, L (DY Bar) = dimH(X, L (D)). 
E Z Emak Euler 示人 性 效 , 故 而 我 们 必须 对 任意 刀 证 明 


XS (D); 一 1 D.(D— Ky í + pa 


ËF Y Rh R T D BTHRTESE (EAR, 萄 可 像 (1.1) 中 一 样 ， 将 DD 
写成 师 条 非 异 曲线 的 差 C 一 E， 计 算 如 下 。 因 为 C，E ii Rif R 
BALC), L (E), CALC) 张 基 积 后 得 到 正 合 序列 

0— Z(C—E)-— (C) (C)9O0,—0 
k 

0 Or (C) V (C)@@c — 0, 

由 于 X 在 短 正 合 列 上 是 可 如 的 (第 三 章 , 习 题 1， 有 

K(S (C — E)) = O + LCBO) 

— X(s€(C)@O,). 
由 p, 的 定义 得 到 XO) 一 1 + pe。。 利 用 对 曲线 C, E 的 Rie- 
inann-Roch FACENA, 1.3) 并 用 (1.3) 求 次 数 得 到 

KHLCOBO) = C' + 1 — gc 


及 
X(%(C)@@,) = C.E + 1 — ge 


最 后 利用 (1.5) 计 算 cC 与 E 的 亏 格 : 
scm LC0C+K)+1 


£l EQ 


将 这 些 结 合 起 来 便 得 到 所 区 的 
ULC — E)) = r= E).(C — E— K)+ 1 + p.. 


+ 4295 


注 1.6.1 还 有 一 个 公式 ， 有 了 时 也 看 作 Riemana-Roch 定理 

的 组 成 部 分 , 即 

11 + p) — Kc e, 
Hire fX KRRB, KE X Grothendieck-Hirze- 
bruch-Riemann-Roch 定理 的 稚 沦 (附录 A, 4.1.2), 

作为 Riemann-Roch 定理 的 应 用 , 我 们 要 证 明 Hodge 指数 
定理 与 Nakai Kiai TO EE RC. 

注 1.6.2 dERXUUEG E, uB fim CRET ARA 
Wer H, MEH CIHGLHCSTfEm HE HE K À TF C BJ 
dE CI L2), SUE, CESEN, EMi, TREX E 
M, C.H IJ H ti FHR E pk f zk Wa BU fE RR. 

引 理 17 ZH AURIX BORD E 则 存在 整数 ,wm， 使 


dh ex Ls Serre P us 任 一 + D 有 dim Hot, 
L(D)) =K — D), # (K—D)z0, WAT K — D 为 有 
效 ;, 从 而 (K— D).H > 0, DI D.H < K.H. ifi x= 
K.H 就 得 到 

ELI 这 个 结果 而 以 看 作曲 线 半 的 一 个 结果 在 曲面 上 的 
Ate. MERE, FIER m (BH 28x 一 2) 使 得 当 degD > m, 
PEY HX, €(D)) — 0 (第 四 章 , 1.3.4). 

*L8 gn. SLE DART, BUE D.H > 0 及 


FB 对 2D 运用 Riemann-Roch p HT D.H > 0, M| 
对 sp O, HosD.H >m, WE), KK — nD) 一 0。 因为 
(nD) 20, rH Riemana-Roch ^] 


KaD) > + yp —- 5D, K -F 1-- pa 


HF D 0.3 a0 右 端 可 充分 大 , 即 当 a — oo M 10D)» 
co。 特别 屯 对 所 有 «0, nD XAA. 
定义 ”曲面 X 上 一 个 除 子 D, 如 果 对 所 有 除 子 E 成 立 D, E= 
ETE 


0, MIER D ik 
E WE D — 


f 价 于 零 ， 记 为 D = 0， 如 果 对 任意 两 个 除 子 力 ， 
=0, DRE IKAT IX D = F. 


“证明 VERE, D». SEARRE, # p'>0, + 
H =D+ nH. 如 同 (11) 能 证 册 中 一 样 ， 对 s> 0, RU H' 2658 
B. X4 D.H = D' RO, ÉU3D.X m > 0 f mD 为 有 效 
除 子 的 结论 。 于 是 便 有 mD H > 0 (HE Hat n T P XL SERE 
RADA D.H > 0, SIUGF IB. 

inf D'—0, 由 D0 (fS, TARER T EG DES 
9. DL E' = (HE — (EDH BRE, EPIRI E.H 一 
0， 现 在 设 D' — xD + E. TE D.H — 0, D” —2aD.E + E, 
因为 D.E = 0， 适当 选取 ne Z 可 使 D"20,. TEX LA 
论证 用 于 D, KEEPA. 

注 1.9.1 我 们 解释 一 下 定理 标题 的 意思 . 设 PiX X) PicX 
中 数值 等 价 于 霉 的 除 子 类 的 子 群 ,并 令 Num X — PicX /Pic* X ,显然 
相交 配对 透 导出 一 个 非 退 化 双 线 性 配对 Num X x Num X — Z, 由 
Néron-Severi 定理 (习题 1.7) 可 以 推出 NumX 是 有 限 生 成 自由 
Abel 群 《也 可 见 《 习 题 L8), — 故而 可 义 郑 虑 R 上 出租 空间 
NumXQzR 及 其 上 诱导 的 双 线 性 形式 ，Sylvester 定理 《Lang 
D2, XIV, 2, 365 页 ]) 说 ,这 样 的 双 线 往 形 式 可 以 对 角 化 ,使 在 对 
ARERI, 3EB 十 1 的 个 数 与 一 ! 的 个 数 痢 是 不 变量 ， 这 
两 个 数 的 差 称 为 这 个 双 线性 形式 的 符号 差 码 指数 。 在 这 个 意义 
下 (1.9) 是 说 对 角 化 了 的 相交 配对 只 有 一 个 十 1， 它 对 应 于 万 的 
某 个 (实数 ) 倍 ,而 其 会 的 全 为 一 1。 

例 1.9.2 在 二 次 曲 而 XC1.43) E, TRHA, DON, D 
(0,—08, M 太一 2, H.D=0, D'- —2, B D, H EE PicX 
的 一 纠 基 。 这 时 数值 等 价 于 零 的 除 子 是 0, 故 Picx = NumX, 在 
NumX@zR 上 的 配对 由 基 (1/W 2 )H， (1//2 D) 所 对 角 化 。 

定理 1.10 (Nakai-Moishezon 判别 法 》 Bux. ERF D 


EXE 


€ 0, 

证 明 VEERA HAED WWW T, MARA m, 
mD 为 极 强 ， 这 时 D! 便 是 相应 嵌入 下 XX 的 次 数 ，mD.C 是 C 的 
次 故 , 它 们 都 必须 是 正 数 (习题 1:2). 

反之 ,假设 D'0 且 对 所 有 不 可 约 曲线 C 有 Dco 设 
情 是 多 上 一 个 极 强 除 子 ， 则 六 可 用 一 条 不可 约 曲线 代表 ， 由 假设 
D.H > 0 [X Iz (1.8) E BIA AE m > 1, 倍 除 子 mD 有 效 Fi mD 
代替 DP， 可 设 呈 为 有 效 除 子 、 于 是 我 们 把 看 作 X 上 一 条 曲线 但 
它 可 以 是 奇异 的 ,可 约 的 , 非 既 约 的 . 

现在 令 % = UD) RUZA SA OC, 在 概 型 DD 上 是 
BR, ARREA 红 四 Co .在 承 约 概 据 Dua 上 为 强 层 就 可 以 
了 (第 三 章 , 习题 572). 0 £. Du 是 不 可 约 曲线 C1,……, C, 的 并 ， 
则 只 要 证 明 ££ OA 在 每 条 Ci 工 为 强 层 邑 可 (第 三 章 , 习 题 5.7) . 
最 后 ; 若 f: Ci 一 C， 为 C, 的 东 现 化 , 则 只 须 证 明 IO OU) 为 
ë, 上 强 层 ， 这 是 因为 了 是 有 限 满 态 射 (第 三 章 ， 习 题 5.7)， 然而 
degf*(Z@@<-,) EE D.C, > 0， 这 是 因为 可 以 将 Z 表 为 两 条 
非 异 曲线 的 甜 ， 其 中 每 条 都 与 C BEEZ, M I 保持 次 数 不 
变 。 由 于 次 数 这 时 为 正 数 ， 此 层 在 非 异 曲 线 C. 上 为 强 (第 四 章 ， 
335. HE, Z QO»o f D tF. 

下 面 要 证 明 对 ac» 0, Z1 APARER. RUH IE PPI 

0 Z — @,— OV 

以 S 作 张 量 积 ,其 上 同调 正 合 序列 为 

0 — HX, L — HL ,*) — HXD,Z'@@,) — 

HX) HUE) o (D, LDO — on 
由 于 €«G€,4D ERE. 20m HO,Z'Qe)- 
0-3, 5.3)。 因 此 对 每 个 a， 

dimt (X, "Y < dimH'(X, LD, 

因为 它们 是 有 上限 能 向 其 蔡司 ， 这 些 维 数 最 终 必 相等 。 所 以 对 所 有 
n> 0, pu 


ETE 


HX, HL) > H'D, S/O) 
Ju. X HT LOE 在 D 上 为 强 , 民 到" 多 Oo 对 所 有 n> 0 
为 整 乐 项 影 生成 。 刚 才 已 证 明 ， RERET L° EX Ei 
EE. Éh Nakayama 引 理 ， 红 的 整体 诊 影 生成 D 中 每 点 的 
EX. 然而 红 一 红 (D7， 它 的 截 影 只 能 在 有 上 为 堆 ， 故 s 处 
处 为 整体 截 影 生成 ， 

取 定 一 个 = 使 Se" 为 整体 截 影 生成 ;因此 得 到 一 个 由 SE 
义 的 态 射 p:X — P" 《第 二 章 , 7.1)。 下 面 要 证 态 射 ? 具有 限 纤 
Ht. MERA, 就 夺 X 上 在 一 条 不 可 约 曲线 C 使 pc) 一 一 个 
点 。 这 时 ,在 P* 中 取 一 个 超 平 面 不 经 过 这 个 点 ,于 是 便 有 一 个 有 
HIET E ~ nD 满足 EXC 一 2, 因此 E.C — 0， 这 与 假设 
D.C > 0 对 所 有 C 成 立 相 了 矛盾 。 愉 而 P99 具有 有 限 纤维 . 

于 是 作为 Sein 分 解 定理 第 三 章 , [1.5, 的 推论 , p 实际 上 是 
有 限 态 射 (第 三 章 , 习 稻 1!.2)。 故 由 第 三 章 , o1 77, p COCID) 
一 =" 为 XX 的 强 层 ,由 比 推 得 DD 为 强 陈 子 。 证 毕 。 

例 1.10.1 在 二 次 曲 量 X 上 (1.4.3)， 有 效 除 子 具有 (a,5) 型 ， 
其 中 a,b 20, dd (0,0) OKREA SARA a= D.(1, 
0)2 0, b= D.(0,15 22 0( 第 二 章 ,7.6.2)。 这 时 条 件 D.C > 
Ü 对 一 切 非 异 曲 线 战 立意 味 看 D: > 0。 但 是 Mumford 有 个 例 
子 ， 说 明 存 在 曲面 X， 它 上 面 一 个 除 子 品 对 一 切 不 可 约 曲线 C 满 
E D.C>0, 但 Dr 一 0， 从 而 DD 不 是 强 层 ， 见 HarcshoraeT5， 
I, 10.6], 

Mumiordal。 Riemaun-Roch zEHATUERLÉUTTAEBEME Serre[7, 第 
IV&,No.8], Hodge HRUE MYJER JAT Grotheadieck| 2]. 强 除 
子 的 这 个 判别 法 归于 Nakai[ 1] 及 与 他 独立 的 Moishezoo[1], Æ 
于 更 高 维 情 形 下 的 相交 理论 与 Riemann-Roch 定理 可 见 附录 A. 


习 题 
Li de ?为 曲面 关上 两 个 除 子 * 其 对 应 的 可 逆 层 为 sn, EA 


EP 


CD = X(0z) — X(&7*) — Kp) + XL Qu^). 
2 HAE x E-— RT, HO FI IRA X CPI. mH xd 
Hilbert 多 项 式 (第 二 章 ,习题 (5.2) 写 成 


* bz) pe ba es 


证 明 e = Ht, bm LH Lo m RB REHIOICRHESHBAUSIS 
8 ¿= 1+ pa, Fl: x (EPI ch CER RS 第 7 节 所 定义 的 ) 次 数 
ER, BEES cC AX HERR MC 在 P 中 的 次 数 从 为 <. 


.3 四 亿 (第 三 章 ,习题 1.3), 一 维 射 依 概 型 了 的 算术 亏 数 定义 为 ps = 1 一 


C00) 
(2) 大口 是 曲轴 x 上 的 有 效 除 子 ,利用 CL.) 证明 2p: — 1 = D-(D + 
&), 
(5) (CD) GURIAT D E x KRESNE. 
(6) EMALIA LERT D 定 义 币 算 术 亏 格 为 同一 公式 2p 一 
2 一 D.CD + Ky CHDOSOERRCEH CREEK BO. 证 
阴 对 任意 两 个 除 子 c，2 我 们 有 

pB(—D)-nDn-—p(D)*ài 


R 
PC + D) = (C) + pD) + C.D — 1L 


L4 G) H P'ch— 4-2 killi xea ARR c = P', Ug C: = 1 — 


4. 
(b) BÆ Chark — 0, FAHER 421, 在 巴 中 存在 4 次 非 异 曲 面 
区 包含 了 直线 - = y = 0. 


1.5 (a) jR xA Ph 2 Bm, K — ¿(4 — 7, 


O) É X ENF hou e 的 非 异 曲线 的 积 * 则 K: = Ce 一 Dx 
(g'— 0. £RCR- 3.218 8.3). 


r6 (a) HCM eI EANN ACC x C RARR a = 2 一 


2g〔 利 用 (第 二 章 ， $4) 中 Qc 的 定义 )。 

(b) 4E 1 = C x {一 点 js mm 二 (一 点 /xC. S l 证明 D m, a 
在 Num[|C x C) 中 线 优 无关。 因此 Nuat x C) BS É 23, 特别 
Pic(C x C)ssptPicCebprPicC, 28 =Z, 习题 12.6)，( 第 四 章 ， 
Sif 4.12). 


va GPS E. DOCU, MEERE Seeds RIE 


OE ELES 


CT x EI IF SE hÚ T fF 


fet'a FERT FUROR CREE X x T 
GA XH CEU 0, 1 < T 


Da amta TRUE LEARE i KARAI 
ANIRE D. D's WET DEREM D = D.D... Da = D, g 
得 对 每 个 192,43 Din HERAF VRD, D A 

(a) 证 明代 数 等 从 二 MATA Diet 的 于 多 
Cb) 证 摧 线 能 等 价 的 除 于 必 为 代数 等 价 。 | 提示 AUR Gm 
主 除 于 ;考虑 X x P! LAERT GEL). FUB ew Pieds 
LA 

(O ARRE UH OE tt. (R: HARER 9. iQ. 
HSTHEURERT: H D, DARESI D.H = DLH, ) 

E Néron-Severi sE RUBIA EE RTO ER 352029 (TUERI Abe 
fb. AMBIA Neron-severi i, de CANER RRES NER 
iE, RAFACH 1.8) 的 证 法 ， 对 任意 特征 的 域 午 ， 其 还 明 可 多 
Lesung 及 Néronttl, 进一步 的 讨 淮 可 见 Harishorre™h 由 于 NumX IE 
Néron- Severi 群 的 商 忆 ; 从 而 它 也 是 有 限 生 成 的 :是 为 习 由 Abel Et, 
因为 由 构造 知 其 无 搁 . 

1.8 KOPRGEGIMS. XH X ERED IRR OR, SIBI 4.5 的 
MA Pix HX, 00 RREZE, 8 2-46 的 层 同 在 dlor: es 一 ， 
De, 定义 口 能 回 枚 关 AD) e Hi(X，Dx)， 于 是 得 到 群 同 态 c Pix 
HOGA, AH, di Sere HAREE, 7.0, F'OGS0) SB 
CB GT HE B IRI A 

GOHUG9) x H(X Ajk, 
(a) VERG A XUREERRAT SIE 2:Fa xk, CORRER LER 
+ D, E, £ kh fr 

44(D), E) = (D.E) 1, 
[提示 : 化 为 D，5 AESERI AERE IG. BAZ re RR 
S} eiPicD—H'CD, Do) 并 利用 第 三 之 ， 习 题 7.4 GAR: 在 HD, 
20) 与 《的 自然 同 构 不 4 (-- 点 ) 威 为 1.] 
(8) # Ched — 0, XU HCX, 2x) 为 存 限 维 向 量 字 间 这 一 事 科 证 
WD NamX 为 有 限 生成 的 自由 Abel P. 
1.9 (0 EH SEE XE- AT, D ME RI TUE 
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(DP) «(D B, 

(h) 现在 设 X 为 两 曲线 的 积 X =C, mol(&)xC, tacx 
Ün). MX EEGECR D, & em DL, b = Din, WEEDS Cas b) 
9, EDA (a,b) 7.2.50, VW] D'«aob, 
ESSE CS JE Ede I.E 0 二 HH + om, | 提示 :证明 H = br + am 
为 强 层 并 过 用 (3)。 这 是 不 内 式 是 由 Casttlnueva 及 Severi EUM, 
UU Grothendieckt?, | 

130 曲线 的 Riemaon 狂热 类 比 的 Well ipd. 1B c AREH WN E 
F, EAD SEL M NOCHE 0 MAN. HÚ N =i- a+ 
4 其 中 Jalsa. 为 证 此 ;我 们 样 < 着 作 F. RARE k Eit 
曲线 ， 设 FCC DiR e REIO A RPE Etobeaiuy deg. 因为 上 证 
XEF, E RAE FI EX K XX (DUE 14.3. 2 rE 
Cx CN fP, acc x C Xx. wl r' -u(2- in 

然后 的 (习题 1.9) HEP. D = rr + sa, IR r :为 也 有 
BEMAR. CASIMIR LUI C, 1d 5.7). 

1.14 BEX PS Num X 为 有 限 生 成 的 曲面 (如 果 承 认 Neron-Severi EA 
是 1.2), 这 就 是 任意 曲面 》。 
(GO E HÀ X EER f, deZ, iA D-H — 4 HAART 
数值 等 价 炎 集 是 个 有 限 代 [提示 :利用 从 各 公式 及 不 可 结 t Ho 89) 
B0, EART NomX jA LOS Gru eet gf] 
Q) igc XR 2 2 的 由 线 ， 并 利用 (4) 可 开明 < 的 自 同 构 群 为 有 
限 。 证 法 如 下 : 给 出 C 的 一 个 自 民 构 4， 售 "EX = CxC 为 其 图 
多 ,首先 利用 # > 2 时 auo BRECHA L.S =a, Ml 
r= 人， 然后 利 月 (z)， 参 网 (第 四 章 习题 2.5)。 

132 设 吕 切 曲面 X 的 一 个 强 除 子 且 D =D, EAD 也 为 强 除 于 。 但 试用 
P PEA S DS ELTE D REIRA. 


r.a = N. 


2 BH £ IH 


Arch, Bec BER A f pedi m RU EE m ,来 说 骨 第 1 
他 中 讨论 过 的 某 些 一 般 概念 .利用 曲线 论 中 一 些 结果 ,我 们 可 和 有效 
她 掌 滥 这 些 则 面 ， 并 能 相当 清晰 地 描述 它们 以 及 在 其 上 的 则 线 。 
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JEHYCB (6 RE i, P 9 — Eq 。 并 给 
H—SgIT. KUR BE B GE ROS DUE r BEER 
的 详细 描述 ,还 要 决定 任意 亏 格 的 直 纹 面 上 的 强 除 子 ， 

定义 JL URDU PUER BUR X MEA 
-AICEA C 的 满 态 射 +:X 一 C， 使 得 对 每 个 点 EC, 
HH x, 同 构 于 P HR. 具 有 一 个 截 影 ( 即 一 个 态 射 9:C — x E 
zr = ide), 

E: 事实 上 利用 Tsen 的 定理 可 以 证 明 ; 存在 一 个 戴 影 的 条 
件 证 定 义 中 其 他 假设 的 推论 ， 芯 如 ,可 见 Shafarevich LL, 24 IÑ], 

例 2.01 设 C 为 曲线 , 则 C x P! 及 它 到 第 一 分 量 的 投射 时 
一 个 查 纹 面 。 特别 P 中 的 二 次 赂 下 在 天 个 投射 下 都 是 直 纹 面 . 
以 后 ; 当 医 们 提 到 直 纹 面 的 时 候 总 表明 =，C 已 经 给 定 。 

引 理 21 ig <:X 一 C pH. DHX LRRT ARE 
对 UETUIE Dj c2 2 0, W x I (D) EC EDERA 


证 明 首先 注意 到 < SEE EBI FEF X L 的 代数 等 价 除 
子 ,这 是 由 于 它们 均 由 曲线 C 参数 化 。 从 而 它们 为 数值 等 价 (习题 
L7), i D, f 与 纤维 的 选取 无 关 ， 

现在 对 任意 ye C， 考 虑 纤维 X, 上 的 层 SOD), =E X 
己 上 一 个 = 次 的 可 递 层 , 故 OZ (D), HERET nti, € 
与 ?了 无关, 因此 由 Grauert SERRE 36, 12.9), e eI CD) 的 局 
部 自由 , 秩 为 ntl, 

若 吕 一 0，rxOx 是 秩 1 的 局 部 自由 层 , 但 (第 三 章 , 12.9) 还 
表明 自然 映射 

nOrK) — HX, 88) 

对 每 个 y 为 同 构 ,这 时 右 端 典 则 同 构 子 2. IR s Ce EERE | 
通过 结构 映射 Ce rO 的 像 生成 了 每 点 的 过 ， 这 就 证 明了 
mwgx S Oc, 

$H22 C HARE Nge c ES uman 
HE d, PECE X e PQP) (PUDE XL RR — 3 7 35), 
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EI. PDF LE 是 C lS, £ 为 C 上 再 


PO “ R Q soL. 

WEA. (hd X> C, REX is 4 D= 
a(C), FED EXHI T HIERE A D, f — 1, 由 引 理 知 
4 — =. (D) 为 C 上 秩 2 的 局 部 自由 层 . -另外 ,有 上 的 自然 
映射 ="£ m at uu (D) 一 红 (D)， 这 是 个 满 喘 射 。 事实 上 ， 
由 Nakayama 引 理 ,只 竖 在 每 个 纤维 上 验 省 就 可 以 了 。 但 x, = 
P, 2" (D) 为 次 数 1 的 可 逆 尾 并 为 整体 截 山 生成 ， 由 (第 三 章 ， 
129). ERRO) — H'Y(S(D),) Hiie 

现 由 (第 二 章 ，7.12) 知 ， 满 映射 "8 (D) 0 决定 了 
c FE— ARH eX PD. E S(D) = O HT 
S (D) 在 每 个 纤维 上 为 极 强 , 故 # 在 每 个 纤维 上 为 司 构 ， 从 而 8 
为 同 构 . ' 

B2 ik # Xy C F k 2 的 局 部 自由 层 ， X — P(E), «x 
C 为 投射 ， 于 是 大 为 《上 非 异 射影 曲面 ， 且 = 的 每 个 纤维 同 构 于 
Py 要 证 > 8 — 82. 2 Uc c 为 开 子 集 使 中 在 上 为 自由 。 于 
是 =" (U)= U x P, WTEX B K a:U —> = (U) 29 y— 
y x (GU. X AHE, TEHA, 6881, FEEC 
到 XX 的 唯一 扩张 , 它 必 为 一 截 影 、 

最 后 一 个 论断 ,见于 (第 二 童 ,习题 7.9). 

注 2.2.1 划 自 X 称 为 双 有 埋 真 纹 曾 是 指 存 在 曲线 C ,使 区 双 
有 理 等 价 于 C x P',，《 它 包括 了 有 理 曲 面 ,因为 忆 双 有 理 等 价 于 
P' x P'.) 由 (2.2) 知 道 ,每 个 直 纹 面 均 为 双 有 再 直 纹 面 ， 

命题 2.3, 设 =:X >C HARM, CCX 为 一 截 影 ，/ 为 
TAR M 


PicX = ZGz*PicC 
X?IGCSÓ Y 

NumX = Z@Z, 
dco ERLER Ge ms 一 0 


s 4365 


证 明 由 于 C, 与 了 只 交 于 一 个 点 ,并 横 截 于 此 , 显然 有 Cu 
一 1， 又 因为 师 个 不 同 的 纤维 不 相交 ,所 以 产 一 0. 

Zi DéPicX, 2 — D, f, D =D — aC, AD. f 一 0. 
HEADH, LDN Ec ERE, TRAE LD) = 
m*a LCD) E20. x*:PicC 一 PicX 为 单 同 态 , 郝 么 PicX ex 
ZOz"PicC, 于 是 ， 由 于 任 两 纤维 为 数值 等 价 ， 便 有 NumX 
ZOZ, ChCK 生成 ， 还 可 参见 (第 二 章 ， 习 题 7.9) 与 (第 三 
章 ,习题 12.52. 

38824 EDAEREXEHRT, WE D. fc 0, M 
Riza (D) = 0 对 站 之 0 成 立 ;而 gu n8 

HX, € (D)) = H(C, =S“ (D). 
. 证 明 Bi EO E 3k D. [208 X, = P' 上 的 可 逆 
Eid HCX, Z (D), )=0 MN 之 0 成 立 , 于 是 Ri D) 
一 0 也 对 了 >0 成 立 . 《第 三 章 , 可 题 11.8) 或 (第 三 章 ,， 12.9), 第 
二 个 论断 米 科 (第 三 章 ,习题 ED, 
825 GCHTDHOS e M 
PUO m — e, PX — 0, 4(X) = z. 

证 明 算术 亏 格 p, 由 1+p, 一 XOr) 定义 ， 间 为 x,@,— 
Bc(2.1)， 放 由 (2.4) dim (X, y) = 1, dimH'(X, 06) = g, 
dimh? (X, r) — 0, Bil) p, 一 —g. 由 (第 三 章 , 712 3) 几 何 亏 
f p, = dimH(X,O,) 一 0， 非 正则 度 9 一 dimH'(X, Or) = g, 
BJAR, JA 8.42. 

命题 2.6 arange POM E X 为 直 纹 面 
3238 700, MRE a; C 
^um. 共 中 == 


iux. i í = a D)), m D= ae), 
x € 12s (—D). 

WA Kao "gk 4 一 经 一 0 之 间 的 对 应 帕 (第 二 

R, 7.2) 给 出 ,( 也 可 见 第 二 章 ， 习 是 7.8》。 给 出 a, (C) 
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也， 考虑 正 合 序列 

OO(DBL DI Ox — Ox NDEOp— 0. 
取 其 直 像 zp, 有 

Or(OxADBOHL DN € S, 

HAWA O0 是 因为 R'a ODOL D) 一 以 第 二 章 ,7.117， 
右 端的 项 为 S 是 因为 Ox(1)@Oo E: De C 上 的 层 用 a* 与 x< 
作用 相同 ， 于 是 MN = rO DOLD). 由 于 治 纤维 层 
OKL ODL(—D) 为 零 次 ， 故 用 (2.3) 知 其 同 构 于 rN, ANA 
TRN 

827 hic ETEA tE Je Z REDE 
张 

证 明 由 于 Rd7 有 一 截 影 (2.2》, 我 们 有 正 侣 序列 0 一 A 一 
#— S — 0, f S, 汐 为 可 逆 层 。 这 也 可 由 《第 二 章 ， 习 
题 3.3) 0039]. 

2S. 对 于 任意 秩 的 局 部 自由 层 有 相同 的 结果 《习题 
(2.3). 

命题 28 Ar: XC AER X o6 EPL), 
其 中 如 为 C 上 局 部 自 mE 满足 He) A0, 但 对 于 < HERTE 


wc, >: = PM 

证 明 首先 由 (2.27 记 X e P( Z”), 4 为 C 上 一 个 局 部 自由 
B, 然后 可 选取 C 上 适当 的 可 道 层 A, U Z = #'@.# 代替 
P, ER H(4) s 0 而 对 degt 天 0 的 任意 可 逆 层 有 
Hf QS) 一 0， 这 是 可 以 办 到 的 ， AAC -DERM 
层 总 是 强 的 (第 四 章 ,13)》 只 要 使 degt KOKRA AA 
0. 另 一 方面 ,由 于 e” 是 可 逆 层 的 扩张 (2.7), 且 次 数 为 负 的 可 逆 层 
BOE UK ERE uU det 充分 负 时 HA) 一 0. 于 是 我 们 取 
A, Gre RE HK 如 加 -A ) sS 0 的 最 小 次 数 , 就 得 到 结果 。 

因为 由 (2.7) 知 , X 的 所 有 形 如 BC4 ) 的 表示 均 由 T€ 


0 


A Inu, ARER “一 —degd 仅仅 依赖 于 X. (E 的 次 数 定 
义 为 可 逆 层 NE 的 次 数 ( 第 二 章 ， 习 题 612))。 

最 后 , 设 se CP) 为 非 零 截 影 ， 它 决定 了 单 同 态 0 一 Ce 一 
好 .断言 : M 一 外 /Ce KC 上 可 道 层 . 事 实 上 ,由 于 C 为 非 异 
Hk. S 的 秩 总 为 1, 故 只 要 证 明 红 无 浇 即 可 .否则 , 设 久 和 
AXE d — S€ — 0 下 S 的 挠 层 的 迹 像 ,于 是 贸 为 C 上 秩 1 
PERZ AE LSF, # dg 多 >o TES C 
4 R H'OGEG Y) 2c 0, deg * — 0。 远 与 d 的 选取 矛盾。 

因为 S 为 可 逆 , 由 《2.6) 知 ， 它 给 出 一 个 戴 影 m:C X. 2 
C4 为 其 像 ， 用 (2.6) 的 记号 , 便 有 N = 2c M OCDGS x 
(一 Cg) = Or， 证 得 S (cC) = A). 


图 19 dedi 

记 2.8.1 在 木 节 后 文中 ， 我 们 确定 下 面 一 些 记号 (图 19). 

CO STE € 的 曲线 ,x:XX 一 C 为 C 上 的 直 纹 面 , 记 X = P), 

4 满足 (2.8) 的 条 件 , 这 时 称 4 为 法 化 的 ， 它 不 能 唯一 确定 名, 但 

确定 了 degd. 令 * 为 对 应 于 可 逆 层 NE 的 C 上 除 子 ， 故 < 一 

一 dege.( 这 里 的 负 号 是 汇 袭 历来 的 习惯 .) 固 定 夸 的 一 个 截 影 Ca 

ME LC) S Oral) E b ECEE- RT, ROHAT 

Sf 表示 无 上 除 子 sth, [Rk PicX 中 任 一 元 可 写成 aCo tbf, 

kha €Z, t ePicC, 而 NumX 中 任 一 元 可 写成 aC, + bj, a, 
5€Z, 


* t. 


命题 29 EDOXETER 2 — S 一 0 XE 
V. Z = ZQ), HC DIETS dego m CD, Ë 
: D ~ C, + (b — e)f. 
特别 地 有 Ci = dege — —e, 

证 明 因为 S —c*(y (008900), B (lD), (13) 得 
deg? = C.D. B 

Q(> r4 E 0, 
HOR C 的 选取 (2.8.1), 我 们 有 ZC Dear. 但 
N= Z(e— 5), 所 以 在 PicX h D~ Ctf 最后， 
4 D = G, bl, WW = @c, kk ome, MiM C; — dege = —e. 
引 理 2.10 天 的 典 则 除 子 天 由 
"E LL) GO 
du, Xp EC RNR T. 

证 明 4 K— aCs 十 bf。 对 纤维 运用 从 属 公 式 (C1.5)， 则 
有 一 2 二 ff + K)— 4， 再 对 6 运用 可 逆 层 形式 的 从 属 公式 (第 
Z820), 则 有 

oe, & ox L (C) Ee, = L (— C, HUDE, 
经 zx 将 Co 与 6 等同, 对 5 上 除 子 的 相应 论断 是 :一 一 十 b， 即 
b=e +i 也 可 以 由 (第 三 章 , 习题 84) 得 此 结果 . ! 

*211 对 于 数值 等 价 ， 我 们 有 


K m —2C, +r- Of, 


Rug 
Kt — 8(1 — g), 

证 明 由 (第 四 章 ,1.3.3) 有 degi 一 2g — 2, 另外 dege = —e 
于 是 用 (2.3),(2.9) 计 算 K BAR. O 

例 2.11.1 对 于 任意 曲线 C， 直 纹 面 X 一 C x P' 对 应 于 
LEHORRA BE V 一 IDOL. 这 时 < 一 0, C4 是 第 二 
分 量 投射 的 任 一 纤维 . 

例 2.11.2 ink C 为 亏 格 之 1 的 曲线 且 S m ec, Hih 
&EOQ deg — 0, 则 硫化 的 区 有 加 与 OG ”两 个 选择 ， 


EDI 


这 时 上 一 0， dege— 0, He 可 以 相差 一 个 符号 ， 也 正好 有 两 种 
可 能 进取 的 C, Bia Ci 一 0, 

例 2.11.3 ”在任 一 曲线 C 上 , 令 信 = PIT M WEE deg < 
0。， 则 法 化 的 咏叹 一 ,经 — S" (0. c iE Lx COE Cim 
—e < 0 也 了 唯一。 这 有 时 ， = —degsZ > 0, 

例 2.11.4 CARATE P. hiki; dog d. X, Prtt 
牛 C 上 的 锥 ,顶点 为 p(《 第 一 童 ,习题 2.10). I RITE P. A JEET 
则 可 证 明 得 到 了 -AC EB r, t TU Eini(2.11.3)69 
S = @.(—1). VS, e — 4, A Pa TEX E dei 
满足 Ci 一 由 

首先 还 明 P*" 在 一 点 张 开 同 构 于 忆 上 的 PLomoQ). 8 
REGE matti tan Og Pt 的 治标 ,对 点 P, < (1,0, 74,0) 
ER, TEIA VCP* x P^", HARE zy = riy, 一 上 
2, 十 1 定义 , 其 中 yttra yu R Pa 为 坐标 《第 二 章 ， 了 
12.1)。 列 一 方面 , 设 4 一 AAU) 为 P 上层, 则 PCE) Bo 
Prajs( Z), th SEH # matt s LR UB 7 6). h eo 
RCEEGL EIE 1 及 CT) ARREK yu. y. 生成 ， 因 此 SC) 
RNC On. cr ra ] EH nt l, nm. i= 
1, n +1 PARRE WE TJ EE rh xv — xy, iSl, n+ 
1 生成 的 型 想 。 因此 PCE) 向 构 于 Pex Pe" 中 出 这 些 方程 定 
义 的 子 概 型 , 它 就 是 上 而 定义 的 入 了 SP x P"*'。 其 第 一 分 最 投 
flt V Eis. RS 7》， 而 第 二 个 投射 估 入 看 起 来 像 一 点 的 贝 
3t. 

现在 设 Y 为 P" rh IE TE, X, 为 其 在 已 "+ vitii UL Po 为 
TER. tn EE X, EE PER WRH- X CE X, 在 了 中 的 
严格 变形 ,《 第 二 章 ,7.15.1). 另 一 方面 ,往外 显 然 是 在 投射 =:Y = 
P(Z)—P* 下 ,Y 的 逆 像 ， 故 而 得 到 XePQO,De.Q». 以 
@,(—1) 作 扭 变 ,我 们 得 到 同一 禾 , 故 x ex PAI), 

特别 地 , 当 Y H Pp a RIERREN, S = Oc( 一 1) 的 
次 数 为 一 4。 
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例 2.11.5 作为 (2.11.4) 的 特殊 情形 ， 可知 P^ #f— ñf F 
RIT P 上 由 4 —000(—1 定义 的 有 理 直 纹 面 ,其 c 一 1, 

例 2.11.6 第 一 个 < 0 的 直 纹 面 的 例子 。 令 C 为 槛 圆 曲 线 ， 
P € 5 为 一 点 ， 定 义 一 个 秩 为 2 的 局 部 自由 层 4， 它 是 对 应 于 一 
AERE EEEL CP), A) 的 扩张 

6 — f> LP) 

CEER. IA 6.1. XR Ex (P),0) = HNC, L (PNE 
ZQEQe3)RQRIT 67) ERHET HCL (P), WER 
MOTO. WQ iR A HCREURT- Fue E, Mali 2 在 同 构 
Todes. 

我 们 断定 d 是 法 化 的 。 由 构造 知 H4) n0. Eo 
总 可 北 层 , 则 有 正 合 序列 

0 一 HA #@. Z Pot — 0, 
Xi deg. < 0, fp HF) m0 0, HO (P) ) = 0, 因此 
HEDA) = 0, 除非 A = EPC- P) 这 个 例外 情形 ,在 这 个 
情形 下 考虑 上 同调 序列 
Qc» Co) 9 HOP Qt ) 9 BO (P) Z) 
AA) > ns 

1e P(S'( P)Q&. ) — HO.) 在 3 下 的 像 正 是 用 来 定义 8 的 
AZE, A61), ROSE. 因此 8 为 单 同 配 ,于 是 仍 有 
HOP GU) m 4。 这 就 表明 是 法 化 的 。 

B x= PCF)， 我 们 有 一 个 < 一 一 1 ËD B SH. 

现在 ,我 们 已 建立 了 直 纹 面 的 一 些 一 般 广 质 间 给 出 了 一 些 例 
子 ， 我 们 可 以 页 深 一 步 沽 罕 某 些 特殊 情形 了 ， 先 讨论 不 变量 * 的 
可 能 取 值 范围. 

定理 2.12 xisücdueücrpmüam. PELE 
TAHES 决定 
BOFTL CARATER RERO, m) #= ces 
Kq s T deg < t, 
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能 的 . 

(b) E Z 不 可 分 解 , 则 一 24 < e < 2 一 2.《 事 实 上 还 有 有 对 
“更 强 的 限制 (习题 2.5)》 

WEB] ik Z uj ay, TE Z# = Z DL, LoL 为 C 上 
BOTER. 外 法 化 条 件 (2.8)， 必 有 dogs 0 并 且 至 少 有 一 
DHA 天 此 它们 中 有 一 个 必 为 Qc， 从 而 ecu 
L, leg& < 0. 由 (2.11.1)，《2.11.2) 及 (2.11.3) 知 。 可 到 所 有 
20 的 值 。 

了 现 踊 如 不 可 分 解 。 于 是 对 应 于 需 影 C,， 我 们 有 正 合 序 列 

0— € —£— S —0, 
其 中 S 为 某 个 可 逆 层 (2.8)， 它 必 是 个 非 平 凡 扩张 ， 故 而 对 应 了 
KEE EEES Oe) e HCL) 《第 三 章 , 习题 61)。 特 
3] HOSP) 拓 0， 必 而 必 有 degl“ < 22 — 2 (AMR, 1.34), 
B% e = —deg& , PIU, € 2g — 2. 

另 一 方面 ,对 记 有 deg 0, Eit EI HQ Go ) — 
一 0。 特别 取 degt 一 一 1， 我 们 有 

0 = HEQ A) US Sour) Worm), 

由 此 我 们 得 到 
dimh (SRA) < dimH'(—). 
因为 deg «c0, H'(L44) 一 0， 故 由 Riemann-Roch 定理 得 
到 dimH'(.44) — g. 另外 ,由 Riemann-Roch 定理 也 可 得 到 
dimH'( & BA ) z» degl 一 1 十 1 一 中 
相 结 合 便 得 到 degl 委 28， 从 而 ez —2g. 
RLB rco, Wet, BHRT eS HERE 一 个 


H 


证 明 A po, QLI2) 的 情形 (b) 不 会 发 生 ， 因此 Z = 
ODS. MEP 上 仅 有 的 那些 可 逆 层 是 CCz)，zeZ( 第 二 章 ， 
6.4). 因 此 对 每 个 。 之 0 正好 只 有 一 个 可 能 狂 ， 

系 214 P' 上 每 个 局 部 自由 的 秩 1 E Z 基 可 分 解 的 。 
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证 明 G- -个 适当 的 可 这 BRACHA, KUAK 


PES, We 
hpc k guti 

证 明 dd dur 4 一 0, 一 1, —2, die, NT 
X4 

[Hs &¿ >f > — n, 
f dens — 0. IATA eH Cy Y), A 
# HOA) 90, GIT HOO, MB S = Ce 反之 , 取 
& =ë, (DT dmh (O) 一 1， 区 在 同 构 下 只 有 一 个 非 零 元 
EEO.) PUR, EM BETAEE RAF AE 
0— Be > d @¿ — 0, 

显然 这 个 好 REN, Xk RASM Wl FUE E, 从 
HARUT ODS, L HENTER). HNE Sbe, B 
以 S = Oc, 于 是 这 个 扩张 实际 上 是 可 裂 的 ,这 人 不 本 能， 内 此 在 
e= o RUTRE— BU IIBELELAR X, LERTA, 

如 果 。 一 一 1, 则 和 有 一个 正 合 序列 

0— be> Z > E (P)— 0, 

其 中 P eco». KEC 上 次 数 1 的 可 逆 层 具有 se( p) 的 
形式 (第 四 章 ,1.3.7)， 双 由 (2.11.6) 知 ， 对 每 个 总 存在 一 个 这 样 
的 法 化 层 ， 它 存 同 构 下 唯一 。 为 证 明正 好 有 一 个 梯 贺 直 纹 而 使 
< 一 一 1， 只 要 证 朋 当 Z hP ERREEN, á mO 同样 
定义 , 则 存在 C 上 可 逆 层 A, 使 E = #@ í. 

取 点 REC 使 得 2R ~ P + Q. 这 是 可 能 的 ， 因 为 线性 系 
IP HOZAT C 到 P' 的 二 对 一 的 映射 ， 它 在 四 个 点 分 坪 (假定 
Chark = 2)， 只 要 取 R 为 这 四 个 点 中 一 个 即 可 (第 四 章 ，$4)， 我 
们 来 证 明 2” = #@SZ(R 一 P), 我 们 有 正 合 序列 

o= %(R— P) #@S% (R — P)- #(R)— 0. 
BUE H (S6(R)) 2c 0, H'(S/XR — P)) e 0, utn HY Qs x 


mE 


(R— 了 )) = 0, 于 是 得 到 正 合 列 
IO ZG (R—P)- .HN — 0, 

和 鳞 C(2.8) 的 证 朋 中 一 样 ,可 证 商 层 N 必 为 可 逆 ， 从 而 有 

e Ad OE (R— P)) = (A'⁄6)@s#(2R — 1P), 
因为 A SLY BA MN SLOR — P) = S€ (0). A 
此 #@S (R PSr 为 所 求 ， 这 样 便 证 明了 e —— 1 igi 
CE tE, 

RARE < 一 一 2 的 情形 不 会 发 生 。 如 果 出 现 这 种 情形 ， 则 
就 会 有 一 个 鞭 化 层 d? BEATY 

>be — f S (P +Q)— 0 

其 中 P, Qe C AMDA, AERA IE E FEE KTAS R 
LCP +O) WER. WEHA R, SECHE R+ S— P + 
9, 并 令 =S CLR). HT OEC 2S HEB = 
0， 所 以 号 射 r: HS (P + 0 — R)— HLR) X els, 
另 方面 , 设 £ € H(S(—P 一 09 是 定义 扩张 2 的 元 , 则 当 我 们 
将 S (P + 0 — R) 写 为 S (S) 时 有 交换 图 


HO) rn (—P ~ 9) 
e Bi 
HLS) HL (—R)), 


其 中 (D — E, C) 一 上 是 定义 除 子 3 的 截 影 ，6 是 对 应 于 # 
的 映射 Bc LS 诱导 的 同 态 。 那 么 ,8 对 侦 于 映射 

BIHOZQCR)) — HOZCP + 9»), 
tirée. HO CR) 中 任意 非 零 元 在 TOt HO 
CP 十 8)) 的 截 影 , 它 对 应 于 有 效 除 子 Ro SCIP-FOI. 

当 尺 及 3 变动 时 ， 我 们 得 到 线性 系 |P 十 81 中 所 有 的 除 子 。 
因此 当 民 变动 时 ,六 的 像 次 满 了 整个 的 2 维 应 量 空间 CEA C P + 
MA 特别 地 ,可 以 选取 只 使 六 RETE 5 Bu rE X BUR E 

FIFE HO (PE 0)) LIE KEE, eG) 一 0, € 
与 了 的 单 射 性 质 矛盾 .于 是 。 = 一 2 的 情形 木 可 能 ， 
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注 2.15.1 这 个 证 明 的 第 一 部 分 中 有 一 点 应 当 留 意 对 于 一 个 
队 2 的 局 部 自由 层 ， 如 果 它 是 两 个 可 道 层 的 非 平 凡 扩 张 ， 和 有 可 能 
它 仍 是 可 分 解 的 ， 例如 ，P' 上 的 微分 层 同 构 于 (一 2)， 于 是 有 
正 合 列 (第 二 章 ，8.13) 

0 0(—2)—5 6(—1)8e0(—1) e — 0, 
这 个 序列 不 是 可 有 裂 的 (例如 , 可 由 H'|e(—1)@e(—1)) = 0 AI 
iB E gr RISE ATL, 

38216 CAtiyab) 对 每 个 整数 4， TEB isk C 上 “次 的 穆 


2 不 可 分 解 局 部 自由 层 的 集合 


证 明 BEA PEC RE 0.8) &(215),25 d" 2) C 
ER? 的 不 可 分 解 局 部 自由 县 ， 于 是 有 一 个 C 上 (唯一 的 ) 可 道 层 
L ELOLA (a) Ge 由 OBc 的 唯一 非 平凡 扩张 go， 或 者 
(02 (PO 由 Bc 的 唯一 非 平凡 扩张 2. 《第 一 种 情形 对 应 于 
deg 为 偶数 ,第 二 种 情形 对 应 于 deg4' 为 奇数 . ) 由 于 固定 次 数 的 
可 道 层 的 同 构 类 一 一 对 应 于 C 的 点 (第 四 章 ,第 4 节 ), 便 得 结果 。 

注 2.16.1 更 一 般 地 ， 对 任意 亏 格 2 的 曲线 C 可 以 考虑 C 上 
HREH rR) P HAJRAA, Pr 与 次 数 4( 即 deg 4'Z) 为 数 
f Seu. MUOPIESEBU: Rd. 我 们 希望 有 某 种 连续 族 存在 ， 当 
8 一 0， 所 有 局 部 自由 层 为 可 道 层 的 直 和 (如 着 26)。 当 一 1 时 
的 一 般 分 类 问题 由 Atiyahe 完成, 它 类 似 于 我 们 刚刚 做 过 的 秩 为 
2486.) 8 之 2， 情况 复 杂 得 多 .在 不 可 分 解 局 部 自由 层 中 必须 
要 区 分 出 Mamford?! 称 之 为 稳定 的 一 类 来 ( 习 是 2.8)。 稳定 的 元 
构成 了 着 亮 的 代数 斤 而 其 他 的 则 不 行 .例如 可 见于 Narasimhan 及 
Sehadri?!, RW, 对 于 直 纹 面 本 身 ,s < 0 的 是 稳定 的 构成 了 
普 亮 的 代数 族 ,而 其 他 的 则 不 行 。 

下 面 要 研究 有 理 直 纹 面 ,在 (2.13) 中 已 对 它 分 了 类 。 

定理 2.17 xGTem0.AX ÉRC-P bü4-e0 
exco SHARAR C2 13), Ml 

G0 FEBR D — C. + af HERRERO 一 0 或 nom e, 


DTE 


HERR C, ~ C. +f E nC m 2, Ci T 


(a) 根据 (2.6) 及 (2.9), HR D~ C, + nf 等 价 于 给 出 
WLA £ — L — 0, f des = CuD — n— e, BEEP E, 
RRUA iie t 

é@@(—¿)— G(n— e) — 0, 
mü nece, MEA O B Oae) ñd E Se k M, Ye f 
€(—e) 一 Ga 一 “) 必 为 同 构 , 于 是 一 0. 六 时 对 应 于 截 影 Cu 
它 在 < > 0 hie, AFER n > < 的 情形 ,要 证 任 一 个 这 样 的 = 
METERREL O> Ola e) 及 OC 一) 一 Ox 
(4s 一 。)， 它 们 对 应 于 C 上 不 相交 的 《= 一 e) 次 与 # 次 的 有 效 除 
子 ,这 时 相应 的 观 射 2 四 OC 一 <) > Gn e) dix. 

特别 当 我 们 取 #* = e 时 ， 有 一 个 截 影 C. ~ C. + ef. 于 是 
Ci=e, C.C —0, H GC m G. 

(b) Zi IC nfl 无 基点 , 则 Collot nf) 2 0, MA a2. 
e RES n2 e, W| C, + aj — C, +(n— et 但 由 于 GN 
C 一 d Bike ff 都 相互 线性 等 价 ,所 以 对 任意 给 定 的 点 总 可 以 找 
到 一 个 形 如 C. af 或 C + (n — OF 的 除 于 不 含有 这 个 点 。 

(2 # D = C, + wf 为 极 强 除 子 , 则 必 有 D.C。 之 0, i a> 
<， 反 之 设 # > <。。 我 们 将 证 明 线 性 系 |D| 分 离 点 中 切 向 量 ， 从 而 
就 证 明了 DD 是 航 强 的 (第 二 章 ，7.8.2)。 

情形 1. PT QAAE C EUM, BERI 
纤维 中 。 于 是 一 个 形 如 C, + af 的 除 子 可以 分 离 它们 ,其 中 f 26 
适当 选取 的 纤维 。 

情形 2. 设 P 为 一 点 ,+ 为 在 了 的 一 个 切 向 量 ,使 得 了 , z 不 全 
EC 中 也 不 全 在 同一 纤维 中 。 则 对 适当 选取 的 纤维 加， 有 一 个 
Em C, OM fi 的 陈 子 包 含 P 但 不 包含 


PTI 
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侍 形 3. dE P, ORA P, RE C. rh, E m n» fft 
Wer al yE E ti, 
情形 4. 设 P. Q X. E P , MERATE th hF Dfl, 
"DÉI 2 (D)9e, "c fe EARE ALEJA P , Q 或 者 
P, r, RAICH RRHH H'CX %(D))— HXf,%(D)Q@)) 为 
满 水 可 以 了 。 GRTORAPEAUEGETE HX, (D 一 了 )) rh, di 
《2.4) 知 后 者 同 构 于 HC, a S (D 一 f)). B—Jrill, D — f— 
C+ (a — Df, BIDUBIEAEA ZC, El 51A 
aL (D — f)) = =.KS(C.))@@O,(n — 1). 
但 n CI (C0) = PQ) KETE, 7.11)， 于 是 得 
200 (I (D — f£)) (2 DAG e— 1). 
HT n> 20, frn—1 20 a— e— 120 # H'—0, 
Bü menwa, WEE. 
R218 ixDOUf tA 6c X, ERT aC, tbf, e 20, 


则 
` (a) n Xen dNübeaDO E b> ae; 
$ Aw Esdite cei RET 
mio s = 1o, s= (HÀ PEE a=1, b= 0 (RA Cs 
或 者 a >0, boa 或 者 £270, a >0, b — ae, 

证 明 

Ga) 落 口 为 极 强 ,自然 为 强 除 子 ( 第 二 章 ,7.4.3)。 若 已 为 强 则 
D.{>0, la 220 还 有 DC > 0, Ék b > ae 人 1L6.2). 现 设 a> 
0,5 > ac 加 可 将 口 写 为 了 一 (Co 一 1CCe + ef) + (CG, + @ — 
ae + e)f). HAIC 十 ef 无 基点 ， 布 一 ae 十 e)f 为 
概 剖 (2.17), 从 而 推出 DD 也 为 极 束 (第 二 章 ,习题 7,5》。 

(b) 若 1D1 含 有 不 可 约 非 异 曲线 ， ARREK A, 若 
隔 是 不 可 约 向 线 , 则 D 可 能 是 《这 时 a 一 0,5 一 1) RE C, (ix 
时 o = 1, b = 02. 际 此 喇 外 的 情形 ,总 将 D 喘 满 C。 改 D.f— 
a>0, LDCS, lk b zac, 如果 e —ofib-ae, W| b= 
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0, #& D —«C,, 但 这 时 X, & P! x P, C, ERER TES 
使 万 为 不 可 约 必须 a 一 1。 因 此 这 些 对 a, p 的 限制 条 件 都 是 必 竖 
的 。 要 完成 证 明 还 必须 证 当 a。>>0, b > ae ER e > 0, a > 0, 
b= ae 时 ,1D| 各 有 不 可 约 非 异 曲 线 ， 在 第 一 种 情形 下 , 由 (a) 知 
DAR K Berini ZERO Lx, 8.18》 用 于 全 得 到 结 
在 第 二 种 情形 下 ,我 们 用 《2.11.4), 知 道 X, 可 以 这 样 得 到 , ME P 
中 的 。 次 非 异 有 理 曲 线 C 上 的 锥 Y SET TIRE. 这 时 X, 上 
的 曲线 C, 是 Y 的 超 平面 截 影 台 的 严格 变形 。 将 Benini EIH 
于 Y 上 的 极 强 除 子 oH (55 —35,8.18.), 我 们 可 以 在 线性 系 laH! 
中 找到 一 条 不 经 过 Y 的 顶点 的 不 可 约 非 异 曲 线 , 它 在 X, 上 的 严格 
变形 便 是 线 幅 系 laCi| 一 1D| 中 的 一 条 不 可 约 非 异 曲线 。 

注 2.18.1 Ze 一 0 的 情形 下 ， 我 们 得 到 了 关于 非 异 二 次 曲 
面 ( 同 构 于 X,》 上 曲线 的 已 知 结果 的 新 证 明 (第 二 章 ,7.6.2),《 第 三 
3t , 21 BE 5.6), (1.10.1), 


中 , 康 为 一 个 《一 如 一 。 kg 
在 P^ 中 的 一 个 直 纹 曲 面 , 它 所 有 的 插 给 番 闪 次 狼 1) 

证 明 利用 极 强 丈 子 D — C. + af, WD D.f — 1, HX £ 
P'chipRsES, X D: = 2a 一 .从 而 像 曲面 的 次 数 4 一 
2n — c. XN, EWA HXX,S(D)). 如同 (2.47) 的 证 明 一 
ERNA 

H(X, Z (DY) — H'(C s, S£ (D)) = HCC ,#@@(n)) 

= HAEA — e). 
EN On 2 — e, iK N= n 二 1 一 “一 4 二 1 

8219.1 4 ¿= 0, n=l, REAGA PP 中 六 异 二 次 
BHI, 

X e=], na =2, 得 到 P' 中 一 个 3 次 有 理 涡 形 曲面 ， 它 同 
构 于 P! 对 一 点 的 眶 开 (第 二 总 ,习题 7.7》.。 

dg PP 中 有 获 个 不 同类 型 的 4 次 涡 形 曲 在 ， 对 应 于 emn, 
n= K e= 2, n= 3, 


LIS 


注 2.19.2 事实 上 , 已 经 知道 P^" 中 的 所 有 4 次 非 异 的 ， 不 
TECESE ELE I rh dio FUE FEJLE: REJEA 14 E dh ED 
(2.19) 之 一 ,或 是 P'CP(4-—1 的 情形 ), 碟 是 P’ 中 的 Veronese 
曲面 (第 一 竟 ， 习 题 .13)。 例 如 可 参阅 Nagata[5,1， 定 理 7,365 
IU. 

作为 Nakai 判别 准则 的 应 用 ,我 们 想 要 确定 直 纹 面 上 的 强 除 
+, 这 个 下 纹 面 定义 在 一 黎 任 意 亏 格 的 曲线 上 。 为 运用 Nakai Hl 
别 法 ， 我 们 需 鉴 知道 曲面 上 哪些 除了 的 数值 等 价 类 包含 了 一 条 非 
RHR. 在 一 般 钓 直 绞 面 上 ， 我 们 不 能 期 望 得 到 类 似 有 理 直 纹 正 
时 对 这 个 问题 的 精确 答案 《12.18)， 但 至 少 我 们 可 以 得 到 某 些 估 
利 ， 使 我 们 能 够 成 功 弛 运用 Nakai 判别 法 . 

$2220 UxEd RC HARE ETER e > 0。 

G) £ Y aC + Í ARRET EDI ishin l 
4220, b 2 ae, 

Qf Dem C + M DEEP, SEDE amt > 


ac, 

证 明 

(a) HIT Y = f, W| =: Y C Aik YJ = a > 0, X. 
由 于 YC, Y.C, — b — ae 2 0. 

(b) E DRE T. H Df — a> 0, D.C, = b — ae 22 0, 
BZ, #a>0,b— aex>0, Hj D.f > 0, D.C, > 0,D' = 2ab— 
qe 之 4， 且 车 Y — C. + VI RAAK Ca + 的 任意 不 可 约 曲 
E 


D.Y = ab' + ab — aae > aa'e + aa'e 
— are = are 2 0, 


因此 由 (1.107 得 出 忆 为 强 层 的 结论 。 
命题 221 设 X 为 亏 格 的 曲线 C LIOS AS GUTER < 


， 半 进一步 假设 Chark = 0 d z<, 


TIME Y = oc, + b EOS Co f RURSEA At, HR 


0 


442， 


# a= 1, b20, g 8 a >2, i> lae, 
(b) 除 子 D= «C, + bf HRANA a>0, b> ya. 
证 明 
(2) 我 们 利用 Hurwirz 定理 (第 四 章 ，2.4) 来 得 出 了 的 某 些 
知识 . 设 全 为 了 的 正规 化 , 并 若 虑 自然 映 壬 部 一 了 与 投射 =: 了 一 
CHEE. W4 Chark 一 0， 这 个 映射 为 a 次 有 限 可 分 映射 ， 故 
由 第 四 章 , 2.4) 
28(Y)— 2 = al2g — 2) + degR, 
闪 中 民 其 (有 效 的 ) 分 歧 除 子 ， 另 一 方面 ,由 (第 四 章 ， 习 题 1.8) 有 
pO) QU, mt 
2p(Y) — 2 2 a(28 — 2). 
JE K 2141 EUM g 一 0，1 时 对 任意 特征 总 成 立 ， 这 是 因 
为 这 时 成 立 ps(Y) 之 8&【 第 四 章 ，2.5.4). 
由 从 属 公式 (1.5) 知 
2p(Y)— 2-Y4Y +K), 
H Y = aC, + óf 及 (211) 的 K = —2C, + (2g — 2— ef fŠ 
A EX E A EAS XL, RIRH 
sa— 1) > 二 ee 人 e -1). 


因此 着 al, BARER bayar 因为 不 管 什么 情况 我 们 


总 有 Y，f 一 a > 4， 所 以 只 要 再 证 明 当 o 一 1 时 6 之 0 就行 了 ， 
当 a 一 1 时 ,Y ETRE, CHETME E — sé — 0. dyT 
4 是 法 化 的 ， 故 必 有 deg 他 > degs. IH deg 一 CuY(2.9)， 
m b— eze, Mmm 5 > 0, 

Q) DABAT, 则 Dj=a>0, D'-—2ab — de>), 


所 以 4> La RZ, a>, b> T a, M Dco, 
po, Dé =b— ee Te >D, BE y = ze, + Ff 
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是 任 一 不 为 Co, f 的 不 可 约 曲线 , 则 
DY — ab + ab — aa, 
更 在, 如果 a — 1, W) 520, EDI 
D.Y >l ae — ae m — loge c 0, 
1 2 


如 果 e 22, rm Lees 所 以 


1 


DY > ae L ade — ade = t, 


届 此 由 (1.10) 知 D 为 强 隆子 ，。 

注 221.1 对 剩 下 的 情形 : 6-0, 而 Chak=p>0 A 
4 空 2， 我 们 得 不 出 口 为 强 洪 于 充 要 条 件 ,但 可 以 得 到 骂 分 性 的 某 
ERCE 2.14) 及 (习题 215)。 

注 2222 在 亏 格 8 之 1 曲线 上 的 直 纹 自 上 ， 要 确 宏 极 强暴 
于 比 在 有 理 情形 (2.18) 更 加 蒙 歌 ， 这 是 因为 它 不 仅仅 依 加 于 叭 子 
的 数值 等 价 类 (习题 2.11) 及 ( 28 2.12), 

第 2 节 的 参考 文献 。 由 于 直 纹 而 的 理论 非常 古典 ， 我 不 能 在 
ij E E Wx REER. 代 之 ,我 只 列 出 一 点 近期 的 文献 ，Ari- 
yah'!, Harishorne?, Maruyama, Nagata'?, Shalarevich [1, 第 
1V,V 章 ]，TjurinuzDl， 


习 n 


2d GXXEAGPEUE. IREX RARR T C x P' gyt ea 
构 下 是 唯一 的 ， 

22 设 X 为 曲线 C 上 的 直 移 面 PCL4)， 证 所 4 可 分 解 当 且 仅 当 存在 x 的 内 
AB C.C 使 CnC = z. 

2.3 (4) £g 是 ( 非 异 ) 曲 线 C 上 的 秩 r AARE EE MA FREN 

0 SLEI =£ 

HERR i = laars ifii HER. IRA 是 可 逆 层 的 一 个 
UU. Uu 利用 (第 2 M,A 1). 
(5) EAH ARS 的 你 ,这 个 论断 不 对 ， 符 别 地 :P" Fam r o 不 


UELLE 


2.5 


2.8 


HREM: 对 什么 整数 
rEZ, ft xmi i Dig D 一 q 首先 证 明了 总 是 一 个 外 数 
一 2 

(25 VEI e 一 0 与 所 有 " 2 2 + LEE n] Hz ti. 

(b) 如 果 z = 3, 证明: 不 能 为 1 而 2.3 中 只 有 一 个 数 为 上 能 ,所 哪 
ARRAT C 是 否 为 起 椭圆 曲线 . 

tg. cf z > l iR. 
O) 证 明 当 os exa 一 ? 时 * 存 在 C 上 直 纹 面 以 e 为 不 变量 ， 并 对 
应 于 一 个 不 可 分 解 的 4， 参照 (2.12]. 

《bj 让 «c0, DX 4 — e RRP š € H'(#(—D)) REG 
定义 了 扩张 


[A 4 (D)—0, 
Q HC|D + K| 为 kes 定义 的 余 维 ! 的 于 线性 系 ， 其 中 上 看 作 证 
H(D + K)) FOREZA. HER Ld I 次 有 效 除 子 B, Le 
12 + KAPRER |D + K — E| + E, BLA 为 法 化 的 ， 当 且 仅 
当 对 每 个 上 面 移 EA Fh, 参照 (2.15) 的 征明 . 
(c) UBI 4 reco 时 ?存在 C 上 直 纹 面 x 以 AER. (Ie 
A C) 中 每 个 给 定 的 了 证 明 存在 一 个 合适 的 5. 证 项 可 用 类 似 于 (第 二 
和 章 ;8.16) 证 明 中 的 论证 ]. 
(4) Pp €= 5 证 明 :之 一 也 是 X 存 在 的 必要 条 件 。 
TE. 已 经 还 明 对 任意 直 纹 而 有 “之 一 AKCNagatat27。 
WERA P: 上 性 一 有 限 秩 的 局 部 自由 层 同 构 于 可 闻 民 的 直 
BUE KT RT n RE BETIS. | 
ECLI. ORARET x E EBRE C) — E C, 构成 了 一 个 
HARRIK SEULS EO HE c 00 6 55 ECC ARAM CE kE ARES 
fi. 
曲线 Cc Ef a SEE 4 称 为 稳定 的 ,是 指 对 局 部 自由 层 的 性 一 商 层 
4$8—0, Fet, 9 »0, ER 


(deg? )/ cankS »- (degd)/ rank, 
IRE» 换 为 之 ,就 称 其 为 半 称 定 的 
(e) TARAA 总 不 稳定 . 
(b) irf # 05629 2 R B ik (t. RII 4 为 稳定 的 (相应 地 ,六 稳定 的 ), 当 
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2.11 


2.12 


且 仅 当 dee 0 Oir 265. 
(«) UAR 2 的 不 可 分 解 局 部 自 出 层 e 且 不 是 半 稳 定 的 ， 可 以 按 如 上 
Arat ERU r3 fi OT PER 0 ex de — 1, Q) 一 个 一 次 
元 EO Pied, (3) ~ET Be HOP), 它 可 以 差 一 个 非 零 的 党 
BAT. 
iz v £ P rh KRE X, LRR. 证 明 或 者 Y ER 5a 
HAE ZHP am. 这 时 desY = 2a, e(Y) = (a — 1), 或 
者 degy XU 1e bd. eO) = at — a, SBCEDDER, 64 DUR 
Te PERO... 1 

UHER >et, ^ XQ V9) E E BEIC him, 它 在 Pt 中 
LEBA d= e HR nmíie— 2, UFBH X (GR T—4 fh 
8 = 4 RIWHESIBAY. AEE RATER Ni. EEH 
HG imet qu sibimet n 5f 
CBPEL&G SB 5 355. 

WE x Ahi c Enc 8 um y EB ER d EX, JE en c TORTE 
fQ)edeQ.3.D0, $57cbE-KT. 

GO #10 Hlb +e HERA, b 为 非特 殊 ， 则 存在 项 影 0 一 C, + 
bf, B.IDUE EA. 

(b) 若 b 与 b+e 在 C 上 都 为 极 强 并 对 每 点 Pec, b—P t b+ 
e — P 都 县 非特 跌 的 ; 则 c, + bf 为 级 强 . 

设 X 是 樟 贺 曲线 C 下 的 直 纹 面 , 具有 不 变量 *， 设 5 是 C 上 的 除 子 ， 
《4) FEBE D—C, + bf, 使 1D[ 无 基点 的 充 要 条 件 是 degb 之 < + 
2, 

(b) HER |C, + bf| 为 极 强 的 充 要 条 位 是 desbzee +a, 

È. “一 一 ! 的 情形 小 要 特别 留意 . 

对 每 个 < 之 一 1 nme dh PESTE P 中 的 4 一 24 一 < 次 
RUMBLE (t. PETS P 中 存在 5 RELATED. 

xx SH emat c Lez rn. ATRE eco, 并 假定 Chart = 
P>0, z22, 

(2 E Y=aC,+ M 是 不 为 Co 的 不 可 约 曲 线 ， 则 或 者 一 1 


5m0, RE aqa SP — 1, i> Lars 或 者 amp. b> Lartl—e. 
2 


(6) amo B $>: (T t ODU- D), emt p= 


+ 6. 


2.15 


olta 为 强 除 耶 。 另 一 方面 ， 若 为 强 , o0) Po or 


yz etr —0, CRUS, 习题 2.4) 
C) UHR HCA) E, E HRIE Frobeniu: HAEA. (Ë 
是 第 四 章 ，4.21) 
(b) REZA Pe 5， 证 明 存 在 一 个 非 可 的 5e HLO 使 得 
1*5 在 HOS(—3P)) h 93. 
( 将 号 看 作 是 个 扩张 : 它 定义 了 f 

ipep LP), 
xou cAn. 证 明 x 包 含 了 一 条 非 异 由 线 Y= 3C, 一 
34. 使 z; Yc HARIA. 再 证 明 除 子 D 2C, 满足 (2.21b) 
的 假定 , 世 不 其 强 除 子 . 
设 c 为 非 异 仿 射 曲 线 。 证 明 具 有 胡同 多 的 责 个 员 郎 自由 层 s n" 为 
同 构 当 且 仅 当 它 自在 Grorhendieck D£ K(X) HHZZ, E 
510), HIRAM 6.11) 相 等 但 对 于 射影 曲线 ;论断 不 成 立 。 


2 Ga) 设 p: PLOPLOS 2E REACH T RE 2.12). QI RP 


这 个 


的 像 的 理 轧 恬 ， 其 多 是 扭 变 三 次 曲线 <， 于 是 Z/zZ: ELARA 
Uf B 2 Ez, d eC 4177) JR P'EROEE 2 EGRE ERE. 因此 ， 由 
GL e*C9 HP) 00,8800) HRL 1，m eZ fI. REA 
im, EX E Chri, W| ! =m = —5; $$ Chark = 3, fj 
im = -45-6.] 

(b) HIE A, p: POP! dis my nm us r mh n mati 
XR £ 85 ESE00 i Be qz uk. Eo ERE C) PR] Rd. 


3 khi 


EE X BI ft X Jih Sp E 20 ADR PREE. ZAARA 
新 术语 ,是 为 了 把 它 与 对 任意 闭 子 概 型 胀 开 ( 第 二 章 , 弛 7 ) 的 更 


一 般 的 过 程 区 分 出 来 ， 在 文献 中 它 还 冠 有 许多 其 他 的 名 字 : 局 部 
IZREK, ERR. c iake, Hopf wiht. 


在 以 捷 的 (5.5) 我 们 会 知道 , 曲 上 由 的 双 有 理 安 换 可 以 分 解 为 一 


些 独 异 变换 器 它们 的 逆 。 因 此 对 于 曲面 的 双 有 型 研究 ， 独 异 变换 
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A YETSCO EU BTE RT IERDEUR, PAUR, eus 
ui fadt FEAT e HE y Meu Bh ARA ER, HEEE ESE HE 


首先 确定 记号 。 令 X 为 曲 而 ，P 为 曲面 的 一 点 ， 以 P 为 中 心 
BY SEE ei e: X 一， 那么 由 (第 一 章 ,第 4 节 ) 或 (第 二 章 ， 


ATWA Rd X — = (P) 到 xX 一 P 上 的 司 构 ，P iud 
是 条 曲线 E HEN 外 血红 (第 一 Ë, 4. MD. 

LI EN 
ERR 上 的 由 

证 明 出 于 单个 点 是 非 异 做, 则 可 运用 (第 二 章 , 8. 14), xx 
WI RI X CE —Àde, 746) EU REER 射影 的 并 
WBS X. RTK 2824! E = P', jux 
Vio CAET tin B zm ub meym 的 P 点 上 的 射影 空间 从 、 最 
后 ,法 层 us 下 是 ALl), duas) Ft = t. 

注 3.11 AUG DREK ERY, BD X' HE 
RERE, 如果 ee P' H E! — —1, WARS TS 
变换 下 的 例外 曲线 ， 


UH =" :PicX 一 PicX 与 1->1.E 定义 的 映射 


BIS Pic = PieXOZ, X LH EP 


Z- Pic A 


G) # C,D€ PiX, 则 (*C).(z*D) = C.D; 

(b) Zi Ce PicX, M| ("ChE = 0; 

(e) E=. 

RS x。: pic 一 PicX REAP- AERA, MA 

(I) # C€PicX, D€ PicX, Wi(s*C.D) = C.(z,D), 

证 明 CUR ERG TM, HUEI 出 《第 二 章 ，6.5) 知 ， 
PicX = Pic(X — P), fü X— Pe X — E, Iib RE 65) 
EHEAR 

Z-PicX —> PiX —0, 
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Rab — epi EX IL ELSE n> H (REY — 
—s$ 40, CB. 另外 =* 使 此 序列 可 裂 ， 故 而 Pict = 
Pie XZ. 

我 们 已 经 知道 了 E 一 一 1. 训 证 明 (a) 与 (hb), 我 们 利用 第 1 节 
的 结果 , 即 C DHE SiT ERER, EETRI P Am 
SEL BEER TE .因为 在 (1.2) 的 证 明 中 ,我 们 也 可 以 变 求 D' 不 经 过 
任意 有 限 个 络 定 的 点 ,守明 zt 并 不 影响 他 们 的 相交 数 ， 这 就 证 明 
T (a). BALIRE, “C 林 与 相交， 故而 《x*C).E = 0, 
因为 我 们 可 以 假设 上 RE Ee REP ANERE, PTCUBIRUPTIEME b 
WEH f (d). 


证 明 (也 可 见 (第 二 章 , 习题 .5)) 由 于 在 多 一 EE 与 X 一 P 
上 的 典 则 层 相同 ,显然 K. 一 **Kx + nE, n 为 本 中 一 个 数 .我 们 
利用 对 下 的 从 属 公式 (157 米 确定 n. "EXHI — EAE + Ka), 
故 用 (3.2? 区 出 二 一 1。 KK! 的 公式 直接 从 (3.2) 得 到 ， 

注 3.3.1 由 此 可 知 , 遇 面 的 不 变 最 :不 是 双 有 理 不 变量 . 举 
个 特殊 例子 P RE 916440), HEBASEXÉ KS 
(2.11), (& X, 间 构 于 P 的 一 个 独 异 变换 (2.11.5). 

下 洛 我 们 要 证 明 在 独 量变 雏 下 算术 亏 格 p, RERE. Hik 
必须 比较 半 与 党 结 构 层 的 上 同调 。 我 们 将 利用 形式 函数 定理 (第 
三 章 ,11.1) 来 计算 Rin Ar 

命题 34 我 人 有 zsOx = Us i 之 0 时 有 Rau. — 0, 
轩 而 H(X, Or) = HOLD) 对 所 有 1 2 0 成立. 

证 明 由 于 x 是 贸 一 到 X 一 P 上 的 同 构 ,很 清楚 ,自然 映 
H Ox 一 zz TURE P RIETER, RRE F= 
R'nOs, P 之 0 的 支 条 只 可 能 在 P 点 。 PNIMEREAEA 
CRER OLIN AREF, REACER PIENAAR) 

S e limB'(E,,O,), 
URS Z 表示 下 的 定义 理 急 ， 这 里 的 E, S ph tx 


EE 


Gi +m lz + n, 有 一 个 自然 能 正 合 序列 
0 fA Or > Oe 0, 

又 由 《第 二 章 ,8.24) 知 Z/Z'= 600, ECRIRE, R11 
得 JZ SF) S O (n). (B E = P', HE i > 0 
Efe a> 0， 成 立 HEC) = 0. 因为 E, = E, AEA 
Wi EIE GE n AA DECEMBER i > 0, n> 0 有 
HOn) 一 0， 于 是 对 1 > 0 成 立 S 一 0。 由 于 .多 ' 是 文集 在 
PORRE k S =P, MA F =A 

Or e z s 直接 由 X 的 正规 性 与 x 33846 E ipi. 参 
BCE m 11.4 63EBR, 

于 是 由 (第 三 章 ,习题 8&1) ,我 们 得 到 CX Ox) HOC ER) 
对 所 有 + 之 0 RAT, 

35 设 z: XX 为 组 异 变换 , 则 pX = p). 

证 明 由 (第 三 章 ， 3185) p(X) — dimH'(X £y) 一 
dimH'(QX Ex), FIERE p,OD. 有 类 似 表 达 式 。 

注 3.5.1 仍 可 由 (3.4) 推 出 X 与 多 有 相同 的 非 正则 度 gCX)~ 
dimHKX,@x》 及 相同 的 几何 亏 格 p, 一 dimi(x,O,) (第 三 章 ， 
7.12.3), p, 的 不 变性 自然 也 是 (第 二 章 , 8.19) 中 p, 为 双 有 理 不 变 
量 的 一 般 人 性 质 的 推论 。 

下 一 步 我 们 溉 芳 罕 在 独 异 变 换 下 一 条 曲线 所 产生 的 现象 ， 设 
C 是 多 上 一 个 有 效 除了 于，z: X — X 是 忆 严 点 为 中 心 的 独 异 变换 ， 
回忆 在 (第 二 章 , 7.15) 中 我 们 定义 C 的 严格 变形 5 ， 为 在 C Eh 
FPR HATER. 它 也 是 CENX 一 P) # Zh 
的 闭 包 (第 二 章 , 7.15.1). 于 是 显然 地 ,© 可 以 由 <*C rh ki E fŠ 
到 (不 管 E 在 w*C 中 重 数 和 如何》。 

EE 在 a*C 中 重 数 依赖 于 C 在 P 点 的 行为 。 因此 我 们 给 出 下 
面 的 重 数 定义 , 它 推广 了 (等 一 章 ,习题 5.3) 中 对 平面 曲线 的 定义 ， 

定义 、 没 C 为 曲面 X -DARET f 为 C 在 P 点 的 局 部 
方程 。 则 定义 C 在 P 点 的 重 数 为 使 fem, BUECKSEEC + ， 其 中 
mSOpx EBREN, D (C) BERK, 


ETE 


#352 dTicO^n, 我 们 总 有 a (C)20, X (C2 
1, 当 且 以 当 Pec, SAETHAR C de P 点 非 异 ， 这 基因 为 
此 时 mee 址 个 主 理想 , 故 f € m+, 

命题 4.6 设 C 为 X 上 的 有 效 除 子 ，P 为 C 上 一 个 重 数 + 的 
Bo m Xo X 基 以 了 为 中 心 的 独 异 变换 ， 则 

z*C€ =C + rE. 

证 明  RUIELBUEJT SE Xo. TAHAE 点 邻 域 出 现 
的 情况 ,使 我 们 可 以 寻求 C 在 X 中 的 局 部 方程 与 x*C 在 X 中 的 
BEHE. 

设 m 为 在 X 上 的 理想 层 。 MEXA Projp, 其 中 e 是 
分 次 代数 层 Pp 一 Dimni (第 二 章 ; 第 7 节 )。 令 z, y 为 点 的 
局 部 参数 , 刘 在 呈 的 某 个 邻 域 已 中 , z, Y ER m, 我 们 假定 这 个 邻 
IAH, U 一 Spec4。 Koszul 复 形 (第 三 章 ,7.104) 给 出 了 
m 在 上 的 一 个 分 解 : 

0> Or > > m — 0, 
这 里 ,以 eR OD 的 两 个 生成 元 , 映射 将 z 变 为 z, EU y. 
于 是 ， 核 由 区 一 wz 生成 ， 因 此 在 U 上 VP 是 对 应 于 4 代数 
AU, dM Gy 一 uz) 的 展 ， 而 完 是 Py 中 y ur 定义 的 闭 子 概 
更 ,其 中 z, uw 是 P! 的 齐 次 坐标 . 《留意 一 下 ,这 个 构造 是 怎样 推广 
《第 一 章 ,4.9.1) 例 子 的 。 

现 设 f 为 C 在 口中 的 局 部 方程 ( 若 有 必要 可 缩小 0)。 于 是 由 

重 数 的 定义 ,可 以 写 为 

f=f(r,y)+g, 
其 中 妃 为 次 非 零 齐 次 多 项 式 ， 系 数 在 和 中 ，8gE nt. PRE, 
fem, If ut 而 mit RA ç, y, y: DIO k AE 
空间 。 

考虑 Py 中 由 +! =l 定义 的 仿 计 开 子 集 V。， XE XV 上 有 
y 一 ux, KISA 

z*] = x'G'Cl, u) + rh), 
只 中 hE Ale], SSc E, m*'ALu] H rt, atu, ntn 
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成 ,所 以 zt 可 被 ev 除 尽 ， 

fe, sdRERURS E, LOS) 仅 在 E 的 有 限 个 点 土 为 
JA E 4E a* C 中 正好 有 重 数 r, 其 中 at C 局 部 由 me 定义 . 
337 ih EET, ČE =r, p.(C) = pC) 


nus — D). 
证 明 DD C — z*C — rE, BG C E =r. 我 
们 用 从 太公 式 (1.5) 及 (习题 1.3) 计 算 pE), 
2p(C) — 2 = CC + Kx) 
= (a*C — rE)(z*C — rE + a*K, + E) 
- 25,(0) 一 2— (r — 1), 


所 以 
eO) 一 PKC) 一 二 rr 一 D， 


mi^ dcum DOTOODA. DETUPER 
(fH t orb 


"^ CE E3FFEI IR a= 0, e PH-A A r 2 
2 为 其 重 数 。 4 X,— X AUPARK, C cH 
严格 变形 ， 于 是 由 (3.7) 知 PC) < pC) EC HERK, RII 
证 完 。 和 否则 ,再 选 C, 的 一 个 奇 点 ,继续 进行 ， 如 此 , 便 得 到 一 个 独 
FERIE A 

eX); —> Xi > X, = X, 

使 C 在 XX 土 的 严格 变形 Ci 对 所 有 :满足 PO < ROC 
UI26 CERCR PHR PL A = RET dE fn @ E (pc 一 
dimX H (Oc), 《第 三 章 ， 习 起 5.3))， 这 个 过 程 必 在 有 限 步 后 终 
ib. 因此 存在 "， 使 C。 为 非 蜡 . 

注 3.8.1 ” 奇 点 分 解 的 一 般 性 问题 是 ,对 给 出 的 一 个 给 VY， 来 
一 个 又 他 诗风 本 钙 态 射 f; Y' V 使 为 非 寞 、 若 为 曲线 ， 
我 们 知道 这 是 可 以 办 到 的 ， 因 为 曲线 的 每 个 双 有 理 等 价 类 中 含有 
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—W SEM ICE. 611). ERE, ARER 
7 为 了 的 正规 化 就 行 了 。 但 是 高 维 情形 不 能 用 这 种 方法。 

因此 我 们 采用 下 面 的 方法 处 理 这 个 一 般 同 题 ， 当 为 奇异 
时 ， 特 奇 点 集 的 某 个 子 签 账 开 , 得 到 一 个 态 射 h: E 
《这 古 困 礁 的 部 分 ) 找 出 某 种 定量 的 方式 证 明 V, 的 奇异 性 较 之 V 
的 要 小 ， 于 是 重复 此 过 程 ,最 终 必 得 一 非 异 繁 . 

有 两 点 是 完全 明白 的 第 一 ,为 了 使 奇异 性 得 到 合理 的 控制 ， 
应 该 只 对 那些 自身 为 非 异 的 子 敌 进行 胀 开 ( 例 如 一 个 点 ); 第 二 ,为 
了 能 够 实行 对 了 的 维 数 的 归纳 法 ， 应 该 也 考虑 所谓 能 和 人 分 解 的 问 
题 ， 这 个 问题 是 说 ， 给 出 一 个 包含 在 非 异 徐 W 中 的 子 签 V. GR 
一 个 双 有 理 的 本 征 态 射 g: WW, W AERE BER LV 在 
W 中 的 严格 变形 多 是非 异 的 , fa ELSE HEUS eC OP) 是 个 正规 交 
ZRP CHEDE g-《V》 的 每 个 不 可 约 分 六 是 非 异 的 ， 且 当 
g (V) Bb r 个 不 可 约 分 支 交 于 点 了 时 ，Y; 的 局 部 方程 加， ,如 
组 成 了 点 的 部 分 正则 参数 系 ( 即 四 -…，#(modmi) 为 线性 无 关 .) 

刚刚 证 明 的 (3.8) 表 明 ， 当 c 是 非 异 曲面 的 一 条 曲线 时 , 可 经 
过 逐次 的 独 异 变 换 分 解 C 的 奇 点 。 在 下 面 (3.9) 我 们 将 证 明 对 于 
寺 面 中 曲线 的 更 强 的 嵌入 分 解 定理 . 

一 般 分 解 问题 的 状况 是 这 样 的 。 曲线 的 分 解 在 19 世纪 后 期 
已 经 知道 曲面 (在 C 上) 的 分 解 已 为 意大利 学 派 所 了 解 , 但 是 第 
一 个 “严格 ?证明 由 Walker 在 1935 年 纵 出 ，1939 年 Zariski 给 
TRTA (Chark 一 0) 的 第 一 个 纯 代数 的 证 了 明 。 然后 在 19 和 
年 他 证 及 了 曲面 的 能 人 分 解 与 三 维 繁 的 分 解 定理 (Chark 一 0)， 
1956 ££, Abhyankar 对 特征 了 > 0 的 情形 证 明了 曲面 的 分 解 ， 
1966 年 他 又 对 特征 了 > 5 的 三 维 徐 证 明了 分 解 定理 ， 同时 ， 在 
1964 #E, Hironaka 证 明了 特征 0 时 ,在 所 有 维 歼 下 的 分 解 与 能 入 
分 解 定型 ,分 解 同 是 的 更 详细 的 情形 和 精确 的 参考 文献 可 见 Lip” 
mas, Hironaka"! 以 及 Zariski 中 Hironaka 所 写 的 Zariski 
关 二 分 解 的 论文 选 的 导言 . 

EXEC rh k a: k A A) 设 Y 为 曲面 xX 中 的 直线 ， 


EE 


HELLE ka iat X = X,» X, wni X = X, 


ETE 


证 明 显然 可 以 假定 Y 是 足 连 通 的 。 又 因为 正规 交叉 的 定义 并 
设 有 涉及 到 不 可 约 分 支 的 重 数 AAY 为 既 约 的 ,也 就 是 说 每 


个 分 支 站 HE. HUE, MEE AUG BdS S f: X'—> X, DL 
fO) 表 云 既 约 的 逆 像 除 子 Oea figi, FO) 是 


f*CY》 中 所 有 不 可 约 分 支 的 和 ， 每 个 分 支 的 重 数 为 1、 如 果 了 是 
些 独 异 变换 的 复合 ， 则 CO) 也 是 既 约 与 连通 的 ， 所 以 
HD) — k, p.(f (Y) = dimh (Ari) 2 0. 

设 x: No X 为 在 点 的 绢 异 变换 ，pAY) 一 r。 Rd 
(0, = (Y) RE Y+ E= *(Y)— G — DE, 故 可 利用 
从 属 公式 像 (3.7)th 一 样 计算 算术 亏 格 , 求 出 


PCY) = &QO)— ic 一 DG 一切- 


ETES REHAR. 首先 对 Y 的 每 个 不 可 约 分 支 运 用 
《3.8)。 央 而 将 问题 化 到 了 Y 的 每 个 不 可 约 分 支 都 是 非 异 的 情形 ， 
这 是 因为 我 们 水 加 的 所 有 例外 曲线 都 已 是 非 异 的 。 于 是 ， 如 果 总 
的 曲线 Y 有 有 一 个 非 结 点 的 奇 点 ,我 们 就 把 它 胀 开 ， 

如 果 ur(Y) 23, WD pY < p.《Y)， 所 以 只 有 有 限 
步 能 有 此 种 情形 ， 如 果 a CY) — 2, We (Y 一 plY), 于 
是 我 们 必须 更 深入 地 务 察 ， 由 (3.7)， 立 下 = 2， 有 三 种 可 能 性 . 
一 个 是 了 与 E 槛 截 相 交 于 傣 个 不 同 点 ， 这 时 就 相 停 止 进一步 分 
解 。 第 二 种 是 与 已 祖 交 于 一 点 @， 它 是 Y 的 非 异 点 ,但 是 多 与 
在 介 的 相交 重 数 为 2。 KEF 便 出 现 了 一 个 三 叉 点 《请 验 
ED, MiA ERE p,(Y》 又 变 小 ， 第 三 种 可 能 性 多 与 E 祖 
交 于 一 点 Q@， 但 它 是 闻 的 二 重 奇 点 。 这 是 了 十 EE 车 Q 点 的 重 数 
36 3, IXIEIEE Q ARIE p, HEUS. 

因此 我 们 在 到 ， 除 结 点 外 的 任 一 类 奇 点 都 有 一 个 独 异 变换 或 
独 异 变换 的 有 限 序列 , 一 定 使 p, 减少 .于 是 这 个 过 程 必 定 终止 。 
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这 时 f '(Y) 就 是 一 个 正规 交叉 的 除 子 ,因为 这 时 每 个 不 可 约 分 支 
是 非 异 的 而 总 曲线 f CY) 的 奇 点 仅仅 是 结 点 。 

例 3.9.1 设 Y 起 平面 类 点 曲线 yi, WY JS TÍ d- 
个 组 异 变换 分 解 。 扎 是 ,要 使 TO) 为 正规 交叉 ,需要 三 个 独 异 


变换 (图 20) 
[Es 
[i] Ey 
— z, 
Y 


< 


图 20 GAABKADM 


由 于 逐次 独 异 变换 方面 的 原因 ， 为 方便 起 见 引进 无 限 争 近 点 
CE 

定义 ” 设 X 为 曲面 X 为 由 天 经 有 限 次 逐次 独 异 变换 得 到 的 
ERRE. MX 上 任 一 点 为 天 的 一 个 无 限 邻近 点 ， 若 a Xe 
X 为 进一步 的 逐次 独 异 变 邹 ，0"e X” 是 在 使 为 同 构 的 开 集中 
的 一 点 , 则 作为 基 的 无 限 邻 近 点 将 9” 与 z(0”) 视 为 相同 ， 特 别 
地 , 义 的 所 有 兽 通 点 均 包 括 在 无 限 邻 近 点 中 ， 如 果 了 是 某 个 关上 
的 点 ,9 EIKI P RIRIA E ENIN “O ERME P. E 
CEXQÉH,Q CX EXIST XR SE A T Q X E c Z X' 
上 的 严格 变形 中 的 点 , 则 称 O^ E c KERER 


例 3.9.2 没 C 是 曲面 X 上 的 非 异 曲线 ,5 为 其 正规 化 ， 则 有 
AD pA X luci) 


其 中 上 是 重 数 ， 和 号 是 对 C 的 所 有 青 点 P， 包 括 无 限 邻 近 奇 点 取 
的 。 事 实 上 ,由 (3.8) 知 我 们 可 以 由 RREFERA, ENRE 
AXE. (3.7) 表明 我 们 每 作 一 次 卫 开 ， 算 术 亏 格 就 减少 了 二 , 
0-7. 
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963.93. 特别 地: 问 时 外 理 一 点 无 穷 小 名 域 时 ， 则 (第 四 章 ， 
习题 LIRE o, TOUR. > n rekrg 一 1) 计算, 它 对 P 上 的 


BUR XR ASA Q (€ P) 取 和 。 

注 3.9.4 〈 现 线 奇 点 的 分 类 ) 利 用 本 节 的 想法 可 以 着 手 于 曲 
而 上 (婚约 曲线 的 所 有 可 能 奇 点 的 新 分 类 , 它 较 之 (第 一 章 ,5.6.1) 
EGR— 9,5184 5.14) 引 进 的 解析 同 构 分 类 为 弱 ( 见 习题 3.6). 参 
ALETA Walker [1,25 111 章 ，47] 及 Zariski [10,28 1 iz]. 

我 们 对 曲线 CC 总 个 定 在 曲面 X* 上 ) 的 奇 点 P， 以 它 的 重 数 作 
为 第 一 个 不 变量 ， 其 次 有 C 的 无 限 邻 迁 奇 点 的 重 数 以 及 它们 在 
点 周围 的 相对 位 置 ， 这些 条 件 已 足以 决定 5p(3.9.3)。 

我 们 再 定义 奇 点 《或 一 组 奇 点 ) 的 一 个 身 许 复杂 的 离散 不 变 
量 ， 即 在 下 述 等 价 关系 下 的 等 价 类 。 设 C 是 曲面 X 的 开 集中 的 
(婚约) 曲线 ，C'CU EX 是 另 一 条 。 tu EE YU SE MR 
U, >U. UVR 有 一列 UL. o Ui 
各 为 C 与 C' 的 嵌 和 分解， 并且 存在 一 个 一 一 对 应 关系 使 它们 
的 总 变形 的 不 可 络 分 支 之 间 对 应 ,每 一 步 分 解 的 奇 点 之 间 对 应 ,并 
保持 了 重 数 、 相 互 关联 不 变 ,也 与 每 个 i 的 映射 U, — U RU 
UL, 相 容 ,就 称 这 个 C 与 C Sr. 容易 验 证 这 确 为 等 价 关 系 ， 单 
个 奇 点 Pe C 的 等 价 类 就 定义 为 在 取 如 充分 小 使 CNU 不 含 其 他 
奇 点 时 的 等 价 类 . 

例 3.9.5 要 解释 这 个 概念 , 我 们 来 对 所 有 二 重点 等 价 分 类 。 
WPCC RAT EN, ei X 为 中 心 在 P 的 独 异 变换 ,于 是 像 
《3.9) 证 明 中 的 一 样 ， 有 三 种 可 能 性 : (a) C 与 互 槛 截 相交 于 两 个 
点 ,这 时 中 是 结 点 ; (h) C 与 E 交 于 一 点 且 切 于 此 点 ,这 时 P 是 类 
点 ; (C) C 为 奇异 曲线 ， 有 一 个 二 重点 @， 由 于 C, E—2, 这 
时 必 字 过 @， 基 方向 不 同 于 处 的 任 一 切 方向 ， 因 此 8 的 等 价 
ZRET PENS. 

那么 ,我 们 可 尺 按照 使 C 26 ESE 2k K 3k a CLIE L iB 
《a) 或 (b) 汐 行为 ,对 二 重点 分 类 。 
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IM (he RERUAE fr gy 35 ERA TRUE, (e — e 
BUEJTAARISICOT H 3.6). ic ER P. Em LEO 
gy = r, r 2 2 f&IB (3 — i. 5.144), HEEF, S y 

. Bf] e 一 z, Aci Posh 其 等 价 类 由 n= 
DDR e Yara ! (a), r 26 HERE IR CD) H 


3 题 


33/4 X XCREAERRDAESHHREG Y XR AE5SE T E, z: X h IË JF y 
得 到 ， 证 明 p. (33 = P QUO. 

3.2 igc M DOS X E (dh AL, HAF P A. rX 是 以 了 为 中 心 的 
ms. 证 明 É. D — C.D 一 polC) ar(D)， Aittek CD = 
ZrCC)ne(D)， REAL C A D tu i 22 S GIU Iz az gef. 

3.3 2 r: KX JEPEN, DXXE . HEDI ar*D — E Jk 
£ 6k. ET: IEP Ub URL Gic št, 2184 7.5) (il e 
r.] 

3.4 FPES. (BA Negara [148 6,823] BE ?ariski-Semuelf1， 
3 A VUL f 0 IR. 429 Noeckec fo EH, m AHMAR, EHE 
36470; $ d) = lengibCAf mnt) Kg £29 483 Hühen-Samnel Gef. 
(D 证 明 存 在 多 项 式 Pale) 《 Ofl Gud Eoo PU) m CD. ik 
H Afh Hilber Samuel BFR. HER: BRIEKE nA = uu mtf 
me 并 运用 (第 
(b) 证 明 degP, 
Co) 设 * = dima, MEX AMEI (A) = al Cs 的 首 项 条 数 。 
# p 是 一 个 Noeiher ERRi, EX PAD X Eck HeX) 为 
(£o, x)). 
(4) UEM e gun x 上 的 曲线 c P AU SX EX HeC) WA 
iE. 5 0) EX (8 E. 
(e) itv f: P* chi a REIER Y EATARRA 2 得点- 

3$ deser surm5 E PRAI CH P peU A He 


一 a) 定义 的 曲线 证明， 轴 上 的 无 限 远 点 ?是 个 奇 点 。 设 了 > y 
的 正规 化 , 试 比 较 I, tS aC), VERRE LJ Cel RE 4- 38 8 之 2 的 
@ EUER. 
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3.6 证 明 解析 何 构 的 曲线 次 点 (第 一 章 ，5.4.1) 是 (3.9.4) 中 所 说 的 等 价 奇 
点 ,但 反 过 来 不 对 - 

3.7 ”对 下 述 每 第 曲线 在 平面 中 (0,9) 点 的 奇 点 , 给 出 其 联 和 人 分解， 计算 Sos 
HAEREERE. 
GJ) m + y'=0. 
(b) z + ze q yt = 0. 
G) e + y + = 0. 
(d) m + y + v€ =, 
(e) z+ zy' + y' = 0. 

3.8 EY FIERE TEA ARANE Y S CERRAR E ^UI BLEU FR EUER, 
teri E S AMARAN 5s (ETT SQ. 


G) zt — zyt = 0, 


(B) t ry! riy teg 


4 P' 中 的 三 次 晤 而 


像 第 2 节 一 样 ,本 节 考 虑 很 特殊 的 一 类 焊 面 ,用 以 解释 一 些 一 
般 卡 理 .我 们 的 主要 结果 是 涪 , 射 影 平 面 对 六 个 点 的 胀 开 同 构 于 PP 
中 一 个 非 异 三 次 曲面 。 我 们 利用 这 个 同 构 研 究 三 次 曲面 上 的 曲线 
几何 。 这 个 同 构 是 利用 了 具 六 个 基点 的 平面 三 次 曲线 的 线性 系 得 
到 的 ;故而 我 们 开始 先 对 具 基 点 的 线 狂 系 作 些 一 般 性 注释。 

设 关 为 曲面 ,| 了 | 为 X 上 的 曲线 的 完全 线性 系 ，P:， PLE 
XHA RA, RIRA AKAR P, PL 点 的 除 子 DE IDI 
构成 的 于 线性 系 b, 以 |D 一 Pi 一 … 一 P| EZ, Pues, 

ik rX — X EHER Po 05, P, BREH, Ents 
E, 为 例外 曲线 。 则 在 大 上 的 的 元 与 内 上 的 完全 线性 系 w 一 
ix*D 一 E,— e E| 的 元 之 间 存 在 自然 的 一 一 对 应 ， 它 由 
Di— tD — E, —-— ,给 出 这 是 因为 后 一 个 除 于 在 XX 上 
AA BUS pæ Pitit, Pu 

X' 上 的 新 线 狂 系 v AEA E REOR E AE RIIE v 的 基点 


EID 


EH XÉ Ef E ni, JEZA CHE =, 

如 果 某 些 P, £ 5 6k X CPUS S SE 82 108 8 KE 
1， 上 述 的 定义 仍然 适用 ， 例 如 , 当 P, LRA P. hh, 9 Deo 
表明 它 满足 PED B ztD— E, és Pa 其 中 于 是 对 PLUS 
JF. 另外 ,车 P 有 重 数 r >l, WEEDE P, 至 少 是 个 了 重点 ， 
这 叶 在 站 的 定义 中 应 取 xD 一 rE 

《注意 , 如 果 我 们 派 定 的 基点 Quo Q BREA P, Ml 
每 个 包含 Qo: Q, 的 除 于 本 身 在 P 点 至 少 有 一 个 重点， 丁 
是 我 们 约定 每 个 P 点 必须 派 定 一 个 重 数 ， 它 至 少 等 于 无 穷 邻近 P 
的 派 定点 重 数 的 和 .) 

这 个 术语 的 好 处 在 于 ， 给 我 们 一 种 谈论 在 半 的 各 种 账 开 嵌 型 
上 线性 系 的 方式 ， 则 使 用 多 上 其 个 过 当 的 具 派 定 基点 的 线性 系 这 
种 特殊 的 字眼 ， 

注 40.1 使 用 这 个 术语 ， 我 们 可 以 重新 表达 一 个 完全 线 狂 系 
1D 1 为 极 强 的 各 件 (第 二 章 ,7.8.2) 如 后 : | 如 | 为 极 强 , 当 且 仅 当 (a) 
| 六 | 无 基点 ，(b)》 对 每 个 PeX, |D 一 P| 无 非 派 定 菇 点 ， 实 际 
E, DIDE P, Q A REOR Q |D 一 PI 的 基点 ; 而 12D1 
FA PAHE, A SOUS ID 一 P| 没有 无 限 邻 过 P FRE 
基点 ， 

注 4.0.2 如 果 我 们 君 出 , AIRE T EAE GAS 
系 的 非 派 定 基点 时 ,线性 系 维 数 正好 减少 1， 则 我 们 可 以 以 (第 由 
章 ，3.1) 提示 的 那 种 形式 ， 重 新 表达 这 个 条 件 : 1D1 为 极 强 , 当 
且 仅 当 对 任意 两 点 P, Qe X， 包 括 8 是 P 的 无 限 邻 近 点 情形 , 成 
立 


dim|D — P — Q| —dim|D| — 2, 

注 40.3 将 (4.0.1) 运 用 于 多 的 -- 个 胀 开 模 型 上 , 我 们 看 出 如 

果 bo 一 |D 一 Pi 一 … 一 了 ,| 是 允 上 派 定 竺 点 的 线性 系 ， 则 在 

上 相关 联 的 线性 系 y ARE ARH (a) b 无 非 派 定 基点 、 

(b) 对 每 个 PeX, BEX 上 的 无 限 邻 近 A, b — PRERE 
基点 ， 
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HERRA UM EM TE, BIL E 3 AMEE RE Sem 
HURAUECR, RHOSEIHEPETTI EER S IRURE CRISE 
BESCREOF BE RUE ME Res 要 得 到 P rh ñ= 2 dh 
m, 我 们 等 刊 用 其 有 六 :个 条: 平 是 曲线 的 线性 系 。 然而 首 


命题 A 
DA fas. 

Eom neat 

证 明 处 EAE 了 一 dear T. 先 设 Pis Pas Pas 
P, 部 是 普通 点 , 令 L 表示 包含 P;, Pj 的 直线 , 则 5 包含 了 Lat 
LS La + Lu. 内 为 没有 三 个 Pi 共 线 ， 这 商 个 除 子 的 交 由 点 
P, P, P, P 构成 ,每 个 的 重 数 吉 是 1, 故 设 有 非 派 定 基点 . 

现在 设 P, LWI P. 这 时 包含 了 Za + La Lac 
Lu 这 里 的 Ly HAAR fet P, 的 直线 而 方向 为 P, 给 出 的 切 
BU m HE DM Pi Pas Pu Pa), 下 没有 其 他 基点 。 

A2 EMEP A 

(a) fnf r5, dimu = 5 — r; 

Q) mi rcs, MU 
它 必 为 不 可 约 。 


XŠ P. FUE p... P, PIETAT ERRIREN, 
证 明 (a) 在 一 个 无 非 派 定 基点 的 线性 系 上 ， 每 规定 一 个 基 
点 ;其 维 数 就 减少 !. 由 于 P 中 所 有 砚 稚 线 的 线性 系 具 维 才 5， 故 
由 (4.1) 推 已 结论 。 
(b) Æ r= .,MWM| dimb 一 0， 故 存在 哇 一 的 圆锥 线 和 外 全 了 
Pac Ps TAS P, 点 共 线 , 它 必 为 不 可 约 
注 4.2.1 最 后 一 个 论断 (b) 是 个 经 典 的 结果 : 圆锥 线 为 5 个 
定点 唯一 决定 ;而 4 个 点 与 它们 中 任 一 点 的 切 方 向 ,成 3 个 点 及 
在 其 中 两 个 点 的 切 方 向 ， 成 3 个 点 及 其 中 一 个 点 上 的 切 方 向 与 二 
MAAA CA P, ARR Pi Z b IB im P) 都 唯一 决定 了 图 
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$422. Æ r= 1, Wo X AERE ERU ERU P，D 一 
已 无 非 派 定 某 点 。 故 由 (4.0.3) 知 立 为 大 上 的 极 强 除 子 ,因为 
dimt = 4, EH X BA. P* 为 3 次 曲面 , 这 个 次 数 等 于 RMT 
除 于 的 非 派 定 相交 点 的 个 数 ， 事 实 上 , X 恰 是 。 = ! 的 有 理 站 纹 
Ji fix 4 p A8 RS PCR E REC2 19.1), 

$423. ir —3,8l X' JE PE — TI ABSHOT, H. dim b= 
2, Bot v EEA CEEX SI Pf dst 6. Bilefi k: 2 
P. = (1,0,0, P,—(0,1,0), P, = (0,0,1) FERRET b 的 
IRBE VC HX (2) 由 xu, man 及 ra E, HOP oT 
yo = xin, Yi m ran n m nz EL Fo y; RGB 69 P: 的 齐 次 坐 
标 ,将 它 看 作 P 到 PARR ET LU PURGIDECE 86,53 REL 4.6) 
中 的 二 次 变换 ç, 

现在 我 们 证 明 由 等 同 于 第 二 个 下 对 三 个 点 Q, 一 (1 0 0)， 
Q,=(0,1,0), Q, 一 《0,0,1) 的 胀 开 X 到 P? 的 映射 ,使 得 例外 
曲线 07 (00 等 于 第 一 个 Pr 中 Pi, P, ER Lit 的 严格 变形 , 其 
H Gik) 等 于 (1,2,3) 的 某 个 排列 。 另外 ACE) 是 连接 Q: Q, 
的 直线 Mj, MG, 六 OAE, RERI KEM? A 
是 “ 胀 开 点 Pa Pa, Pa, 然后 再 压 平 直线 La, Lus L," ( 20. 

_ 为 了 证 明 这 些 ， 我 们 考虑 P' x P! 中 由 双 齐 次 方程 reg 一 
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zy —oxy: 定义 的 入 YY。 斯 言 第 一 个 投射 p: V o PV ERIT 
X。 这 是 个 局 部 问题 ， 其 理由 在 于 储 开 一 点 仅仅 依赖 于 此 点 的 分 
bk. AE E xo = l 定义 的 开 集 USP'。 TE U — Spect, A= 
Az, m), fA pc QU) 可 写成 
PUU) = proi 4Eys, Yis vil (y — yis ty — zy). 
由 此 分 次 环 中 消去 ya A 
pi QU) e ProjA[ yi, y1 Cay — ny. 

得 这 表明 了 pi QU) FIEUFU SLR Cro — (0,0) HERF, 就 
EG OPNE t Arthi E, 

对 于 P 中 升 集 < — 1 SAR n — 1 ERRES IR. CEXUÉ 
通过 第 一 个 投 财 ,V EE P 对 PaPa P, ARR V = X. 由 
xXx, I ES HEB, V RESET PU Qu Q1. Q: OE 
F, 所 以 poop 给 出 P E 5003 EE. 对 zy zu n >= 0E 
出 方程 tY m rY E a, 1E] Yo = za, Yi — Rx hun, 
王 是 这 个 变换 又 是 上 面 所 说 的 二 次 变换 p 

由 此 我 们 推出 4:X'— P^ 与 p: U o P' 是 相同 的 , Aat P 

是 级 开 三 个 点 ， 压 平 三 条 直线 。 最 后 ， 由 方程 式 清楚 吉明 
n) = Qo E) 一 Ma HED i, j k RIE 

全 题 43 QUUMIEERA PoP, PPH RAR 

MRR 3Í 


T 

证 明 只 要 考虑 " 一 7 的 情形 就 行 了 。 RNE ZERE 
Pu: P, 全 为 普通 点 , 则 Mdb 为 此 只 要 表明 
民 每 个 不 等 于 任何 PRAO, 有 一 条 三 次 曲线 包含 了 Pues 
但 不 包含 8 即 可 。 

TEL 假设 存在 三 个 P. 点 ， 辟 如 PL P P, 与 在 一 然 直 
BLYE. m Po Pa Po Pi RRR V RIP s SED PL, Pa 
Pi 不 六 线 。 于 是 经 过 Pa Pi, Pi Pa, P, 的 圆锥 线 Tua 与 经 过 
PP; 的 直线 Ly， 合 起 来 形成 一 条 经 过 Pitt Pi 而 不 经 过 器 


D 


的 三 次 曲线 ,事实 上 ,如 于 Qe Lo, W P,e L*, BBA PaPa Pi 
P, 共 线 , 这 是 矛盾 的 ， 

情形 2 设 8 不 与 任何 三 个 P; 点 共 线 ， 坦 在 一 条 包含 了 6 
个 P, 点 的 圆锥 线 TT*《 必 为 不 可 约 ) 上 ,不 妨 设 这 6 EO Pues, 
Pa FE Dun 十 Lu 是 条 不 售 @ 的 三 次 曲线 。 事 实 上 ， 若 Q € 
Tass 则 Pa, Pas Pi, Po, Q 责 在 此 圆锥 线 上 也 在 pv E. 由 
GDIM Ta 一 T*。 于 范 P,…… P, 全 在 T* 上, 玫 盾 . S 0€ 
Lus M|) T 为 可 约 , 又 矛盾 . 

情形 3, 9 不 与 任何 三 个 P, 点 共 线 也 不 在 一 条 包含 了 6 个 P; 
点 的 圆 锋线 上 。 考 虑 三 条 三 次 曲线 Ci 一 Fa La, Rh G, 
bk) 一 《5,6,7) 的 其 个 排列 . 我 们 证 明 它 们 中 的 一 条 不 全 QQ。 如 
# QE Lu, Wl QL，Q 关 Ln， 这 是 因为 不 管 那 种 情形 都 会 使 
Ps, Pa, P,, Q 共 线 。， 所 以 去 掉 C;, TARO Ln, Q € Lo. BE 
2, ME QE C., Q € C. WA Q € Tso 与 QE Tuua XE 
EER D = Fang BT ARY BARO ARA = s Fs 
WHEA Q € Tuso F. WR 并 可 约 , 适 当 标 号 时 ， 则 或 
(a) I= Lat Lo, 或 Cb) 六 一 Lug 十 Ln， 在 情形 (a) 中 ， 
Tas = Lai Lo, Tis = Lin + Las 故 P Ps, Po Q IR, 
P. ERCOR, Pis = Let Lis, Tas Lu + bw, T 
是 P, Pas Pa, Ps IR, IPR. 

Patet Pa, Q ZARARA EEEE P, EIRE Pa 
3X Q ERPE T Pi 或 这 两 种 同时 存在 的 这 些 情形 下 ， 可 进行 
与 上 面相 同 的 证 明 。 有 时 必须 标明 P; 使 所 作 的 构造 有 意思 ,也 必 
须 利用 (+#2) 的 无 限 邻 近 点 的 情形 ,详细 证 朋 留 给 起 者 。 

系 44 GHoHET, d 

(a) 如果 r<8, 则 dimb— 9 — r, 及 

C) fu + 一 8, dimb 一 LEL o h LAE REG n 
约 的 ， 

证 明 对 + 所 7， BARRELA, 故 每 一 步 使 维 独 碱 少 1 . 
无 基点 的 三 次 曲线 构成 一 个 9 维 线性 系 ， 这 证 明了 Ca), EA 


TEES 


QO), RE SIEUT X 4 CALLE 7 点 共 一 圆锥 线 , 故 而 只 有 有 
限 种 方式 使 它 为 3 条 直线 ， 或 者 为 一 条 直线 与 过 8 个 点 的 非 异 二 


PEER 8 FA Po. o Pa 无 4 点 共 线 ， 元 7 
HIR Ps CIR 


i. 

证 明 从 (4.4) 知 ,经 过 Pas -ees PLORPR rd pk nto 
ER o EREMO 1, 故 可 以 选取 抽 条 不 同 的 不 可 约 曲线 C，C'e x, 
于 是 内 Btzout EE (14.2) (参照 习 是 3.2), C 与 6 交 于 9 个 
点 ,其 由 8 个 是 Pues, Pa BERT ELB Pa CTW 
无 限 邻 近 点 。 但 是 由 于 dim 一 1， 任意 其 他 曲线 Ceo, RE 
是 否 不 可 约 ,者 是 C 与 C 的 线性 组 合 ;因此 C" quit PPF E, P.E: 
的 一 个 非 派 定 基点 . 

EASY 这 个 经 典 结果 有 不 少 有 元 的 几何 推论 。 i (M 
10. CIB 65), 

定理 4.6 设 为 具 派 定 《普通 ) 基点 Pu s P PHS E 
ñayta FRE TA P, PREET P. 3-0. 如果 
r<, Mah PROF Paie P. 得 到 的 曲 而 多 上， 对 应 的 线 
IET 


(40.32, RIAA o 无 非 派 定 基点 且 对 每 个 
点 P， 可 能 是 无 限 邻 近 点 ，h 一 P 无 此 派 定 基点 。 第 一 个 论断 是 
《4.3) 的 直 壤 推 论 ， 至 于 第 二 个 论断 ,注意 到 死 3 个 P. R, 6 
个 P 共 一 条 二 锥 线 , 故 而 r 十 上 个 点 Pasos Prs P 满足 (4.3) 的 
候 定 ,因此 这 种 情形 也 从 (4.3) 推 出 。 

RAT 在 忌 样 假设 条 件 下 ,对 每 个 =t 1, 6, 得 到 一 
X PIC BISIRA lupa T 9 一 r 次 曲 面 ,其 典 则 以 ow 
RAF QeC D. EA rm S 时 ,我 们 得 到 r4 ER 
EIE 


-414° 


证 明 IRR kE o $ X' OA P”. h TCR 050 dim = 
dimi = 9 — r, KA N — $ — r, MIEL J P' mea, M w — 
la*3L — E, — ++: — EJ, INER D'ev, RIA D" —9— 
r, Am X 在 P* 中 次 数 是 9 一 r。 Eu, Doo P' py Tx 
—iL, MGH K Ke = —=*3L + E, + o + E, "ETE AE 
=D. Rik, = éw MD. 

#471 定义 Del Pez2o uti P: rh— d d iix «e 

x 4X0. — BG 7)! i fe, S FÉ Del 
Pezzo HHT. RIR JR Jš] FE Del Pezzo "m (4.72 
在 适当 进取 点 Pié PHHH, iE P'rh wm? Gr E tE 
As E P'rh068 2 Del Pezzo WHM. Il, P 中 每 个 三 次 
曲面 均 可 由 平面 对 6 个 点 的 胀 开 仙 到 。 事 天 上 , wt P' 中 的 三 次 曲 
面 ,条 件 wx = Oll) 二 自然 请 足 的 (第 二 章 ， 习 显 8.4). 共 证 
明 可 见 Manin[ 第 3 S£, $24], Nagata [5,[， 定 理 8,p. 366] 等 . 

注 记 4.7.2 ”在 户 中 三 次 曲 身 情形 ,经 计算 维 数 可 以 记 明 一 个 
利 弱 的 结果 .在 平 而 上 6 个 点 的 选取 需 紧 12 个 参数 . Aii P SEI 
同 构 (8 个 参数 ?再 加 上 P pi AAA (15 个 参数 )， 可 此 由 (4.77 
给 出 的 P 中 的 三 次 山上 向 构成 一 个 19 纵 族 。 但 P? 中 所 有 三 次 曲 
面 族 的 维 数 等 于 dimH'(6,-(3)) — 1, "E0926 (9. 因此 至 少 可 以 
知道 ,几乎 所 有 的 非 异 三 次 曲面 均 可 月 (4.7) 产 生 ， 

记号 4.7.3 本 节 剩 下 的 部 分 专门 用 来 讨论 P: 中 的 三 次 曲 
面 。 取 定 记号 如 下 。 令 P,- oP, 为 平面 上 6 个 点 ， 无 3 个 共 
R, 所 有 6 个 点 不 共 二 次 曲线 。 令 5 为 过 Pi,"…*，Ps 的 平面 三 次 
曲线 线性 系 ,X 为 由 (4.7) 得 到 的 P^ 中 非 异 三 次 曲面 , BD X LATE 
Pató A PI,…,Ps 的 胀 开 。 令 7:X 一 Pr 为 投射 S ES, 
EC X 为 例外 曲线 ，c，* ,es & BicX 为 它们 相应 的 线性 等 价 类 . 
1€ picX 26 P 中 直线 在 x* 下 的 类 . 

$H48 D) Pp cdi (73), RI 

(a) PicX =Z’, di 1, e, o ts 生成 ; 

(b) 站 上 的 相交 配对 让 P md, d T —1, Lem 0, ei 
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Qi P 给 出 ; 

(0 PPAR h= 31 Ees 

(a) BM K= -一 —3 + 26 

G) EDÀXLEQuET D ~ al — Xs, 则 作为 户 中 曲 
£o DERA 

de 3a — Ib; 
(D DD 的 自 交 数 D = a — 38 
(g) DIRK SOS 


eO) iDa) 


- Xa — 2) RC D. 


证 明 ”所 有 这 些 均 可 届 早 先 的 结果 得 到 。 (a) RO) (32) 
推出 ,Cc) 由 在 P! 中 媒人 的 定义 得 到 。(Cd) 由 (3.3) 推 出 ,对 Ce》, 只 
变 注 意 到 DD 的 次 数 为 D. hf) 直 接 由 (Cb) 得 到 ，《8) 由 从 属 公式 
2p.(D) 一 2 一 DCD + KX 习题 1.3) 及 D.K= 一 D.&= 一 d 由 (4) 
推出 . 

注 48.1 设 C 为 X 的 任意 不 可 约 曲线 ， ERE ES ES 
MC) 是 一 条 不 可 约 曲线 ， 而 C 反 过 来 是 C6 的 严格 变形 。 设 
C, 的 次 数 为 a， 且 在 每 个 pi ERD b, 则 z*C,= C + bE; 
《3.6). 因 为 C, — a, CELER, 得 到 C — at 一 3bit;。 因 此 对 任意 
a55,,7** 5,2: 0, al — Ebie; 类 中 任 一 条 X 上 的 不 可 约 曲线 都 可 
以 理解 为 一 条 d 次 平面 曲线 的 严格 变形 , 这 条 平面 曲线 在 每 个 P 
点 的 重 数 为 六 。 所 以 研究 X 上 的 曲线 可 化 为 研究 某 种 平面 曲线 。 

定理 4.9 (27 条 直线 ) 三 次 曲面 发 正好 含有 27 条 直线 ,每 一 条 
的 自 交 数 为 一 1， BENEN RENANE etum. 它们 


GO 网 外 曲线 E i=l, 6 (一共 6 条 》 
Q0 Pisi P P ODIT Pa, 其 中 Lie 
j< sim 15 OS MUR 
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(O) Pip s 4 P, EA 
6 CC E49. 

证 明 首先 ,如 果 上 是 X* 上 任意 直线 , 于 是 degL=1, plL) 
一 0， 所 以 出 《4.8) 我 们 有 L'-— —1, 《也 可 见 ( 习 题 1.4)) 区 
Z: Ë cC 是 不 可 约 曲 线 , HUE Cl FERLOS), H% 
pO) 2 0 必 有 C= —1, pC) = 0, degC 一 4, 因此 C 为 直 
A. 

其 次 由 (4.8.1) 知 E) Fawl ee Gp — 1 — 
D es 于 是 从 (C4.8) 立 刻 知 道 它们 中 每 一 条 的 次 数 均 为 1, 即 基 条 
= 
直线 。 

剩 下 要 证 明 的 是 ,车 C 为 X 上 任 一 不 可 约 曲线 ， 渍 足 degC 一 
1, C — —1, 则 C 必 是 上 面 列 出 的 27 条 直 线 之 一 ， 假 着 C KE 
E, 中 任 一 条 ,可 记 C ~ al — Eb, BC. a 0, b> 
0. AIh, 


£X Gui 


degC = 3a — Eh; = 1 
C = d Ibh e l, 
RÜ MEF AREARE a, baie, 5b。 只 是 那些 对 
应 于 Fa 与 Gi 的 整数 ， 
回忆 Schwarz: RER, CRH nami YoY PR 
列 实效, 则 
IZzy; < Ze | [EY |. 
R s= l,y ba i 于 1，.……,6， 得 到 了 
CG, « 6(38 ), 
以 X6;—3a—1, Zl 一 下 十 上 代 人 上 式 , 有 
3a — 6a— 5 < 0. 
解 此 二 次 不 等 式 ,表明 a < 1 + (2/3)W6 <3。 因 此 a 一 1 或 
2， 经 试 算 ,很 快 找 出 b, 的 所 有 可 能 值 : 车 4 一 1, S — b — 1, 
HRE ij, BAHD KAHT Fu. MUR a 一 2， 则 所 有 
b= l, 但 其 中 只 有 一 个 细 一 0。 这 给 出 Gj。 
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注 49.1 有 许多 经 典 射影 几何 的 内 容 与 17 条 直线 相关 。 例 
dug P' rh 12 Z 的 同形 ,其 中 这 些 E, 相互 交错 ,Gi 相互 
p RITE P AREER Schlalli 
与 它 相 交 鸣 5 条 直线 


FEASCAR.  MIEATEURSS fU HR E, M 


Hilbert 1 Vossen[1,825], 
由 下 面 结果 看 出 。 


KARAY 27 条 
7 条 直线 具有 


muti, Syrum 
B PL E; EF E 

情形 1. IR E EE dH. R 了 — z 并 至 新 编号 ,全 
P, Ps 

QUPD NUR E, 是 Fa 中 的 一 个 ， 恬 如 Eco Pu。 那么 运用 
ËL Pi Pa 忆 为 中 心 的 二 次 雪 换 (4.2.3) 如 后 。 e X.26 P tt P, 
Pa, P, IHJ mX Pi 为 投身， 下 :如 -> P ALDESA 
—^-8| P: üt 51, tE X, 在 下 是 Pr 对 0,, Q, Qu, HT 
x: X >P TEXY P: 对 P,, ce, PARKERE, É = 可 经 由 加 分 
解 ， 记 为 x= með, 其 中 IX X. MEX 29 69. TE, 
BJAO, H (Pu) = La, MA (Fa) = Quo 另外 
z B X BO P Ri Qn Qa 0. P, P, PLIOMOT IE Pi, PS, PÍ 
为 Po Po Pi TE poni! FRB. iR Pi 一 Qu PL PS, 
Qn, B Ej = CP). 

RUDI Qu. Qus Qi, Po PG PLBE S ARR, £ 6 5 
RARR. HAGE O, 0,, 9; 不 共 线 ,如 果 Qu, Qus P RR, 
DY 97 CPI) € En ATT P, SEEDS AE P, in Qu. Pi Pi 共 线 , 设 
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在 直线 D k, WE pF, L 0203 tia T Pi, Pa 
P. P.E L, q7 其 由 经 过 Qus Qu. Oa UBER OE 
BRRR. EMESS LUN EB, BAL 的 严 
格 变 形 是 条 直线 Dh L 与 Ma 相交 , 故 忆 经 过 P,. 最 后 假定 
Pi, P, PL 共 线 ， 因 为 由 经 过 Pi Pa P 的 回 锥 线 线性 系 决定 ， 
则 包含 了 PL PL PREHR L 的 严格 变形 ,就 会 是 包含 了 Pi,*……， 
了 愉 轩 欠 线 了 ， 这 是 不 能 的 同样 的 理由 表明 ,如 果 0,， Qu, Q5, 
P^, Pi, Pi EARR MSE Po Pa PRR, GFE. E 
2 证 完 。 

(DE 3. 35 ;是 Gi 中 的 一 个 ， 警 如 Ei 一 G,， 仍 运用 以 Pi， 
P,, P, 为 中 心 的 二 次 变换 (4.2.3)， 因 为 K Ga) 是 经 过 Pius P. 
BEARR, MaC) 是 经 过 Pi,P; 的 直线 ， 因 此 E RAF v 
的 曲线 Pis, 这 就 化 到 了 情形 2. 

现在 我 们 已 将 E 移动 到 E, 的 位 置 了 , 故 可 设 Fi 一 E, )t% 
EE, 因为 EDS 不 相交 ， 所 以 E, 的 可 能 的 情形 是 Ens, 
Es Pai i> l, 及 G. 我 们 运用 上 述 情形 1,2, 3 中 辐 样 方法 ， 
我 们 则 可 将 E; 移动 到 E, 而 不 触动 P; 点 。 这 就 是 说 ,只 要 利用 对 
Pooc P: 的 读 浙 编号 或 基于 P... Pob REI RE HAE 
可 以 做 到 这 点 

依 这 继 线 进行 ,最 后 Bl... EE; 代替 了 EE，,…，Bs 的 泣 置 , 从 
下 证 出 了 命题 ， 列 如 , 良 后 一 步 是 这 样 的 假定 对 i 一 1, 2, 3,4， 
E= El， 这 时 还 剩 三 条 直线 与 E... E REZ, BE, Eo 
Fu. hT Fa 与 Es 及 相交 ， 则 Es, Ei 必 为 B, Ee 《可 能 差 一 
个 年 欣 )。 因 此 最 后 一 步 ,最 多 只 不 过 变换 5 与 6 即 可 。 
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注 4.10.1 此 命 顾 说 这 27 条 直线 中 任意 6 条 相互 交错 的 直 
线 孝 可 充 作 ES. Ea 表达 它 的 另 一 种 方式 是 车 钙 这 27 条 直 
线 的 构 形 (不 考虑 曲面 *)。 这 就 是 说 仅仅 邦 韦 27 个 记 为 Ei, Fis 
G, 的 元 素 集 分 ( 即 直线 的 集 台 ) 及 元 素 间 涡 足 的 关 腾 关系 。 这 些 
关 磋 关系 容易 从 《4.8) 与 《4.9) 推 导出 ,明确 地 说 是 , i = j Bf E, 
与 Fi 不 相交 ; Ei 与 F 相交 ,当量 仅 当 (= iski 一; Ei 与 G; 
相交 , 当 且 仅 当 Aeg; Ft FB, SERA isi e /全 不 
相同 ; F; 与 G, 相交 , 当 且 仅 当 i = Raki = k; X j = k If G; 不 
5 G, 382. 

AA MES LECHE BE,，,"…，Es 84 21 6 53 910838; 27 

条 直线 的 标号 , 从 B，……， 民 开始 排列 ， 使 其 满足 相同 的 关联 关 
系 。 换 名 话说， 存在 一 个 这 个 构 形 自 同 构 ( 即 这 27 个 元 素 集合 的 
一 个 保持 关联 关系 的 置换 ), 它 将 FE,…-,Es 变 为 El,…,Et， 还 
VER IRBH E,, …，Ee 则 唯一 决定 了 剩 不 的 21 条 直线 的 名 称 : 
Fa 是 唯一 与 Ei, E; 相交 而 不 与 其 他 E, 相交 的 直线 ; Gi 是 唯一 
与 除 E, 外 的 所 有 E; 相交 的 直线 。 
于 是 《4.10) 告诉 我 们 对 27 直线 中 六 条 相互 交错 直线 的 《有 
序 ) 集 ,存在 这 构 形 的 一 个 唯一 的 自 同 构 将 E,,……, Es 变 为 这 个 集 
的 六 个 元 。 由 于 任意 自 同 构 必 将 交错 的 直线 变 到 交错 的 直线 ， 我 
们 可 以 依 此 得 到 构 形 的 自 同 构 群 G 的 所 有 元 。 从 关联 关系 容易 算 
出 取 六 条 相互 交错 直线 的 选取 方式 的 个 数 ， ,有 27 种 选择 ，E， 
有 16 种 , E, 有 10 种 , E, 有 6 种 ，E, 有 二 种 ，Es 有 一 种 。 故 群 
的 阶 为 27 .16*10:6:2 = 51840, 

可 以 证 明 G 同 构 于 Weyl BE E,, 并 包含 了 一 个 指数 2 的 正规 
子 群 , 它 是 25920 Mr RARE, LCS EI 4.11) & Manin[3,$25, 26], 

可 以 利用 这 27 条 直线 的 对 称 狂 确定 三 次 曲面 上 的 强 与 极 强 
WT. 


S ES ashi 
GD p 528; 
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Gi) Di > 0， 且 对 每 条 雪线 LOX, 有 D.L >0; 


证 明 IH Nakai SRL th y 2 98861.1028 54831 G> 
Gü > Gi) > G), WEF GO G), RIENE, 


D, = !, 


D,—2-—e—e, 

D, = 2i e e én 

D= U e ea ea—e, 

D; =3i— e a a e es 

Da = 31 — ee e, — es— to 
ADi, [D USE. P^ 中 直线 的 线性 系 , 它 有 0 或 1 个 派 定 基点 
Im [D.,., [Di ，i ,| 无 基点 (4,1)， DILERA 
G.35, 1D,| 为 极 报 (4.6)， 办 此 它们 的 任意 线性 组 合 D = 5ciDi， 
He c 2 0, ¿ B GRIS. 

显然 D.,- D, 构成 PieX eZ 的 一 组 及 由 基 。 ii D 
al — Sbe; A ba = ca bs = cs H cats b = a od cas 
a= a+ 2 + ate) t 3(G T c), 于 是 容易 验证 条 件 GE 
0, ¿> 0 GTR b2 mA, a2b + b+ h. 
Ati e X Pe p EB 6 DT MR 

(41D SDERIWED.LOORSET,KRLC 
XOUIESEELER, ERAREMA E. co. EC dn F: 选 
Ei fE D.E; Ë D.L Husos MEAE — BR L; £ E 为 对 与 所 有 
不 交 于 EAR L, 使 D.L U 80) L; En E: 类 似 地 选取 。 
但 它们 中 每 一 条 与 


DELER 


HECA), 8TMEXTITÉE i, EL En iÉD ~ ad — She tz, 
# D.Ei— bu MOBEISRERI b 2 moo mb A 
YElg Est, Fakie tre iS PER) UL D. Fu 2 D.E 
zaa—hb—hm)dWam4c5cd4. BTamb5, 
c VERE El TORDAR Pb D D RS. Ens 
X413 g D — al— be 为 XK 下 一 
(a) p2ñonnons4 í, b > 0; 
bi, 对 每 个 j,2a >Ð bi 


O) EERE Ca) 的 年- 

证 明 利用 (4.92 员 27 28 8 2809246, OTARA. 
PER, (b) E Bertini 定理 (第 二 章 ,8.18) 及 (第 三 章 , 7.9.1) 的 
fiit. 

例 413.1 取 amt, b = b= 3, bi = b, = b, = b= 2 2 
JT S(— SCR uL PJ dESHÉD ER C ~ al— Ebie 根据 (4.8)， 必 的 次 
数 为 7, 亏 数 为 5， 这 给 出 了 (第 四 章 , 6.4.2) 中 的 论断 ; PP 出 在 在 
一 条 7 WY Sk 5 曲线 的 新 证 骨 ， 


PFEP GARISH 


3 
413 Pp BUT CEX A Po P, BDI R E CA. RET TX CE 
PUMP, PLSIEREYRI P^ ch dese — Bit v 的 态 射 小， 另外， 
Tho X 同 内 于 Y 对 一 个 点 的 怪 开 
4.2 pADR LE Mo Po P. 的 二 次 变换 。 设 C 是 下 中 一 条 4 次 
Mg, EL Pas Pas PLE ro ras n EBRIA. Mee FA 
变形 C' RE = 24 ennn REL AES 4—n— 
JJ 4 —n— EGZ d —- r tn 这 里 曲线 C 可 以 其 有 
[ftx HIS. D] 
cA PARAR. MECTRE SEM AR FF), a p RLA 
党 IP 164 6 FU 8 TA MAA DME 


pi 
HELA. 《第 一 章 ; 习 是 5.14)。 HAGA. 


EDI 


44 RRO. SEN F my KMR: 若 C 的 不 可 药 平 而 三 次 
CX POR SHE, L'EXSCETP0.ER 
PP' 与 C 的 个 交点 , 问 样 定义 8 U. RU 点 。 


FP. QU. R 

(b) aqp EC js, REGJI D ih 的 正则 点 集 上 的 群 
ITER PO CATR, StR PRIC T, WPH — T." 
6.16.2 EL, gp. sg XH. FUH (2) ug de 
asm. 

awal EUR: qd. B.C, A'a B'a CC YMER E ETENA MI 
A P = ARAB, Q = AC .AC R aBC .8C 共 线 (图 22)。 
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图 22 Pasca! 定理 


4.6 F4 SEMT HET ; 设 出 平面 中 13 个 点 Ps-…3 Pas 有 有 另外 三 个 被 
确定 的 点 Pus Pus Pus 使 得 经 过 Pones Pa 的 所 有 四 次 曲线 
Pusatu TELERA, FR P... Po 加 上 什么 假设 条 件 ? 

4.7 小 口 是 三 次 曲面 (4.7,3) 上 作 一 4 次 省 于 ;证明 

tu — D(4— D, di 421, 1(mod3) 
[OE 


FO- DG — D) + Z, 38 ES 
次 证 明 对 每 个 2, OSEE SERRA S ELEC UL, 
XD E Taina as 它 包含 一 条 
HRR <—> 它 或 是 (a) 27 条 ,或 Cb) 1 一 os RORA- 
这 些 基 消 足 D: = AERECO 对 每 条 直线 了 上 满足 D.L>Q 
B Dra. IER: RUIDHE EIB P GE 2, 3, 4 或 5 个 点 得 到 
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KAHE, MEERMAN xP 上 曲线 的 结果 及 对 有 理 直 弘 西 
PARC). 
4.9 设 C 为 三 次 曲面 上 匆 4 次 不 可 的 非 异 执 线 ,其 起 数 (>o. M 


FU- 者 4 为 倍数 ，4>8， 


T 以 一 3) 着 4 为 有 有 数 ，4> 13， 


及 对 每 个 4 这 个 8 > c 的 极 小 值 可 以 达到 

4.10 (4.1 ) 的 推断 《〈iv) 一 > Giu) 有 个 奇妙 的 数值 性 椎 论 :给 定 虱 数 4 
baa ba DERE S020. tis 5 ac bi — bi>0, 每 个 入 
24 一 $150, MEAE an — 马 归 > 0， 利 用 初等 数 积 分 的 方法 

HEIENE es bis 8, ERO, 

4X1 Weyl 群 . 给 出 由 点 及 它们 之 问 的 某 些 联 线 组 成 的 图 形 ， 用 生成 元 与 
关系 定义 一 今 抽象 姓 如 下 :每 个 点 代表 一 个 生成 元 ai， 关系 是 对 每 
Td = 1; 如 果 i 及 站 没有 联结 线段 ， RR Cn)! = di 如 果 i 
及 站 有 联结 线段 ,有 (#117)? = 1, 
G) Werl EE A, JAn 一 上 个 点 的 图 形 定义 , 每 个 点 与 相信 点 相 联 。 
图 形 是 

0 一 0 一 0… 一 0 
按 下 面 方式 证 明 它 同 构 于 对 称 群 27, : 将 A. GERTE LS. rh 元 
(12),023), (1 — 1,9)， 得 到 一 个 满 同 态 AS RAA A, 
的 元 票 个 数 从 而 证 明 其 事实 上 是 个 同 构 。 
(5) Werl. 群 ,用 图 形 
9 一 9 一 9 一 9 一 ?9 
4 

XEX. HEREA soon. o. 证 明 可 以 得 到 E H 27 条 直线 
构 形 的 自 同 构 群 6 modiis Ecc. DDR z... z, AIR E, 间 
f 81224 (239, (560, y FIAP GE P. Pas Ps 的 二 次 变换 
对 应 的 元 素 。 
o 计算 E, 的 元 素 个 数 , 从 而 得 到 EEC, 
RE: 关于 Weyl 恬 ， 专 系 和 例外 曲线 的 更 详细 扩容 可 见 Manin {3 
825,261 

4.12 UH. C411) 证 明 ， 如 果 D Ri khi x ECEIRBR TS W HOS. 
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4.14 


1.16 


A -D)) mi IK RES RIBUS Kosi 消灭 定理 (第 三 章 ,7.15)。 
SAX R P hif Ag Del Pesze 曲面 ， 它 由 了 : ATAA AA 
(4.7). 

(4) 证 明 EA IAEA. 

(5) WEE X 8 P hBi 2k Bz. (HATH Cea) fE 
出 .) 

利用 (4.13. 的 方法 ,验证 芷 P: 中 存在 下 述 非 异 易 线 : 4 = a, r= 
6x7; 4 = 9, g =7,8,9; d = 10,6 一 8,9>10、11. 将 它 与 第 四 章 ,第 
6 节 结 合 起 来 , 便 完成 了 决定 P' 中 次 数 < 的 所 有 可 能 曲线 的 亏 
F z B) T fF. 

没 Pes P, HP 中 (普通 ) 点 的 有 限 集 ， 无 三 点 共 线 。 我 们 将 一 个 
中 心 在 已 中 三 点 ( 记 为 Pu Pis B) 的 二 次 变换 (4. 1 3) 定义 为 容许 变 
n. abd T AER Ph. gn AAR Os 0, 0, R P... P, 
的 像 点 。 如 果 Poe P 中 无 三 点 夫 线 。 并 且 在 有 限 次 容许 变换 下 新 
的 + 个 点 也 
G) 六 个 点 的 集合 处 于 一 般 位 置 的 充 要 条 件 是 无 3 点 共 组 ,6 个 点 不 
全 在 任 一 回 锥 线 上 。 

(h) 如 果 Pos P, JETER AERE PRU ACIE THE 
fbr 个 点 仍 处 于 一 般 位 置 。 

(e) 假定 基 域 4 不 可 煞 ， 则 对 给 出 的 处 于 一 船 位 置 的 点 集 P... P,, 
HENRI VEP, EAEE P EPa Pos Prp 用 处 于 一 
Jic. [Rs 证 明 引 理 ; # 不 可 数 ， 则 一 个 中 不 等 于 可 数 个 帮 
闭 子 第 的 并 .1 

(4) 取 Po sP, € P! 处 于 一 般 位 置 ;X 为 由 P' 对 Pues P, AEFT 
到 的 曲面 ， 如 果 = 7， 证 明 X 正好 有 56 ACRI EUSERHI AR C. H 
E (=o CG 一 1， 并 且 它 们 是 仅 有 的 具 负 自 交 数 的 不 可 约 di S£. 

对 于 = 8， 有 同样 的 论 媚 , 这 对 数目 为 240. 

Ae) 对 二 9， 证 明 (6》 中 定义 的 * 有 无 限 多 条 不 可 约 非 异 央 线 c, 
WE ¿= 0, C+ 一 一 1，[ 提 示 : ELERE Po ?的 直线 ,证 明 存在 
有 限 个 窜 许 去 换 使 的 严格 变形 为 县 任意 高 次 的 平面 划 线 .] 这 个 例 
子 昌 然 是 由 Kodaira fE fJ, k Nagata [5,1,p. 283] 

AP Fermat eH sik sdi pa ie. 求 出 37 条 直线 的 
显 式 方程 ,并 验证 其 关联 关系 。 这 个 曲面 的 自 同 构 群 是 什么 ? 


4 


5. 双 有 理 变换 


$4.4 PIERRE TNR, 或 者 一 个 曲面 和 它 的 独 异 
Zie MERI 5818 Ri Pl ES R rB E, E 
br Ë Ty AE 变换 的 有 限 序列 。 这 使 我 们 坚信 ， 
和 中 心 的 作用 。 这 个 结果 的 推论 是 ， 册 


骨头 于 收缩 第 一 类 例外 曲线 的 Castelnuo- 
vo FE JH LR AR HB RA e 一 般 性 参 郑 资 
HTA Shafarevich [1, $ I, [[ 音 ]，Zariskid 及 Zariski (10, 
IV HL 

— Ji Se [BE TEX TERRIER RERA ERR 61050 — f E TR. (n 
8 Zariski EEH, 

V X Y 为 任意 绰 数 的 射影 筷 , 加 忆 在 (第 四 章 ,$4) 中 ,我 们 说 
dui XEY 的 一 个 肥 有 理 变换 了 等 于 说 给 出 了 一 个 开 了 集 巴 生 藉 
及 一 个 态 射 p:U >Y, CRT HERRENA KY) = K(X). 
如 果 有 男 一 个 代表 了 的 开 集 P 亿 XX 及 态 射 pV — T, Wq, p Æ 
它们 的 公共 定义 点 上 相等 ， 故 可 以 将 它们 粘 合 起 来 得 到 定义 在 
UUV ERER, 习题 4.22。 四 此 存在 一 个 总 大 的 开 集 避 三 区， 
Hop Y 代表 ,我 们 称 了 在 0 中 的 点 上 有 定 


现在 设 了 :天 一 了 ARAS A CHEN p U 一 Y RE, 
ië CU x Y 为 的 图 ，TSX x Y 为 了 的 闭 包 HITS T, 
MIEL XHIIDIGEZCX, EX TC) HPNZ R p, Pi 
BIHETEIX, Y 0989. TCZ) 为 2 的 总 变形 . TEPA 
AEX, TCP) 就 是 p(P)， 人 是 当 己 是 了 的 些 本 点 时 ，7(P) 一 
BAZTAN A. 

引 理 51 u T. X — Y REA ERE RTTE, Xx 
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证 明 Poe x RS V JPK MU Dea ERAR. 因为 7 
在 XX 的 广 点 上 有 有 定义，Y OUS SEE uen, Wir EE GER 
值 判 别 法 (第 二 章 , 4.7) 可 知 ， 了 在 P 也 有 定义 ,我 们 在 第 二 章 ， 
8.19 的 证 明 中 已 经 用 过 这 种 沦 证 去 开航 几 何 亏 格 为 双 有 理 不 变 


&.) 


例 5.1.1 12 X26818 se o X ODD P ARORA ROI PR 
出 = 处 处 有 定义 。 其 道 x iX — X 是 以 为 划 本 点 的 双 有 再 变 
fi. 

定理 5.2 (Zariski LZE) 没 T:X— Y o Loi 
TEH, X29180. PETS 


证 明 这 只 不 过 是 前 面 的 Zaciski 主 定理 《第 三 章 ，!1.4》 的 
EIS TIDTÓUESEIgGRE p:T X. 它 是 双 有 理 射 影 态 射 ， 
收 由 (第 三 章 , 114), pP) 连通 ， 如 果 它 的 维 数 等 于 o, JHE P 

一 个 邻 域 V 内 ,pi EBAR UH 0 0 (SE = 3510 3.22) 
BRTP) > V R HEB JH S RER ME m ala 
射 ( 第 三 章 , 习题 11.2), (Ly ALA Ktp. ERAT 
RE E 从 而 推出 pr'(P》 为 连通 , HE3k 之 1， 因 为 

ERANA BER TO) b, fiie dies. 

ASTU DX 时 ， 它 使 我 们 能 够 分 解 曲 面 的 双 有 
Brf. * 

命题 5.3 i% LX xX REGERE) IB B TRO RA Rd 
g. rope pos. ALESTppbep Pig 
$x A. 

证 明 设 了 是 出 z ef 3E X AD nA, wN 
KJ REREHR T Zo. WERE, MESH T T EORCHDUA P. 
显然 K(P) P. 又 由 (5.2) 知 TOP) # Xh, SELL HE 
TCP) 4A z B2 RR E, 

BAH, 8.150, Vx X IRR A FU T7! 处 处 有 定义 , 故 
可 以 找到 一 个 闭 点 8 E rt T ! 在 有 定义 ,于 是 7 Q) P. 


ELLE 


TRf1#uERR rh TUE EE dA 

选取 疡 在 次 上 的 局 部 坐标 *， y, 于 是 ， 象 (3.6) 的 证 明 中 一 
fE, fe fE PO "R 3; V Ë = '(V) 由 Py OPE iy — ur EXC. 
经 过 对 变量 <, y 和 对 r, 4 的 线性 变换 ， 可 以 假定 8 在 E 中 是 点 
:=0, a= 1, TE r, 3 是 在 多 的 局 部 坐标 ; E 的 局 部 方程 是 
y= 0, += ry. 

因为 P 是 广 ' 狗 一 个 相 本 点 ， 从 (5.2) 便 得 出 f'(P) 连通 , 维 
Hi. 所 以 在 FE) 中 有 一 条 不 可 约 曲 线 C， 它 包 全 了 P' 点 . 
设 z 二 0 为 C 在 P' 区 局 部 方程 . 

因为 f (P) ds = y=0 EX, 952, x, y 在 Ce BRL 
于 “* 生 成 的 理想 ,所 以 可 以 记 为 一 az, y 一 bz. a, be Or, F 
一 方面 , Oo 支配 C», GE Or, Or, Co BTE X, X, X HALE 
VERO, KB ER.) 由 于 :, y 26 Q HERO FOE SS, y mo, Dif 
到 在 @w 中 y£ mk. 所 以 二 是 O, Bier, r= [y = alb RE 
局 部 环 @x 中 。 因 为 +€ mo, VA (€ me. 

现 可 利用 T(P') 一 E. 它 表 明 对 任意 wem, CE Oo 中 
的 像 必 合 在 ?生成 的 理想 中 ， 这 是 因为 ?是 五 的 局 部 方程 ， 特 别 
Hee = hfl r€ Gy). 由 于 n y 为 处 的 局 部 举 标 ,导出 矛盾 ， 

R54 f x Md OUR 令 xD 为 下 可 约 


“证 明 uA fic) RA P, Sor 的 一 个 基本 点 由 (5.1》 
R, F 的 基本 点 组 成 有 限 点 集 , 其 每 一 点 的 逆 像 COP) XS 
闭 子 集 , 它 只 有 有 限 个 未 可 约 分 支 、 所 以 映 成 一 个 点 的 曲 经 C" 的 
集 台 为 有 限 。 

现 设 P 蚌 扩 ! 的 一 个 基本 点 . 于 是 由 (5.3) 知 f 可 经 由 中 心 在 
POR SERE Mk x: 久 一 关 分 解 , 即 f 一 ufu hi X o X 263. 
我 们 要 证 a(f) 一 200 一 1。 事实 上 ， 如 果 ACC 是 一 个 点 则 
KG) 必 是 一 个 点 。 反 之 ， 如 果 (C) 是 一 个 点 ， 则 或 者 ACY 
十 个 点 成 者 f(C) — E 为 < 的 例外 曲线 ,另外 ,由 于 他 ! k EN 


ENTE 


BAO AS, MRE- de IO a 23 d ig ECX 使 
IEN = E. 因此 nf) — CO — 1. 

如 此 继续 进行 ,在 经 过 n0) 个 独 异 分 解 后 我 们 化 到 了 一 个 态 
HE n(f) 一 6。 但 由 (5.2) 知 ,这 种 坊 射 无 基点 ,从 而 是 个 辣 构 。 
内 此 ,了 被 分 解 为 ad) 个 独 异 变换 。 

注 5.4.1 比较 一 下 (5.3) 的 分 解 与 (第 二 章 , 7.14) 证 明志 的 帐 
开 的 泛 钼 质 是 央 有 趣味 的 。 尽管 胀 开 一 个 点 的 特殊 情形 下 ， 新 的 
结 些 纺 当 了 老 的 结 黑 ( 因 为 fn Or XS F'O) 其 
维 煞 1 ， 故 ?是 基本 点 ), 但 实际 上 它 更 强 些 , 这 是 因为 它 利 用 了 
Zariski 主 定理 。 [M fm, Ar 为 可 逆 的 这 个 假设 在 我 们 的 情形 
下 不 能 得 证 ,所 以 不 能 出 (第 二 章 ,7.14) 推 出 (5.3)。 

注 5.4.2 将 (5.4) 与 前 面 的 定理 (第 二 章 , 7.17) 作 比较 ， 我 们 
发 现 晰 结果 更 为 精细 ， 因 为 它 只 利用 了 独 异 变 效 而 不 是 远 为 一 般 
TIME TE TE SERE SR EE NA. 

i943 RHAH: HTK HERRER (5.35 不 成 
立 ， 例 如 ， 设 f:X'— X EZR RHEA RIRC 
的 胀 开 , 则 任意 点 Pe C 都 是 全 ' 的 基本 点 ， 然 而 了 不 能 经 由 中 心 
在 P 的 独 异 变换 x: 久 >X 分解 ,这 是 因为 f (P) 的 维 数 为 1， 但 
(PP) 的 维 数 为 2。 

注 54.4 例 (5.4.37 岂 发 我 们 提出 王 述 修改 过 的 问题 : 给 出 
一 个 非 异 射影 符 疝 的 双 有 理 射 f; X — X， 是 否 能 将 f 分 解 为 有 
限 个 逐次 对 非 异 于 签 的 独 愉 变换 9? 在 维 数 汤 3 的 情形 ， 这 也 是 不 
对 的 。 见 Sally"! 及 Shannon??, 


证 明 刊 用 (5. 和 ， 只 枕 证 则 有 一 个 曲面 X” 及 双 有 理 态 射 f; 
X"— X R g:X"”— X, (ET — gef. 以 下 述 步 对 构造 X”。 
QH É X' 二 一 个 极 强 除 于 ，5" 是 线性 系 12 下 1 中 一 条 非 异 
曲线 , 它 不 经 过 了 的 任 一 基本 点 。 换 句 话说 ， ”完全 包 人 当 在 使 
Ud dr uU — X 代表 的 最 大 开 集 U'CX' m, 0 c= 


EIE 


PCC) M C' 在 X 中 的 像 。 定义 整数 m= e (0) — p (C). WB 
AT -A C 到 C IJ SIB M NURSE A m 220, m — 0 当 目 仅 
A C ARTCORE, SMLS. BEEE mE C MAEN 
线性 等 价 申 线 Ci 并 且 也 不 经 过 了 -的 基本 点 ; 则 C, = pc) 
ERMEC KEE WR X 上 某 有 理 函 数 了 有 5 一 CI 一 《站 ， 
则 C 一 C = (D). 四 为 曲线 的 算术 亏 数 仅仅 依 炽 于 它 的 线性 等 
价 类 (习题 1.3)， 则 可 知 整数 到 仅仅 依赖 于 及 瞩 ， 与 特别 选取 
的 曲线 C' € 3H 1 无关， 

BHECC. mE m > 0, coo av. 设 P 为 C 的 一 个 
Ao mE X 是 以 了 为 中 心 的 独 异 变换 ，C 为 C 的 严格 变形 ， 
则 由 (3.7) 得 到 PČ) < 包 (C?， 因 此 如 果 们 一 Toz， 则 m(T)< 
mT). 

But BibT, 就 像 (3.8) 的 证 明 一 样 ， 我 们 由 有 限 个 狂 
FAERIT Gd f: X” X, IBS T 一 了 of 时 有 mT) 一 
0. 

我 们 证 明 T 实际 上 是 个 态 射 。 如 苦 不 然 ， 7 就 有 个 基本 点 
P， 由 (5.2) 知 , TCP) 包 省 一 条 不 可 约 曲 线 ESX. AA H 为 
B, EH > 0, 故 CLE 22 对 任意 C € |2H | 成 立 ， 现 在 
JC 使 它 不 省 7 的 任意 基本 点 且 5 “与 E 横 堆 相交 C1.2)， 
TEC SE 至 少 有 丁 个 不 同 的 交点 ， 所 以 对 应 的 X" 中 曲线 5 
至 少 在 已 是 个 二 重点 。 这 与 m) — 0 矛盾. 

Rib T JE X” #| x ids Rt, 所 以 ,正如 上 面 提 到 的 那样 , Z 
BTW. 

系 56 gatus 

证 明 EEE, p ERRER PARES) y Eteh ETE 
出 结 论 ， 

注 5.6.1 尽管 类 似 于 (5.4.4) 形式 的 分 解 定理 (5.5) 在 维 数 
23 时 不 成 立 ，Hironaka 还是 能 从 下 述 论断 中 推出 非 异 射影 做 的 
户 的 双 有 理 不 变性 ， 这 个 论断 是 对 于 特征 0 ROI, ER sr, E 
他 的 青 点 分 解 定理 的 推论 : ETX X 是 特征 0 的 域 上 非 异 射 


490， 


893 r BE MEEDE X" — X, 它 是 由 有 限 个 未 
BAIERI T RAS fh oe ER E 483 r PBB T — Tof 
Ads. AUF C ERE. p, 的 双 有 再不 变性 有 另外 一 个 证 册 , 它 
是 由 Kodaira M, Spencert 给 出 的 ,他们 利 骨 了 Hodge 理论 中 
的 等 式 A= T? RC 的 双 有 理 不 变性 (第 二 章 , 习 题 8.8 )， 

现任 来 证 明 对 于 收编 由 面 上 曲线 能 Castelnuovo Hai. 我 
们 已 经 知道 ， 当 五 是 一 个 独 异 变换 的 例外 曲线 时 ， 有 E= P, 
E'— —(,U, 一 般 邮 ， 掉 面 X 上 的 任 一 条 曲线 Y， 满 足 Y = 
P Y! 一 一! 时 ,传统 上 被 称 作 第 一 类 例外 曲线 。 下 沁 定 理 千 
我 们 , 任 一 第 一 炎 例 外 曲线 是 某 个 独 异 变换 的 例外 曲线 

定理 5.7 (Casrelnuavo) 如 果 Y 是 曲面 X 上 的 曲 BEY 
SPY = 一 D 则 存在 到 一 个 ( 非 民 射影) 曲面 WM EX 
Xs IRTIR P € Xo, 亿 得 XX 通过 BET X, 的 以 严 汶 中 心 的 
独 异 9 


IEY SUL Bib aa. 
证 明 我 们 要 利用 到 某 射 影 空间 的 适当 态 射 的 像 来 构造 XX. 
企 X 上 选取 一 个 极 强 阵子 里， 使 得 HOC SD) 一 0: 例如 任 
意 极 强 除 子 的 充分 大 的 倍数 (第 二 章 ，52)》。 设 和 一 晴 .了 ,并 假定 
A231. TEGDHHuEROA4 — Z(H + AY) 米 定义 X 到 P* 的 
第 【 步 ， 首 先 证 明 HX, Z(H + (k — 1)Y))=0, Sx 
我 们 将 证 明 更 广 的 结 且 ， 寻 对 每 个 一 0，1 k 都 有 HOX, 
Z(H + Y))= 0. Kim 0, 由 假设 条 件 知 共 成立 , 故 可 对 了 归 
AEA. 设 其 对 了 一 【成 立 , 郑 虑 层 的 正 全 序列 
o> "(HF (i — DY) V (Hr iY)— 
G @S CH + iY) — 0, 
AF Y = P', (H IY) Y = L— ¿, 所 以 
OVE SICH + Y) = £p(k — i), 
我 们 由 比 得 到 上 同调 的 正 合 序列 
e H(X, Z(H +U DY) o HX, (H + iY)) — 
HP Gok — i)) 


* 4909 


于 是 从 归纳 条 件 及 已 知 的 P 的 上 同调 群 ,知道 HG SZ(H + 
137)) = O AHER i Sh. 

第 2 步 。 共 次 证 明 .A HERRE ER. BY HH i k 
FRANI |H + AY | EY 之 外 无 基点 ,所 以 .在 了 之 外 由 
KW . 3—5 ERRA 

HX, 4) — HY, A Oy) 
Jod. 这 是 四 为 AOF = SICH RC 1Y), 而 由 第 一 步 
E 
H(X, Z(H + (k—1»Y)) — 0. 
Sif, (H + iY): Y —= 0, £ “QO, = Op, "Ere 
1 生 威 。 VHCIHEIEERTER H(X, A》 并 利用 Nakayama 引 
PROBAUR A EY 的 每 点 也 由 整体 截 影 生 成 。 

Hid. Bib, A 次 定 了 一 个 术 射 hi X— P" (第 二 章 ， 
2). $£ X. ARE. 由 于 ROD) e A, Br BO, 的 次 数 为 
0, 所 必 将 7 映 成 一 个 点 P， 另 一 方面 ， 因 为 对 为 极 强 ， 则 线性 系 
IH 十 Y| 必 存 Y 之 外 分 离 点 ,分 离 切 向 量 ， 同 寺 也 将 Y 中 的 点 与 
Y 之 外 的 点 分 离开 .所 以 是 区 一 Y Sl X, — A iS 
7.8.2), 

Sad. 没 为 是 XX 的 正规 化 (第 二 章 ,习题 3.8)、 因 为 是 
非 异 的 , 故 为 正规 ,从 而 分 解 h, MUTER hX — Xa IB v AE 
RMOD RAP, 又 由 于 XI 一 P, 为 非 异 ， 我 们 仍 有 同 构 f X— 
Y — X, — P. 

第 5 步 。 愧 在 证 明基 在 P 点 为 非 异 。 MTX 总 是 正规 的 ， 
f 是 双 有 更 的 ,所 以 有 js@x = Ar, COLI TOR, 11.4 UER. ) dt 
运用 形式 伪 数 定理 (第 三 章 , 11.1) 得 到 

Ó, = limH'(Y ,, By,), 
其 中 Y, E Xrh tB 9 + Ox 定义 的 奢 于 概 型 ， 但 是 因为 六 (下 一 
Y, BERS W e Ox 与 理想 层 序列 Z: 共 尾 .所 以 可 用 后 者 
代替 了。 的 定义 理想 (第 二 章 , 9.3.1) 
我 们 要 证 明 对 每 个 a, HO, Oy.) F| t8 `F 39 5 5 3 $ EE 


EE 


A. = kile, yMiGs yy. 如 已 得 证 , 则 可 推出 ó, = lim 4, ~ 
RUE yil, EENI ERIR MARA €» 为 正则 《第 一 章 ,5.44)， 
那么 P 是 非 异 点 

Haml, A HY Ar) — k, XE ncm 1, FUHIF AP] 

OI I — Orp, > Oy, 0. 
Bg Y = P', Y! = —1, HOLD IZ Iu ORC, IE 
Z=" en Op (n) ASA n rir ik SC OBUERIIR — fe. BEA 
RLA 
0 — H'(Ep(n)) 一 FPCCr ) — HOr) — 0, 
*bad, (Or(1)) 是 二 维 向 量 空间 ， 取 >, ? 为 基 ， 同时 
HO) 总 含有 A， 所 以 可 看 出 它 同 构 于 A. 

归纳 地 , 设 (Or) AF A, H z, y 提升 到 HCOS, LO. 
因为 CEA) 是 以 zt st ys yr 2038081082: [a] e 
H(£y, D S Aa 于 是 如 上 所 说 ,P 是 个 非 异 点 。 

第 6 步 。 利 用 分 解 定理 (5.4) 完 或 证 明 。 因为 X. HPR, M 
可 对 fX — X. 运用 (5.4), 由 构造 知 aC) m 1, 故 # 必 是 中 心 在 
P 的 独 异 变换 。 

第 七 步 ， 额 外 地 ,我 们 要 指出 ,事实 上 X。 一 *， 所 以 正规 化 
是 多 余 的 。 自 然 映 射 

HG MQF — (Y , a n ud) 

是 满 同 杰 , 这 是 因为 上 同调 序列 的 后 一 项 为 H'OC SA CH + Q — 
2)Y))， 从 第 一 步 知 其 为 0。 由 于 ADO > Cr， 它 表明 存在 
EER RE cre POL, a QI )CHUL, A), WAER 1,96 
H Or) e A, BATRE et ER Ph CC1) 的 截 影 ,定义 
了 包 合 P 点 的 起 平面 。 所 以 它们 给 出 3 FEN, 其 在 Cr 中 的 像 
生成 了 极 大 理 梳 mz， 由 于 O, 总 是 有 限 生 成 O, 模 , 得 出 Os = 
Cz( 第 二 章 ,7.4)， 因 此 X, = Xu 

例 5.7.1 X — C 为 几何 直 纹 面 ($2), P 为 的 点 , 工 为 
二 的 售 P 的 纤维 ， 若 1 X due P tse RU Lk X 
的 严格 变形 上 RAT P, D-—13gk b GOD p — 0, 


. 493. 


三 为 工 的 非 异 点 ,所 以 工 ~ fL — E(3.6), fiiit T L' = —t, 


dr £ XL 
因此 X C 
IE: ES uA 

由 于 i Fk, CEEX 
BALKERE P 2n F 
23), dro] 5.5 中 T E 


[I S ps ETE GERE = WS. 这 个 
FEE elm X 表示 (图 


23 QD Vn es 


注 5.7.2 〔 广 义 收缩 问题 ) 3206 80 Castelnuovo 定理 (5.7》， 
"IUHEIE T RSS BED RE : rH EX RRERHTTR Y EI ETE 
AREH EX — X, 使 I) 为 单个 点 P， 并 全 (:X—Y — XP 
为 辣 构 的 充 娄 条 件 。 如 果 这 圳 态 射 存在 ， 则 称 v 为 可 第 的 这 
个 回 题 的 不 少 特殊 情形 已 经 研究 过 了 ， 然 而 一 般 己 的 钥 答 示 不 知 
道 。 见 Arto, Grauen, Mumtord, 

在 Y 是 曲面 X 的 非 异 曲线 的 情形 ,已 知 的 结果 如 下 .如 果 要 求 
多 为 非 异 , 划 由 (5.7) 知 , 这 个 充 要 条 件 是 了 衬 P',Y? 一 一 !， 如 
Ë 和 可 以 ji， 则 有 个 必要 条 件 天 二 0 习题 5.7)。 当 Y = 
Ri 时 这 个 条 件 也 是 充分 的 《习题 52)。 如 果 Y doe Y! «ons 
[EXE HIT E, JEHA C, U Grauert 有 个 定理 包 证 明 , 作 为 复 


UL 


RHB, X. rie. BETETZAT Y papi — T RUBORE 
硬是 这 祥 的 例子 ， 

例 5.7.3 (Hironaka), i$ Y, E P^ 中 的 非 异 三 次 虹 线 ,定义 
在 一 个 不 可 数 代数 闭 域 上 上 (例如 和 一 C). 取 定 一 个 拐点 作为 Ya 


上 群 结构 f 因为 Ahel REY, ATK, HARROA IRE, 
48.1) XC EEEA MA F ERE. TAER 0AA P 


Pa. € Ya CRUS AE 2 为 线性 无 关 ， 

#£P'ihIEJF P, HL Pa. PEE X. i# y 20 Yo t mos 
X. 因为 Yi 一 9 且 我 们 已 经 在 Y 上 了 胀 开 了 10 个 点 , 所 以 利用 
《3.6) 得 出 妇 一 一 1。 那 么 由 Grauer 定理 (5.7.2), 如 果 =C, 
出 闻 在 于 中 可 收缩 到 一 个 揽 解 析 空 问 。 但 是 ， 我 们 将 证 明 Y 不 能 
收 纺 为 一 个 代数 艇 X, 的 一 个 点 PP 否则， 2 Pe UCX, J PR 
TOS. t GCU RR A PISA, CEX ARAR, E 
PRAPA.. 于 是 C, #£ Xiaf9 8 c 三 六 是 条 不 与 Y 相交 的 曲 
线 。 CEPI C* ERAR, E Pota Pa 点 外 它 不 与 
Y, fic. 

但 是 ,这 不 可 能 . E 4 一 deget, tilh Bezout 定理 (1.4.2)， 
C*Y, — 3d > 0, di v] E Y, Edo 


m 


CY = Suh, 


Bh s 20, X» = 34. 但 C*— dL, L 为 P piu, E 
L.Y, — SPa WARRI TA 


L) 


MEI EE 


CREUSE, 133). 这 与 Pateta Po 选 为 Z 上 绕 件 无 关 的 点 发 生 
Té. I 
EARTE, SUCTUEDH ER DOS F8 UE PI ERE RO Fe dE E, 
其 想法 是 在 曲面 的 每 个 双 有 理 等 介 类 中 ， 找 出 一 个 尽 可 能 典 则 的 
出 面 ， 由 于 总 可 以 在 等 和 价 类 中 胀 开 一 点 ,因此 与 曲线 的 情形 不 同 ， 
永 不 会 存在 电 数 域 的 一 个 唯一 的 非 江 射 影 模型 。 但是， 在 支配 关 
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# Ful — NE. 那么 ， 对 于 一 个 ( 非 异 射影 ) 曲 面 X， 
I PJ — (CFR 0 X QER IESS nXxox 
LASTE, RÉEL x E ER ORAT — -IR3HB 851. MRE 
MORE Ure, X Rol f d BUISBES JR CGU 
型 (由 于 历史 的 原因 ， 仍 然 保留 了 “ 极 小 " XA Uk ibl 
i) 

定理 58 AEREE DUE AUDIO E de 
En 

证 明 〈54) 与 (5.7) 合 起 兴 便 清 楚 知道 ,一 个 曲面 是 相对 极 小 
模型 的 充 要 条 件 是 它 不 合 有 第 一 类 例外 曲线 .所 以 , 当 给 出 曲面 X 
时 ,如 果 它 已 络 是 相对 极 小 模型 , 便 和 停止 进行 如 果 还 不 是 ， 令 Y 
为 共 -- 条 第 一 类 例外 曲线 .由 (5.7) 知 ,有 态 射 X 一 X, 收 缩 Y. 

依 此 继续 ,只 要 有 第 一 类 例外 曲线 就 收缩 它 ,于 是 得 到 了 双 有 
理 态 射 的 床 列 X X>, 必须 证 明 此 过 程 最 终 停止。 

F 面 的 证 明 是 Matsumucat 给 出 的 。 假设 我 们 已 经 有 了 如 
ifo e Asie 

X—X,—Xo—e—X. 
对 每 个 一 l. ns $ EIC Ef Xa o X 的 例外 曲 
Hs, E 为 上 共存 六 上 的 总 变形 ， 于 是 由 (3.2) 有 PT 一 1 对 每 个 i 
成 并 ,Ei* Ej 一 0 对 每 对 <j 成 立 ， 

现 对 每 个 i 令 ¿= CE) A EL E H'(X, 9) 中 的 上 同调 类 
《习题 18). 于 是 由 ( 习 逢 805], TE HOX, 9) 的 相交 配对 中 《ei， 
e) 一 0 (8. 6) 一 一 1。 Efi ense, ER EUR HII, 
Q) dag RYE EKI. 

我 们 推 昕 出 a< dim HOC O). KARENA qg az 
Jl, 2 必 有 界 , 改 而 收编 的 过 程 必 终止， 

注 可 以 证 明 ,每 个 收 纺 使 Neron-Severi 群 的 秩 威 少 1， 故 
n< rankNSCX)， 而 后 者 为 有 限 。 这 是 一 个 新 的 证 明 方法 。 参 照 
《习题 LT), 

注 5.8.1 尽管 有 此 结果 , 但 是 断言 曲面 必定 只 有 有 限 条 第 一 


IE 


3E QUAL hg UT XE IO , Ai nk P^ ep SE r m 9 个 处 于 最 产 
位 置 的 点 ， 则 所 得 曲面 有 无 限 多 杀 第 一 类 例外 曲线 (习题 4.15)。 

例 5.8.2 在 有 理 曲 而 的 双 有 理 等 价 类 中 ， 已 : 是 个 相对 极 小 
FRI EHEN 620, exl 的 有 理 要 纹 面 X, BEHR R 
小 模型 XI TES Msg LS X, 上 所 有 的 不 可 约 曲线 (2.18 ) 推 出 。 
相反 地 ,Xi 不 是 相对 航 小 《2.11.5). 

例 5.8.3 设 C 为 亏 格 8 之 0 的 曲线 . EP x C 的 双 有 理 等 
价 曲面 类 中 ， 答 个 几何 相 纹 面 <:X — C 都 是 相对 榜 小 模型 ,事实 
上 ,如 果 Y 是 奈 上 任 一 有 隅 曲线 , 则 由 (第 四 章 ,2.5.4) 知 x《Y ) 是 个 
点 .因此 Y 是 地 的 纤维 ,于 是 安 一 和 所 以 其 无 第 一 类 例外 曲线 。 

注 5.8.4 由 Zariski 9-0) 证 明 的 在 任意 特征 下 的 一 个 经 典 
定理 帝 , 吻 去 有 理 槛 面 和 真 纹 丁 外 ,任意 曲面 都 双 有 理 等 价 于 一 个 
《唯一 的 ) 极 小 模型 。 在 型 曲 面 和 直 纹 面 的 情形 ， 也 可 以 证 明 每 
个 但 对 模型 必 是 (5.8.2) 及 (5.8.3) 列 出 来 的 一 个 ， 见 Nagata 或 


Hartshorne, 


3 = 


5.1 12 J Ef X ERARA UEFR PTULTE FAR BOUE AE /的 奇 点 ”. 
存在 一 个 双 有 理 态 射 (XX, 使 1 诱导 出 XX ELP 的 态 射 [提示 : 
记 f 的 除 于 (1) = XC. RARER Y = uC, BARA ARO.) 
R ge dull Si tib LIGA Tik — PELEK E Z IiE 
RUSBLGCR TEE, | 

5.2 YSP AAT dioe Y «o, ERAY 可 收缩 565.7.2) 基 一 个 
SERERE 《一般 是 奇异 的 》. 

5.3 12 x XX 为 中 心 在 了 的 独 界 变换 ,证 朋 H'ÜG DEH OG 09)64- 
iB T COS BT UE; [提示 : 利用 投射 公式 (第 三 章 ,习题 8.3) 
及 (第 三 章 , 习 题 8.1) 证 明 106,0) S H'OGn* 2s) 对 每 个 i 成立。 
然后 利用 正 合 列 


9—* 00$ 0g 0 
与 以 坐标 的 局 部 计算 证 明 让 自然 同 构 tuu Ae, Rr ER ANAR, 
现在 利用 上 面 序列 的 上 同调 序列 (需要 所 有 的 项 ) 及 Serre 对 偶 得 出 结 


4 


论 .] 


5.4 1$ XC KERAMER RER. 


(a) 3 y C x dest Ehe Y) 6 RM Y= P: B vio, 
(h) (Mumfard'*7) ib eX BEISA dE, Y. Y, 是 
f^7(') WRTA. EEE dy. Yi 为 负 定 。 


5.5 iRcOX — Bo, z:X—C, :一 为 C 上 的 两 个 几何 直 狼 面 .证明 


存在 将 x 变 到 X 09 Z 8(5.2 .1) 的 有 限 序列 。 m. 首先 证 
8l, 4 DTE Ea A PRE, D Eb elms 得 到 的 严格 变 
3, M 刺 一 下 一 上 ( 岗 33)。 其 次 证 明 X 可 以 变换 到 一 个 具 不 变节 
2 > 0 的 几何 直 纹 面 上 ， # BUD C12), FFE Erti PCI) 在 ela, 
下 的 行为 ,其 口 e 是 可 分 解 的 。 | 


5.6 没 X 基 以 为 函数 域 的 曲面 ， 证明 成 的 每 个 赋值 环 R 是 《第 二 章 ， 


3188 4.12) ridi — 6 30877. TER: 在 情形 C3) 中 ,多 1 ER, 
利用 (习题 5.1) 广 明 对 所 及 i20, fEl MERE feR,,] 


5.7 ibvJEghi x EMURTIZIÉRAR, 井 设 有 到 二 维 射影 繁 的 态 射 1:X 一 X。 


使 得 KY) R—4 P, RIO) = Y. 证 明 vro, [qu 设 
[HL X, LAIS (Carie) 除 于 类 ， Hue IB | 是 个 包含 ?的 附子， 
H. e H RAVRA PMET. ML IHs SH, 及 B, = Cu, 一 
ey.) 

5.8 MERA V CORB x 为 A 中 由 方程 ey reci 
= (05030) 有 个 王立 奇 点 

(a) VERE X f A Amalni] ey! n) 是 个 唯一 可 
DERK. Ui. Hom ¿= z, rm fy, a ra 
不 可 约 ; e [ese aD] = Apo es r7], dle AX UFD, 
(8) iB E P iod E ARR BETTE R. WR È ENEE 
i, R[ P II RE s KURRAT TMB Z 2 FRI ZH Dyaki 图 
E, 给 出 : 


号 一 0 一 0 一 0 一 0 一 0 一 
i 
ic Be S EA ER el AUCI PER RVA E KRAL. 
广 。 这 个 青 点 与 局 多 代数 ,水 变 症 理论 ,拓扑 有 右 趣 的 典 系 . 
` Ek = CIRE, Mumlar BER AIEDEXPEAR t — (s, y, 
4) 的 完 贫 化 4 也 是 一 个 UFD， 这 是 值得 注意 的 , HARAR 


* 496. 


UFD se EAR E UD, S Zh WE RUBRI, (Mori (gH. 
见 Samui? Beieskorn IERA Y $; SED P. COPIES 
y' + 20) fnb AIEE BIBT IE JR 2 HiT Ia GER EEI UFD, Lip 
mas (ECEURfEC 特征 9 2,3,5 的 Wi E. 0E KIG 
AE MIRO E HL 2 26535; 
£), Jl Lipmans” 

MER 
PENTE ( ETI 60 Be I5 EE BEES 和 作用 于 2 
URRH TET Pes WIRE r s] 2 6 tE AP 的 
LE] te C 上 的 人 用， 它 可 以 州 复 必 量 ns s 3 
Klein [2,1,2, 8134 62 页 ， 找 到 了 三 个 以 44 AE RREME 
za ya ss Í 121 Ji et + y! + at = 0 ARA. Esd x s; 
LARA AC 在 天 工作 月 小 的 两 这 把 特别 地 ，X 在 点 的 局 部 基本 
HEE t 

EFC EGER. Mumlar qp, C p— 正殿 代数 
WE, CAR EAI ECT ER ITEA 
AWT. Beiekorn JEA E RHEA IC Tox ie M. 例如 ，C' 中 出 
irat ori s= 0 VOXBURMEGGdnibeeTmE. 后 
3X, Brieskorn"! AEH, PHE f b Str 55 8 y E 8 
ZE RUOTE EI— ADT ERI. HAAR t AERA. Vin. 
UL C Gi CAI RAS C th sedili 

z+ siqi rp rj md 

相交 时 ,对 £ = 01.2,,25, G5)? 缠 球 面 上 所 有 26 种 可 能 的 微分 站 
dX, Hitzebruct 及 Mayer ii ET XT ERA. 


6. 曲面 的 分 类 


在 曲线 的 情形 ,我 们 坡 下 面 方式 得 到 一 个 分 类 .每 个 双 有 理 等 
价 类 中 有 一 个 唯一 的 非 异 射影 模型 ， 有 一 个 数值 不 变 抽 即 亏 格 &， 
它 可 最 每 个 值 4 22 0。 对 国定 的 z, THe a ith xo Td ER m, 中 
的 点 参 殖 化 (第 四 齐 : 第 5 Yi). 

导 于 出 面 ， 情 况 奖 提 杂 得 多 。 首先 ， 非 异 射影 覃 型 不 是 唯一 
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的 : 但 是 我 们 总 可 以 车 虑 一 个 相对 极 小 模型 来 使 其 标准 化 。 对 于 
有 理 曲面 及 直 纹 面 ， 这 些 相 对 模型 是 已 知 的、 对 于 其 他 的 双 有 有 理 
类 , 则 存在 唱 一 的 极 小 模型 (5.8.4)。 

另外 ,上 做 们 有 双 有 理 不 变量 2,5.6), p, CTR, 8-19), UR 
天， 如 果 定 出 了 极 小 模型 ， 虽 后 者 有 明确 的 亚 思 .但 是 还 不 准确 
了 解 哪 二 个 整数 可 以 充 作 一 个 曲面 的 p. bi K 至 于 模 艇 的 不 
在 性 ,逐个 别 栈 形 外 ,还 是 个 远 未 解决 的 问题 .因此 ,不 像 曲线 的 情 
形 ,我 们 必须 满足 于 这 些 不 完整 的 知识 . 

本 节 中 我 们 极 简 所 地 旬 及 几 个 基本 结果 ， 对 于 更 详细 与 进 一 
步 的 参考 文献 ， 我 们 指出 Bombieri 及 Husemalleeal，Shafare- 
vich, 

首先 ， RDTOR EH REXERPRESE, WRiES IC Kodaira 维 数 
(X) 为 环 


R = QD max, SK) 


对 的 超越 度 减 1， 其 中 K 是 典 则 除 子 。 象 在 第 二 章 , 8.19 的 证 
明 中 一 样 ， 可 以 看 出 只 ， 从 而 “是 双 有 理 不 变量 。 另 一 种 表达 方 
AER UR MUR n mL, 在 线性 系 1a 必 | 决定 的 有 理 映射 下 ,区 在 PY 
中 像 的 最 大 约 数 为 *， 或 者 当 对 所 有 = Sl, £ |aK| = 由 时 
c=] CANTAR, l 到 有 的 每 一 个 值 ， 例 如 对 
曲线 ,有 上 一 ll = 0; = 0 >g = l; = <> g> 2. 

RRE 一 —1,0, 1, 2， 对 曲面 公 类 。 对 于 其 中 每 一 组 ， 
下 面 的 一 些 定理 提供 了 一 些 更 具体 的 知识 . 

定理 6.1 c= 一 1 <> |12K| 一 由 所 > 区 或 为 有 理 或 为 再 纹 。 


证 明 对 于 C 上 的 一 个 现代 证 明 是 Kodaira 给 出 的 , 见 
Serret”, f&üE P > 0 的 情形 , 共 证 明 属 于 Zaciski nn 

注 6.21 作为 (62) 的 推论 ， 可 以 证 明 对 干 维 数 : 的 类 似 的 
Lürorh 定理 (第 四 章 ,2.5.5): 1 & ARKA, L. 2 & Db Rf 
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RU, u) 的 子 域 , 它 包 台 和 ， 并 使 AG, u) 是 工 的 有 限 可 解 扩 张 。 
WIL tB E k AABI TE, k Je Castelnuova 的 “关于 平面 对 合 
WIE ERUE" SER, 


至 于 证 明 , 令 X' ALINEAR ERN, LX kG, u) 的 一 
个 非 异 射影 模型 。 则 像 ( 第 二 章 , INALE, E 88) — 


Fé TAE CERERI PX) < nOO, PX’ )€ BOO. dT 
PX) = BOO m 0 便 得 到 PC) m p,0C) 一 0。 还 必须 证 朋 
400) s «O0, AHNE p(X 一 p QU) 一 «(X — 0. FE 
X fJ FEbE GCE. BL Serre! 及 Zariski?, 

RI Au) 对 工 是 可 分 的 假定 ， 这 个 结果 不 成 立 ， 见 
Zariski? +£ Shiodam。 

定理 63 “一 0<>12K 一 0， 六 个 类 中 的 曲面 必 为 下 列 情 
CE Chark = 2,3), 

e -个 K3 曲面 ， 它 是 以 天 一 0 RIPER a = 0 定义 的 


bo “一 pupu RD Hei X ESI 


3 = 


64 (EX Fr 中 曲面 ,之 3, d dues da K 8 h SE £ Z Z x 
pd mis ERRE Odo cni d LO AMR ER daun x 20— 
RUM. SU UC BITMIEUC RUOTE 2 SER neg a. 

6.2 AFERAN Griltirhs 的 定理 xA PUE] 中 的 4d 次 非 异 曲 
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W, fL EE tu e B. MPd, MÜ eX) = 0, fni d = 
2a, AIRA ROO = RZ OD ma iix ed K3 曲面 ， [提示 : 
DRTE Lx H UA ilad zUERCRRUL.S.4). 对 最 后 
诊断 ,和 用 多 上 的 Riemann-Roch 定理 和 Kodai 消灭 定理 [第 三 章 ， 
143) 
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MISA 相交 理论 


在 此 附录 中 ,我 们 要 描述 将 相交 理论 及 Rieraann-Roch 定理 
礁 广 到 任意 维 不 可 约 屠 影 窗 上 的 轮 廊 ， 为 启发 我 们 的 过 论 ， 看 一 
下 则 条 与 曲线 的 梢 形 ， 而 后 了 解 什么 是 需要 推 广 的 。 对 于 曲线 多 
EWKEFT D, WME RAR Serre XEEGETBI PE 用 ， 则 可 将 Rie- 
mann-Roch 定理 (第 四 章 , 1.3) 写 成 

X(%(D)) = degD +1— g, 

rh x E Euer 示 性 数 (第 三 章 ,习题 5.1)， 在 曲面 上 ,可 将 Rie- 
mann-Roch 定理 (第 五 章 ,1.6) 写 成 


XQ) = HDD K) + 1— pu 


AAU E, Hoi UNUS bb B IE ZD) KLAAR 
HEER i W B 6 kñ REL DP RECTE D, NUM K, UR 
EXPUACECR GERE, 自然 ,一 个 Riemann-Roch HUE 9E, HR 
终 目的 是 为 了 对 蒋 大 的 = 计算 线性 系 | 或 laD1 的 维 数 (第 二 章 ， 
习题 7.6)。 它 可 通过 对 XC (D) 的 一 个 公式 再 加 上 对 了 > 0 
时 H(X, AON 的 某 些 消灭 定理 来 做 到 . On Sere 《第 三 
章 , 5.2) 或 《adaira 【第 三 章 ,7.15) 的 定理 。 

现在 ,我 们 要 推广 这 些 结果 ,以便 在 任意 继 非 异 射影 钴 克 上 给 
出 LEOD 的 一 个 表 这 式 ， 当 我 们 这 样 做 时 ,可 以 不 费 周折 就 
得 到 UL) 的 一 个 公式 ,其 中 @ 是 任意 的 凝聚 局 部 自由 层 。 

为 推广 右 端 ,我 们 种 要 在 X 上 的 一 个 相交 理论 ， 例 如 ,这 时 两 
个 除 子 的 交 不 再 是 一 个 数 而 是 一 个 余 维 2 的 环 元 ， 印 余 维 2 TE 
的 线性 组 合 . 因此 ,我 们 将 引进 环 元 及 有 理 等 价 性 这 些 术 语 ( 它 是 
V THIS HERE OL 以 便 建 立 我 们 的 相交 理论 。 

我 们 于 需要 把 可 道 层 S€ (D) 与 除 子 如 之 间 的 对 应 关系 加 以 
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推广 ， 这 可 由 陈 类 理论 来 完成 : 对 每 个 r 秩 的 局 部 自由 层 Z, E. 
伴 以 陈 类 2 (Z), LL), Mb (Z) E i 09500, E 
E EB SE [fr F BiP. 

至 于 繁 X 的 木 变量 , MUR, FUR K SPA 56 p 是 
At, HA dif FI Y x 切 层 的 所 有 陈 类 。 

于 是 ， 广 义 的 Riemann-Roch 定理 将 给 出 KA) 的 一 个 公 
K CAL Z 的 及 X 切 层 的 陈 类 的 某 些 相 交 数 来 表达 。 


L 相交 理论 
曲面 上 的 相交 论 (第 三 章 , 1.1) 可 以 第 括 为 ， 存 在 唯一 的 一 个 


对 称 双 线 柱 配对 PicX X PicX 一 之 ， 并 通过 下 述 要 求 来 法 化 , 即 
横 城 相交 的 非 异 曲线 C, D, C.D AEC 与 DD 的 交点 个 


除 子 ,可 以 车 它们 的 线性 等 价 类 中 移动 它们 ,使 其 成 为 材 堆 相交 
的 不 可 约 韭 异 曲线 的 差 。 

高 维 时 的 情况 相当 复杂 、 相 应 的 活动 引 理 显得 弱 了 一 些 ， 所 
以 需要 一 个 较 强 的 法 化 要 求 。 结 果 发 现 展开 相交 理论 的 最 适当 的 
方式 原来 是 同时 对 所 有 的 镑 都 进行 讨论 ,， Ve X o X' 的 由 
EFREN fs 及 1*, 也 作为 结构 部 分 瑶 包 括 进去 。 

XA EGER. 上 一 个 余 维 的 环 元 ， 是 指 X 的 余 维 
r 的 闭 不 可 约 子 锭 生成 的 自由 Abel 洋 中 的 一 个 元 ， 故 下 将 一 个 
环 元 写 为 了 一 EnYi Y HTE, mi EZ， 有 时 概论 及 一 个 有 用 
的 概念 ， 即 与 闭 子 概 型 相伴 的 环 元 。 设 Z 是 余 维 的 闭 子 概 型 ， 
Yo: Y, 是 2 的 所 有 余 维 r 的 不 可 约 分 支 , SE UY 为 相伴 
于 Z 的 环 元 , 其 中 是 Z 在 Yi 的 广 点 y EORR Oz 的 长 度 ， 

设 f:X— X 2 1109253, Y 26 X Bb T E. 如 果 dimf(Y)< 
dimY, & f4(Y) 一 0， 如 果 dimf(Y) = dimY ， 则 函数 域 KY) 
是 K(f(Y)) 的 有 限 扩张 域 。 令 
TOO = [KCY): KG(O!)1 ° FO. 
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由 线性 扩张 便 定 了 世上 环 元 的 群 到 X° 上 环 元 的 群 的 同 态 fa。 

现在 来 定义 有 理 等 价 性 . 对 大 的 任意 子 弯 V， i FP V X 
?的 正规 化 。 则 关注 中 (第 二 章 , 第 6 节 ) 的 条 件 (* ), 因 此 论 及 多 
上 的 Weil 除 子 及 线性 等 从 是 有 意思 的 . 当 呈 ,D' 是 他 上 线性 等 价 
的 Weil 除 子 时 , 称 feD, faD' 为 X 上 有 理 等 价 的 环 元 .一 般 的 情 
形 , 对 所 有 的 子 窟 ,及 所 有 关上 上 线性 等 价 的 Weil RFD, D , 
让 fsD~fsD” 生 成 了 等 从 关系 。 在 这 个 等 价 关系 下 ， 我 们 定义 
了 XX 上 环 元 的 有 他 等 价 姓 ， 特 别 地 , 当 多 本 身 是 正规 时 ,条 维 1 的 
环 元 的 有 理 等 价 性 与 Wel 除 子 的 线性 等 价 性 一 至 

HEDT, QAO REX EAE 了 的 环 元 的 有 理 等 价 类 群 。 


以 ACO 表示 分 次 群 CD nO, 其 中 n=dimX. 注意, OD 


Z, r> dimX 时 A(X) — 0. EE EE, X ARER, A 
PARURA B dod, CA "CO BLZ, di deg n P = 
En 定义 ,其 中 Pi 是 点 ,鉴于 (第 二 章 ，6.10) 的 原因 , 它 在 有 理 等 
价 类 上 意义 明确 。 

在 一 个 给 定 的 能 类 思 上 ,，, 一 个 相交 理论 由 对 每 个 r,s 及 每 个 
XE 名 给 出 一 个 配对 A(X) x (OD o8 AT) Wai, KER 
对 应 满足 下 面 列 出 的 公理 ， 如 果 YeaO0. Ze400, RII 
VA Y. Z 表示 其 框 交 环 元 类 ， 

在 叙述 公理 前 ， 还 要 给 个 定义 。 对 和 中 簇 间 的 任意 态 射 F 
X— X, fE X x X 仍 在 名 中 , 则 可 定义 一 个 同 态 Eam 
ACX) 如 后 : HFR YC X', EX 

FD 一 pear PEO), 
其 中 pis Pi 分 别 是 XX x X' 3] X, X 的 投射 , f 是 FOUER PUR 
为 XXX LRT. 

上 述 诸 元 必须 满足 下 列 要 求 , 

A1、 相 交配 对 使 ACX) 对 每 个 万 E 多 成 为 一 个 交换 的 可 结合 
DAR HRL. AX WAR 

A2. 对 8 ORO EE REG HE. F X — X, EAD 7 A(X) E 
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Aug. dp 8:X — X" Rid f*og* — Cect)" 

Ai OMDBIDEGMENCEKUEEGM f: X— X. B. AX)—> 
ACC) RT EBERT pk), 如果 8:X X" 是 另 一 个 
BAHMU gaota = (eof Jun 

At BHOR, Ej: X> X 是 本 征 态 射 ，z € 40, YE 
AUXO, JU 

HOY) = f< G2.y. 

A5. 化 为 对 角 线 ， 如 果 Y，2 XX EHOD A:X—X XX 

为 对 角 态 射 , 则 
Y.Z = A*(Y x 2). 

A6. RH EE, WR v SZ EX J TE, CERAR (HD 
Y 门 也 的 每 个 不 可 约 分 支 的 余 维 等 于 CodimY 十 CodimZ)， 则 
"dd 

Y.Z 一 Y46(Y Z; WW; 
RQILRAYDOZNEICRaAESESRmSEK CY, Z; W;) 仅 
依赖 于 WERL UE X hyk. 称 CY, Z; Wi) Y É Z fE 
W, 的 局 部 相安 重 数 、 

A7. ie. &YSXIUVTERS Z 是 与 正常 相交 的 有 效 Car- 
tier RF, M] Y.Z 恰好 是 Y 上 Cartier BT Y Y Z 相 伴 的 环 元 ， 
其 中 了 几 Z 在 Y 上 是 由 名 的 局 部 方程 限制 在 Y 上 定义 的 子 航 型 ， 
CEHIA EARDER T ERO EROS 1.) 

定理 1.1. 设 加 是 某 给 定 代数 团 域 LEER, E 


[e me im. TTG: Ar ETAT RE 
定理 的 证 明 中 有 两 个 主要 的 成 分 。 一 个 是 局 部 相交 重 数 的 正 
礁 定 义 ; 另 一 个 是 周 炜 良 的 活动 引 理 。 有 许多 方式 来 定义 相交 重 
数 ， 我 们 只 提出 Serre 的 定义 ,从 历史 的 观点 说 它 是 最 近 的 ,然而 
填 有 紧 痰 简洁 的 好 处 ， 如 果 Y ,2 333, W 3 Y CUZ IAS 
可 约 分 支 ,定义 
iCY, Z;W) 一 工 ( 一 1)1engthTorA Aja, Alb), 
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PARWA AEX EKOB Oars a 及 b 是 Y 及 2 在 4 
中 的 理想 。 Seren. EJ T KE— FdEf 86 TR, F. rra k utk 
Ki EARR G, Ub EARE, W Aa +u) = 
AfaDA[b VE E ATEE XECTCUL ORTAM. 

AARE AREE, CENE. in Y.Z dest 
氢 射 影 伴 区 上 的 坏 元 ; 则 存在 一 个 有 理 等 价 于 光环 元 2 ， 使 得 
Y 与 2 正常 相交 。 另 外 , 如果 Z” 是 另 一 个 这 种 环 元 , 则 Y.Z 与 
Y.Z” 有 理 等 价 。 在 Chevalley 及 Rober 中 有 活动 引 理 的 
WEA. 

相交 理论 唯一 心 的 证 明 如 下 :给 出 多 上 环 元 Y，2Z， 由 活动 
引 理 知道 ， 可 以 假定 它们 正常 相交 ， 于 是 利用 化 为 对 角 线 (AS), 
我 们 可 化 为 在 XXX 上 计算 A.CY x Z) 的 情形 。 它 的 好 处 在 于 
入 是 个 局 部 完全 交 。 因 为 相交 重 数 是 局 部 的 ， 我 们 可 以 化 到 其 中 
一 个 环 元 为 Cartier 除 子 的 完全 交情 形 。 于是， 重复 应 用 苇 化 条 
件 (A7) 便 给 出 了 唯一 性 . 

相交 理论 的 一 些 一 般 性 参考 文献 是 Weill", Chevalley™, 
Samuel 由 ，SerretHu。 至 于 环 元 的 一 些 其 他 等 价 关系 的 讨论 以 及 计 
算 群 4X) 的 党 试 ,可 见 Hartshorne", 

例 1.1.1 要 看 出 高 阶 Toc 的 必要 性 ， 设 了 Y 是 人 :中 两 个 交 于 
一 点 的 平面 的 并 , 故 Y HER (x, y) (nu) = (zz xw yz. yw). 
令 2 是 平面 (x 一 z,y w) RAAZ 与 了 的 每 个 分 支 邦 交 于 一 个 
点 ， 玫 由 线 性 性 有 式 Y，2Z; P) 一 2。 六 是 如 果 我 们 以 自然 的 方 
ARY A/C 十 6)， 其 中 a,b 为 了 ,2 的 理想 ,得 到 

kiz, y, z, w]/Czz, xw, yz, yw, z — z, y — w) 
£ Az, yl/ C8, zy, Y), 

其 长 度 等 于 3。 

例 1.1.2 我 们 不 能 期 望 在 奇异 繁 上 有 一 个 像 定理 的 那 种 相 
交 理论 。 例 如 , 设 在 Pi 中 由 zy = z 定义 二 次 圆锥 上 有 一 个 相交 
理论 。 令 工 为 直 纹 绕 z 一 z 一 0，MM 为 直 纹 线 y 一 z 一 0。 Hj 
2M 线性 等 价 于 起 平面 截 影 , 它 可 以 看 作 侣 上 一 条 圆锥 曲线 c , 其 
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HL, M 横 截 相交 于 一 个 点 ， 故 
l= LC = L.G M). 


mite LM = L, KA Dsm. 


2， 周 环 的 性 质 


对 于 任意 非 异 拟 射影 得 X, ARHAR 你 XX), 并 列举 它 的 一 
些 性 质 ， 其 证 明 可 见 Chevalley"!, 

AB. 由 于 余 维 ! 的 环 元 就 是 Weil 除 子 ， 且 对 于 它们 , 有理 
等 价 性 同 于 线性 等 价 性 ,又 由 于 尤为 非 异 , 所 以 ACC) = PicX 

因此 ， 举 倒 来 赔 ， 当 区 是 非 异 射影 曲面 时 ， 我 们 可 以 用 配对 
ACK) x A100 (X) 和 介 合 上 次 数 映 射 恢复 (第 五 章 ，1.1) 的 
相交 理论 . 

A9. 对 于 任意 仿 射 空间 AA", 投射 p: Xx xA — X 诱导 由 
同 构 p*: ACX) > ACK X A") 

A. Egt. m YR XIUIERHTITAR, U — x — Y, Rl 
有 正 侣 序列 

AQ) ACK QU) 0, 
其 中 yo X EGSH, LU X RT. 

上 述 两 个 结果 的 证 明 相似 于 除 子 对 应 结果 的 证 明 (第 二 章 ， 
6.5), CEZ, 6.6), 

例 2.0.1 ACP?) & Z[4]/À7*, Eh A EE e ES, RRA 
1， 其 证 明 可 由 (A9) 及 (Al10) 归 纳 地 进行 ， 或 直 按 地 证 明 P* 中 4 
次 子 能 有 理 等 价 于 一 个 同 维 的 线性 空间 乘 以 4( 习 题 6.3). 

下 一 个 性 质 对 于 后 面 一 节 中 陈 类 的 定义 是 重要 的 ， 

All. 设 人 是 六 上 秩 r 的 局 部 自由 层 ， PE) 为 相伴 的 射影 
空间 从 (第 二 章 , $7), 并 设 £ e A/(P(Z)) 为 对 应 于 Oral) 的 
IRP, =.P(Z)— X 为 投射 。 则 x* 使 APCE RA l, 
Es ptrs ECT HERE H ACX) 模 。 
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3 k 类 


我 们 在 这 里 按照 Grothendieck! 的 处 理 方 法 。 
定义 运 宁 是非 异 拟 射影 租 允 上 的 秩 ”的 局 部 自由 层 . 对 
每 个 i 0,0, esr 我 们 以 下 还 要 求 定 义 第 i 个 陈 类 (L) 
EAX), Bl eG) 一 1 及 在 ACPCP)) 中 满足 
Daas)e =0, 


KERA TCATIMTa S, 

AACA), AGE XE Ex, RESI 表示 为 1， 
Boe. EU MEC ERPE I, HORTUS St 在 AO h. x UE 
列举 陈 类 的 -和 些 性 质 、 为 方便 起 名 ,和 藉 作 定义 总 陈 类 为 

AE) = a) aH etu 
及 陈 多 项 为 
AF) (Z) + ¿r+ +t ¿(€ YY. 

CL i # = (D), D XXe TW e) —1- Di E 
Eb P(4)— X, Orl) — 9 (D), i £—D, HEX 
EA LE— a(7)1-—0, RD ¿ (Z) = D. 

CL BS fX — X 为 态 射 ， 4 为 X 上 的 局 部 自由 层 , 则 对 每 
^i 


aE) m i'i). 
它 立即 可 申 PA) 构造 的 与 RTE BUR db. 
CLE 0d 4 2” — 0 为 x 上 局 部 自由 层 的 正 合 序 
7, 8l 
e) — a) crm. 
暂时 把 定 义 加 在 一 边 ， 我 们 事实 上 可 以 证 明 存 在 一 个 唯 -- 的 
陈 类 理论 * 它 对 时 上 每 个 局 部 自由 层 Z 指定 一 个 LE) e OO, 
EMERE (CI), (C2), (C3). 对 于 这 个 唯一 竹 的 证 明 ， 以 及 
《C3) 和 下 面 其 他 件 质 的 评 明 , 都 可 以 利用 分 列 原 理 。 它 是 说 ， 给 
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出 了 X 上 的 ,存在 一 个 态 射 (X HX 使 PAX AUX) 
为 单 同 态 , 并 使 d" 一 "Z 分 烈 。 就 是 说 有 一 个 让 链 = o 
ZD, 一 0， 其 相 邻 层 的 商 如 全 为 可 逆 。 于 是 ， 使 用 下 述 
人 性质 即 可 。 
C4. MRLE HU CIE SECURTREIR. So L, 为 商 层 。 则 
«GOD m Ie». 


CBAR (CRUS RA e] 2 
利用 分 裂 不 理 , 也 可 以 计算 张 量 积 .外 积 和 对 侦 局 部 自由 层 的 
陈 类 。 设 Z AIRD r F 的 秩 为 ;。 记 


(e= IL O + aa) 


«m - T] G + so, 


ias 


其 中 sa， 和， 6， 只 不 过 是 形式 的 符号 。 于 是 我 们 有 
C5 
EOF = [| O + (ai t 500 


ch 一 D cb o bau) 
a gue ier 
e) = c). 
因为 当 我 们 将 这 些 表达 式 乘 开 时 ， : 49 BID GR Sk aha 
4 及 的 对 称 函 数 , 这 些 表 达 式 是 有 意义 的 。 这 时 用 热 知 的 关于 
对 称 溯 数 的 定理 ， 它 们 可 表 为 a; 及 而 的 初 筹 对 称 函 数 的 多 项 式 ， 
这 些 初 等 对 称 函 数 丛 恰 是 可 与 多 的 陈 类 。 对 于 这 个 公 式 表 的 
进一步 的 参考 文献 , 见 Hirzebruch [1, 第 I 章 ，$4.4]。 
Cé. kE EX EAr RANA, erx, g) 为 其 
一 个 整体 截 影 ， 则 EXTARE Ox — Z, HIRA. 我 们 定 
义 开 的 零点 概 型 为 大 的 一 个 闭 于 概 型 Y。 它 由 正 合 序列 
IE 


v 


4o. o Or -0 
MEX HH: 是 映射 :的 对 偶 ，Y 的 相伴 的 环 元 仍 以 Y 表示 。 
于 是 ,如 果 Y 的 余 维 是 r 则 有 (f) — Y e (X). 
它 推广 了 《第 二 章 , 7.7) 的 结 杂 ， 即 可 逆 层 的 截 影 给 出 了 对 应 
的 除 子 。 
CL. 自 交 公式 . 设 Y 是 X 的 余 维 :的 非 异 子 能 ，.Y 为 其 法 层 
《第 二 章 ,$8)， 令 i:Y — X 为 包含 映射 ， 则 
iti Clu m eC). 
Him FRA A NCC, (Ex 上 有 
iC (y) = Y Y. 
这 个 归功 于 Mumford 的 结果 ( 见 Lascu, Mumford 及 
Scott) 推广 了 曲面 上 曲线 的 自 交 公式 (第 五 章 ,1.4.10)。 


4. Riemann-Roch 定理 


P HIERHER ERr 局 部 良 由 层 ，X 的 维 数 为 mm 
令 9 = E XISUJECEC W, $8)。 我 们 要 给 出 XXE) 的 
RER, CHAS 及 S 的 陈 类 来 表示 。 为 此 目的 ， 我 们 引 
进 ACOR 中 的 两 个 元 素 , 它们 是 由 一 个 层 £ 的 陈 类 的 某 个 泛 
多 项 式 来 定义 的 ， 设 


cr) 一 I O an), 


dizi 


象 上 面 一 样 ，ai 是 形式 符号 。 那 么 ,我 们 定义 指数 陈 特征 为 


ch(Z#) 一 > e, 


i 


其 中 全 二 二 再 定义 4 的 Todd 类 为 


oT [I 5 


其 中 
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r. 1 1 1 

I= e~ 2 12 720 

# Bl Ri — RE, 这 些 是 a; 的 对 称 表 达 式 ， 从 而 可 以 表示 为 eZ) 的 
有 理 系数 多 项 式 。 经 由 初等 却 系 玉 的 计算 ,由 定义 可 证 明 


ch( Z) — , + c, + L 《ci 一 26) + n (Gi — 3e 934) 


s een 


iG tejer + ee, 2e Ae) Hs 


及 


1 1 i 1 
tdf) — 14 etu b tuns ae 


— da — dd cay Fe) + es 
这 里 amel), B 34 i > 7 时 ¿= 0, 


(E) = deglch(@ Jtd 7 )),, 
其 中 ( LR AQ 的 = 次 部 分 ， 
这 个 定理 由 Hizzebruch 在 C 上 证 明 。 在 任意 代数 团结 和 
E, Grothendieck 证 明了 一 个 广义 的 形式 (5.3) CI, Borel 及 
Serre), 
BULLI Uo A # 一 (D), RI cho) 19 D. 
Ulli T x Ë: gx BUR N Ik 2 , = L(K), 其 中 Kk 为 典 则 除 


F TE aC) = 1— LK. LC) VERD 
[74 - -L 
KLODY deg (C1 + D).(1 ; &) 
= (p— Lx) 
对 0, ERR 1 一 了 一 一 二 degK， 故 可 将 定理 写成 


XCS(D)) = degD +1— g, 
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这 二 早先 证 明 过 的 曲线 的 Riemann-Roch 定理 (第 四 章 ,1.3)。 
$1412. 现在 设 多 为 曲面 , 仍 设 4 — v (D), 则 c(2)— 
DG lm. 以 co e RRE Fx 的 陈 类 ， TRUST 
X, 故 有 时 也 称 其 为 六 的 陈 类 ， 出 于 Fx 是 9x 的 对 偶 ， 以 及 
(C5) H (Or) = ¿KA'O.), 又 由 于 AQ = ax IEE: ZCK), 
K 为 典 则 除 子 , 因 此 cx) 一 —K. 但 是 c, 《不 如 说 是 共 次 数 ) 
是 盟 徊 的 一 个 新 的 不 变量 ,我 们 以 前 还 没有 近 见 过 。 
利用 c 一 —K 及 c H 
T) = 1— Lk +L +). 
相 乘 再 芭 次 数 ( 借 用 符号 , 我 们 以 D 既 表示 A (X) 中 一 个 类 又 表 
示 它 的 次 数 ) 可 将 (4.1) 写 为 
x(%(D)) 一 + D.(D— K) + E (K + e), 


43 D — 0, il 
Xe) (K + a). 

由 算术 亏 格 的 定义 (第 三 章 ,习题 5.3)， 这 表示 
Dnm EU a) 


所 以 这 个 新 的 曲面 的 Riemaan-Roch 定理 给 出 了 早先 的 那个 (第 
ER, 1.6)， 并 由 最 后 一 个 公式 , 额外 地 得 到 c; 用 pu, K 的 表达 
X. 

例 41.3 作为 应 用 ， 我们 推导 P" rh dO Ië SE RE ng 
一 个 联系 公式 .为 了 深入 了 解 这 个 问题 , EXEC F, xj P'rh 
4 次 曲面 时 ， 则 数值 不 变量 pL, Kt, 因而 cs 部 唯一 屯 被 d 所 决定 
‘第 一 章 ,习题 7.2) 及 (第 当 章 ,习题 1.5)。 另 一 方面 ,任意 射影 曲 
n Eo ERA EI P^ 中 (第 四 章 ,习题 3.11), 故 而 对 P' 中 曲面 ， 我 们 
不 能 期 蓝 这 些 数值 不 变量 之 间 会 有 佬 么 特别 联系 ， 然 而 ， 一 般 来 
说 一 个 此 而 不 能 颈 人 户 中 , 故 对 那些 能 做 人 已 的 曲面 , 习 以 巴 期 
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到 有 一 些 条 件 要 满足 。 
BAR xE P hed 次 非 异 曲面 。 在 P' 的 周 环 中 ，X 等 价 
于 一 个 平面 的 4 8, AXXd, 另 一 方面 ， 可 以 用 自 交 公式 
(CDW ER X. X, EGF dega N), ih or EXE P 中 的 法 
从 。 有 一 个 正 合 序列 
Te it. D, 
其 中 i X— PO RGAEH. 利用 这 个 序列 计算 eC), Xf 
得 出 我 们 的 条 件 ， 
首先 利用 正 合 序列 
0 一 Gr — Oe 1) — I p — D, 
4 ke AP?) HAPEE, a 
kT p) = A H kY m l H ke t e 
另 一 方面 , 像 (4.12) 中 一 样 有 
e (Z y) = 1 — Kt + e, 

D. He AD) SUR X Bb FE 885 3 DE d Tü E A FRU ERU 
用 (C3)， 得 到 

(1— Kr agtX1 cr aC) t eC) 

=! + 5Hi + 0H", 
比较 :与 + 的 系数 ,我 们 求 出 

AHN) 5H + K, 
eX) = 10H! — c, + 5H.K + K, 

现在 取 次 数 并 用 上 . dege (y) — n. 还 要 注意 deg = 2, E 
《4.12) 中 ca 的 表达 式 。 最 后 的 结果 是 

4 — 10d + 5H.K — 2K! + 12 + 12p, = 0. 
EHT P! 中 任意 4 次 非 异 曲 画 成 立 。 它 的 某 些 应 用 见于 《习题 
69), 


5 补充 与 推广 


对 # 维护 提出 了 一 个 祖 交 理论 之 后 , 则 可 以 问 ,是 否 第 五 章 中 
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:的 其 些 定理 也 可 以 扩张 。 答案 是 肯定 的 ， 
定理 5.1 (Nakai-Moishezon 判别 法 ) ix 是 代数 闭 域 kE 
HEERE, Dix 上 二 个 Carrier BR T, HAM DERI à 


的 情形 )， 有 DY >o, P r= dimY. 

X3 上 射影 时 ,定理 出 Nakaim 所 证 明 , 与 之 独立 地 ，Moi- 
shezon2! 证 明了 为 抽象 完全 让 的 情形 。 Kleiman' 整理 并 简 
化 了 证 明 ， 严格 地 进 ， 这 个 定理 使 用 了 与 我 们 己 经 六 述 过 的 略微 
不 同 的 相交 理论 。 本 为 我 们 没有 假定 是 非 异 射影 的 ， 所 以 没有 
局 活动 引 理 ， 另 一 方面 ， 我 们 仅 需 芍 虑 一 些 Cartier 除 子 与 单个 
闭 子 概 型 的 相交 ,所 以 要 阐明 的 这 个 相交 理论 实际 上 比 $1 描述 的 
那个 要 初等 得 多 其 详情 见 Klem", 注意 ， 这 个 定理 扩张 了 
对 曲面 的 那个 相应 定理 (第 五 章 ,1.10), 这 是 因为 取 Y 一 多时 给 出 
T D > 0, 而 对 Y 为 曲线 时 有 DD.Y > 0, 

也 可 以 将 Hodge 指数 定理 (第 五 章 , 1.9) 扩 张 到 C ERIR 
KHER .我 们 车 虑 其 相伴 的 复 流 形 X, 《附录 8) 及 其 复 上 同调 
H(X,, C) 对 X 上 的 余 维 1 的 环 元 Y, 可 定义 其 上 同调 关 
IO EAX C)， 称 Y 同 调 等 价 于 零 ， 记 为 Y ~ bom0， 是 指 
n(Y) = 0, 

定理 5.2 (Hodge 指数 定理 ) Exo C FA Sik. 
BERR = 一 k HX TERT, Y ic USER 
a YH ~ poal, Y troal, 则 〔( 一 Dt > 0, 

定理 是 用 调和 积分 的 Hedge 理论 证 明 的 . 见 Weil [5， 定 
388,78 页 ]。 它 推广 了 对 曲面 的 结果 (第 五 章 ,1.9), 这 是 因为 ,对 
于 除 子 而 言 ， 可 以 证 明 同调 等 价 竹 与 数值 等 价 性 一 致 Grothen- 
dieck'? y&30, ARI 进 上 同调 作为 同调 等 价 的 定义 时 , 定 再 对 于 
任意 代数 闭 域 成 立 。 他 也 指出 ， 利 月 环 元 的 数值 等 价 性 时 定理 也 
可 能 成 立 , 然 而 其 至 在 C 上 也 还 不 知道 它 是 否 正确 . 见 Kleiman!2! 
中 关于 这 些 猜 想 及 Grothendieck 的 其 他 “标准 猜想 "的 讨论 ， 

现在 转 到 Riemann-Roch 定理 的 进一步 推广 。 我 们 采用 
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Barel 'j Serre? 的 方法 ， 第 一 步 是 将 陈 类 的 定义 扩张 到 Grothe 
ndicck FE KCX) (第 二 章 , 习题 6.10) 上 。 对 于 * 为 非 异 时 ， 只 要 
利用 局 部 习 由 层 就 可 以 计算 KCX) CZA, 习题 6.9), TE, 由 
于 陈 类 的 可 加 性 质 (C3)， TARSI c 扩张 或 一 个 映射 
ea: KCK) > AXE], 
因此 我 们 有 了 定义 在 天 (天 ) 上 的 陈 类 .指数 陈 特征 ch 扩张 成 映 身 
ch: KCX) — A(X)8Q. 
可 证 KCK) 有 一 个 自然 的 环 结构 (对 局 部 自由 层 好 及 多 ， 定 义 
2 4.97), 而 cb 是 个 环 同 态 。 如 果 FX >K 是 非 民 入 间 的 
态 射 , 对 局 部 自由 层 好 ， 以 M EP 定义 了 一 个 环 同 坊 
FKK) => K(X’). 
指数 阵 特征 ch 与 可 交换 。 
和 如果 天 天 一 了 了 为 本 征 态 身 ， EXA ms PK) 
KOY) 为 
ECF) = EYRI), 
其 中 多 AERE. 
映射 有 与 ch 不 司 交 换 . 这 种 不 可 交换 的 程度 就 是 Grorhen. 
dieck 的 广义 Riemann-Roch 定理 。 
ems (Grorhendieck- Riemana-Roch) 设 E XX 一 了 为 


ch(f.(z)) = fCeh GO 446870), 
dpa, E DR 
BUR Y 是 个 点 , 它 化 为 前 而 的 形式 (4.1)。 
在 Groiheodieck 的 巴黎 讨论 班 上 [5GA6]， 经 过 全 力 对 付 
了 义 手 的 技术 障 碍 之 后 ,这 个 定理 已 进一步 推广 到 了 下 人 述 情 形 , 即 
pub Noether WEA, f E: 3820008064 Tos 
。 这 个 工作 的 一 个 可 读 的 报告 可 见于 Mani, 
我 们 还 应 该 提 到 另 一 个 Riemann-Roch 公式 , 即 对 于 f:X— 
Y 为 用 漫 没 的 情形 。 这 是 属于 Jouanoiouc 的 。 在 财 误 没 的 情 
EE 


形 ， 对 于 X LIESSURIZ I, ARCI) i Ti BEN 
eM ) 的 方式 ， 使 它 可 用 fu) 及 fG CM)? KE 
PRENER. 它 夺 来 可 以 利用 整 系 阁 多 项 式 来 做 到 的 ， 但 
是 《5.3) 的 证 明 只 给 出 了 A Y)9Q RAAR, DART HT. 
Jouanolou 的 结果 其 说 些 结 未 实际 上 华 ACY) 本 身 中 成 立 。 

最 近 , 曙 一 类 Riemann-Roch TAKE, BME HRR E 
上 ,已 由 Baum, Fulton 及 Machherson ZEH. M Fulton?! 


e 证 明 8 中 的 有 理 等 价 性 的 空 义 等 从 于 下 述 关系 生成 的 等 价 关系 : X E 
了 个 余 红 "的 环 元 为 等 价 ， 足 指 存在 一 个 XA EM Hr DER TG 
wW, 5 Xx (0) R Xx(1) ERAZ {EG Y =w. x {0} Z= 
w(x x11)). 

6.2 证 明 关 于 Wi REITERAR CE TNR, JA 2.6), #A 
它 也 是 在 证 明 fs 在 有 理 等 价 下 有 明确 定义 《43)》 时 所 需要 的 结果 . 设 
fiX REMENE A at TTE St, D D, 为 世上 的 线性 
等 价 Weil o WW fan, 与 faD, 为 线性 等 价 的 X 上 Weil RP. 
HER: 从 X' 中 移 去 一 个 余 维 之 1 的 子 集 ， 使 了 成 为 一 个 有 限 平坦 态 
射 , 然 后 扒 坟 < 第 四 章 , 习 由 2.6).】 

$3 ”利用 类 似 于 (第 三 章 ，9 .3.3) 的 论证 、 育 化 证 明 P* cp FERE à K TIK 
理 等 价 于 一 个 呆 维 歼 线性 子 空间 的 4 倍 。 

6.4 设 s:X—C ABÓEECRRE,12,C 为 们 及 曲线 。 让 明 零 一 环 元 的 
B (X) 的 有 HT Pic, 

6.5 iE X Xh, P ex XA. z: XX RÜ. P Zh t TR SEE CR RE, 
$3). WEE. ACEEA, Kb Z didi Ee AX) 生成 ， 
相交 这 由 E = A) dog. 

8.6 XOU METH 
在 AX) 中 成 并 ,这 

8.1 iX XE RELIER 
AIEBAT D, 


XD) 一 5 D.(D — K).(1D — K) 


: xx HAMÉ. 证 明 7r) m a 
max FA fT a, 
区 为 cu eo TES Tdpee 


ETT 


6.3 


1 
+È Du +1- Pm 
uet P. 


ËB 2 Jë P' .上传 2 的 局 部 自由 层 ,其 陈 类 为 <.1c.。 由 于 CU) - ZIAT/ 

jt, TUR e, BEEN, 证 朋 umo (modi) (ER: 在 4 

的 Riemann-Roch Eh, JeME ELE RESERG, fa HUE LUDERE 

8.1 

P heg. 

G) 对 于 P' 中 有 理 三 次 油 形 面 (第 五 章 ，?.19.1)， 验 证 ,4.1.3) 的 公 

式 。 

(0 E x X P 中 的 K3 d, WEB e CECIDIT RE 

P 中 的 四 次 曲面 ,及 ?中 二 次 与 三 次 曲面 的 完全 交 .) 

Ce) HEX X Peng Abel 曲面 证 其 次 数 必 为 10。 (Horrockt 下 

Mumtordt 已 证 此 Abel 曲面 存在 .) 

*(a) 确定 那 一 个 有 理 直 纹 耐 Xic>0 (第 五 章 ，$2) 有 到 P' KRA. 
à 利用 Abel 答 上 急 导 为 自由 层 这 个 MRTE 3 维 Abel 入 

RA P h, 
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附录 B 超越 方法 


in X C 上 的 非 异 簇 , 则 可 将 其 看 作 复 流 形 ， 所 有 复 分 析 
与 籁 分 几何 的 方法 都 可 用 来 研究 这 个 复 流 形 。 如 果 在 抽象 代数 几 
何 与 复 流 形 的 用 语 之 则 给 出 了 一 本 台 适 的 字典 ， 这 些 结果 就 可 以 
翻译 回来 ,作为 原来 沪 秃 的 结果 . 

这 是 个 极其 有 力 的 方 靶 ， 它 产生 过 也 仍 在 产生 着 许多 重要 的 
结果 ,它们 是 由 这 些 所 谓 * 址 越 方法 "证 明 的 :而且 还 不 知道 它们 的 
纯 代 数 的 证 法 , 

另 一 方面 的 问题 是 ， 代 数 签 在 复 流 形 一 般 还 论 中 应 占 的 位 置 
在 哪里 ,哪些 特殊 性 质 能 把 它们 的 特征 从 所 有 复 流 形 中 找 述 出 来 ? 

在 这 个 附录 中 ， 我 们 要 对 这 个 广泛 而 重要 的 研究 领域 给 出 一 
个 极 短 的 报告 。 


t. 相伴 的 复 解析 空间 


一 个 复 解 析 空 间 (在 Grauer 的 意义 下 ) 是 一 个 拓扑 空间 绝 ” 
及 其 上 的 一 个 环 层 @:， 它 可 被 开 集 疆 落 , 每 个 开 集 ,作为 局 部 环 
层 空间 同 构 于 下 述 一 类 Y: 设 UCC xs8ü (|z | < 上 一 
1,5, 2], 为 了 上 的 全 纯 函 数 ， 了 YE 局 是 由 天， 
fi 的 公共 零点 组 成 的 闭 子 集 ( 在 其 “通常 "拓扑 下 )， 并 取 OV 为 层 
Dullar F0. XI e 是 已 上 的 全 纯 函 数 芽 层 ， 注意 这 个 结 
构 层 可 以 有 里 零 元 ， 复 解析 空间 ， 凝 聚 解析 层 以 及 上 同调 一 般 理 
论 的 深 人 阐述 可 见 Gunning 及 Rossi, ZE Binici 及 Suršçsilya 
中 也 可 看 到 关于 复 解析 空间 的 上 同调 中 现代 技巧 的 综述 ， 它 平行 
于 第 三 章 中 的 代数 技巧 . 


CB. 4 XIBJF(5 If E Y, 一 Spec; Wu, 84 4 E C 上 有 限 
型 代数 ,可 与 为 A8C[x xiu rs f). 这 里 的 六 
ff 是 ax 的 多 项 式 。 我 们 可 将 它们 看 作 C. 上 的 全 纯 函 数 ， 
故 它们 的 公共 零点 集 昆 一 个 复 解析 子 空间 (Y),c Cr, EXER 
由 相合 这 些 开 子 集 Y; 得 玛 的 , 改 我 们 可 以 用 相间 的 相合 条 件 来 由 
合 解析 空间 CY. 成 为 一 个 解析 空 la X, 这 就 是 X 的 相伴 复 解 
Br Z= ul, 

KR a E TRA, FEL SEE C E FB ROEE (88 
到 | 复 恕 析 空 间 范 畴 的 -- 个 函 子 A. BME, wE 多 EXER 
E T PEHA LKE RERE Z, B 局 部 地 
《对 于 Zariski 拓扑 ) 是 自 出 层 间 态 射 的 余 起 

OO F — 0. 
因为 通常 拓扑 比 Zariski 拓扑 更 细 , 于 是 U, IF X,. 535b, ERG 
P E €, 的 局 部 珍 影 的 矩阵 定义 ， 而 这 些 也 是 Oo, 的 局 部 截 影 ， 
所 以 我 们 可 以 定义 F a 29 REE E h S RC E CUR RAE). 的 
映射 qs 的 余 核 。 

可 以 容 荔 他 证 明 关 于 概 型 多 与 其 相伴 解析 空间 X, Z a] X: Z 
的 某 些 基本 事实 ( 见 Serre D, 例如， 多 在 CC 9 BEDA RELOUÀ X, 
为 Hausdorff， XZE Zariski 拓扑 下 连 道 , 当 且 仅 当 X, 在 通常 拓 
HETER, X 在 C 上 光滑 ， 当 且 仅 当 X OO SIRE, GEH FX — 
YA AGE, BL OLS F,: X, Y, 2038836 ELIGE, BUE 
TERES. TEL XEUET C, 4 B DUS X, ARZE 

也 可 以 比较 对 与 X 上 凝聚 层 的 上 同调 。 在 它们 的 承载 拓扑 
空 司 上 有 一 个 连续 映射 p: X, >X, CH X, ——Hbk3I| X BER. 
点 集 ， 当 然 其 拓扑 是 不 同 的 。 也 有 一 个 结构 层 之 间 的 自然 映射 
poOx 一 Gu， 使 得 9? 成 为 局 部 环 层 空间 之 问 的 态 射 。 由 我 们 的 
定义 推出 ,对 任意 Ox RERE, S = p. hE EU. 
对 每 个 1 有 上 问 亩 群 间 的 白 然 映 对 

aiHQX, S7) HHO, F 9. 
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这 所 我 人 总 是 采用 导出 铺子 意义 下 的 同调 (第 三 章 ,$2), 但 可 以 
证 明 , 在 解析 空间 XX 上, 它 同 干 文献 中 使 用 的 其 他 上 同调 。 见 (第 
三 章 ,$2) 未 尾 的 历史 注 记 。 


2. 代数 范畴 与 解析 范畴 的 比较 


为 了 促进 我 们 关于 C 上 有 限 型 概 型 与 它们 的 相伴 复 解 析 空 
人 之 间 进 行 比 较 , 我 们 来 郑 虑 五 个 问题 ,它们 都 是 当 仔 组 芳 谓 函 子 
二 时 自 妆 产生 的 . 

Qi. 给 出 一 个 复 解析 空间 n, EERE TEES XH 
X, = R? 

Q2. du. x 55 X' 蚌 两 个 概 型 使 X, = Xi, EE X = X? 

Q3. £uE RUE XR X, 上 一 个 凝聚 解析 层 S, Ras # f X F 
HERE F E 5, = S? 

Q4. IEE XE X ENW TS R E £ 及 多 ， 使 在 Ks 上 
#, = F ,, RS dde: 

Qs. H REM X REIS 多 ， 是 否 上 同调 群 的 映射 4 为 同 
f? 

正如 预料 的 那样 , 当 表达 为 这 种 概括 性 的 语句 时 ,所 有 这 五 个 
问题 的 答案 为 否 , 十 分 容易 给 出 QL QS 及 Q5 的 反例 。 见 (习题 
6.1), C1 6.3), CIE 6.4). Q2, Q+ 要 困难 得 多 ， 所 以 我 们 提出 
TARAF. 

A 2.0.1 (Serre) i$ CARER, Xx cC 上 唯一 的 不 变量 
e 一 0 的 韭 平凡 直 纹 面 【 第 五 章 3.15》，C。 为 满足 Ci 一 0 的 那个 
截 影 (第 五 章 281), #U 一 美 一 Ci。 男 一 方面 , 令 U —(A'— 
(0 x CA' 一 {0})。 则 可 以 证 明 U, 兰 U,, (BEEUSEU, KS 
因为 U 不 是 仿 射 的 ， 特 别 地 ,虽然 不 为 仿 射 ，U 却 是 Stein Zt 
间 ， 男 外 可 以 证 明 PicU = PicC T PicU, = Z. 特别 在 U 上 存 
TER B angulis e L’ ERL, 兰 Ser, WB P| UL Hartsho- 
rne [5,232 页 ]。 
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相反 地 ， 如 果 只 考虑 射影 概 型 ， 则 对 所 有 五 个 问题 的 答案 为 
是 ， 这 些 结果 是 由 Serre 在 他 的 漂亮 的 论文 GAGACSerre) 中 
证 明 的 .其 中 的 主要 定理 是 : 

定理 2.1 (Serre) ITERS. Wo f aX 
Io 
x sta 


a; mos 3) ^ HU, En 


对 所 有 i RAU. 

这 个 定 班 回答 了 问题 03, Q4, 及 Q5。 其 证 明 需 要 知道 对 所 
# i, n, g 的 解析 上 同调 群 HCP; ,Clg))， 它 们 可 用 Cartan 的 
定理 4 与 8 计算 ,其 答案 同 于 代数 的 情形 (第 三 章 , 5.1)。 于 是 结 
果 可 由 标准 技巧 推出 ,即将 XX 媒人 Pr, HAE DOU) 的 层 来 
分 解 多 ， 这 像 ( 第 三 章 , 第 5 节 ) 中 所 做 的 一 样 ， 这 个 定理 也 由 
Grothendieck[SGA1,X11] 推广 到 多 本 征 于 人 的 情形 中 

RR, Serre 得 到 车 炜 良 定理 后 的 一 个 新 证 明 。 

X222 04) 设 A X ue Pe 的 一 个 紧 的 解析 空间 , 则 

存在 子 概 型 XcP' # X, = 3. 


它 回答 了 射影 情形 证 的 Q1 ,Q2 留 作 习题 (习题 6.6)， 


3. 何 时 紧 复 流 形 为 代数 的 ? 


WRK 是 个 紫 复 流 形 , 则 可 以 证 明 , 和 如 果 存 在 一 个 概 型 多 使 
X,2 好 ， 则 其 必 唯 一 。 当 这 种 六 存在 时 ， 我 们 简单 地 说 为 ar 
是 代数 的 。 考 虑 问题 1 的 修改 形式 : 

QL 能 否 对 一 个 紧 复 流 形 为 代数 的 给 出 适当 的 充 要 条 件 ? 

这 方 否 的 第 一 个 结果 万 

定理 31 (Riemann) “每 个 一 维 紧 复 流 形 ( 刚 紫 Rieman (D) 
prg TAE 

这 基 个 深刻 的 结果 。 要 了 解 其 道理 ,可 回想 一 下 , 复 流 形 的 概 
念 是 非常 局 部 的 。 它 是 由 小 圆 盘 用 全 纯 转移 函数 粘 合 起 来 的 ， 我 
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们 作 了 一 个 整体 的 假说 ， 即 它 是 紧 的 。 而 我 们 的 结论 却 是 它 能 整 
BHL XC REESE, IER, 通过 考虑 到 Pt 的 投身 ， 可 以 看 
出 它 有 非常 值 半 纯 函 数 , 这 决 非 事先 就 能 清楚 的 显然 结果 ,可 分 两 
步 证 明定 理 。 

G) 证 明 旨 "具有 一 个 整体 的 非常 值 半 纯 滞 数 ， 这 需要 一 些 
很 强 的 分 析 ， 由 Weyl 按照 Hilbert 的 方法 给 出 了 一 个 证 明 ， 
它 利 用 Dirichlet 的 极 小 原理 ,证 明了 调和 函数 的 存在 性 ,因而 证 
明了 半 纯 函数 的 存在 性 。 另 一 个 由 Gunning 给 出 的 证 明 , 利用 
分 布 首先 证 明 旗 聚 解析 层 的 上 同调 群 的 维 数 有 限 性 ， 然 后 推出 半 
纯 函 数 的 存在 性 。 

O) 第 二 步 是 在 乳 ” 上 取 一 个 非常 值 半 纯 函数 f， 并 将 其 看 
作 给 出 的 ce7 到 P' 的 有 限 态 射 。 然 后 证 明 «n 为 非 异 代数 曲线 ， 
从 而 为 射影 的 。 

(b) 部 分 常常 称 为 “Riemann FEER”, 它 较 之 (a) 部 分 是 
初等 的 。 它 已 由 Grauert 及 Remmert 推广 到 高 维 情形 。 近 来 
Grothendieck [SGAL, X0] 利 及 Hironaka 的 奇 点 分 解 ,给 出 他 
们 推广 的 一 个 精巧 的 证 明 ， 这 个 结果 是 : 

定理 3.2( 广 义 Riemann 存在 定理 ) I XET C 上 有 有 限 型 
ERREK, OROBIEREN IER 同时 有 一 Tanais 2 


这 个 定理 的 一 个 系 理 是 , X 的 代数 基本 群 TOO, EXA 
XU HROERE ES Galois 群 的 反 向 航 限 ( 第 四 章 , 习 是 4.87) 同 
构 于 XX, 的 通常 基本 群 对 于 有 限 指数 千 群 约 完备 化 eit OX, 
ELE MR DEX 的 任 一 有 限 非 岐 拓扑 复 登 空 间 , 则 惫 具有 正 
规 解析 空间 的 自然 结构 , 故 由 定理 , 它 是 X* 上 代数 的 ( 且 平 展 的 ) 复 
空间 . 

当 维 数 大 于 ! 了 时， 每 个 复 流 形 为 代数 的 这 一 论断 不 再 成 立 。 
但 是 我 们 有 下 述 结果 , 它 是 个 必要 条 件 。 


DEED 


命题 3.3 (Siegel) ig P n RE, Wn hg 
BERKA Y CIA za 《至 少 在 ted. E CAD) TR 

IEPER CARRERI KH. 

如 果 An oO Bos an = X, MTER KE )= 
KOD,BILX VE PRESE, 故此 时 必 有 (c. d. KC) n, ME 
td. KCA) 一 dimX MRAR 38 Moishezon?! 研究 过 ,所 以 
称 它们 为 Moishezon 流 形 . 

在 维 数 之 2 时, AREARE RARA IER H SAR, MA 
而 它们 不 可 能 是 代数 的 ， 例 如 一 个 复 环 CA, Hh A = Z= 是 
个 充分 一 般 的 格 , 之 2?， 就 具有 这 种 狂 质 。 警 如 可 见于 Morrow 
及 Kodaira!, 

仅 考虑 Moishezan 流 形 时 ,我 们 有 下 述 对 二 维 情形 的 定理 。 

定理 3.4C 启 及 Kodaira") 如 果 一 个 二 维 紧 复 流 形 上 有 两 


qüychpppegat WEPgERASS. — 

EEM Mi, Hironakat! 与 Moishezonm 都 给 出 Moishe- 
zon 流 形 不 是 代数 的 例子 。 这 些 例 干 存 甘于 C 上 维 数 之 3 的 代数 
鱼 的 每 一 个 双 有 理 等 旬 类 中 。 但 是 ，Moishezon 证 明 : 任意 Moi- 
shezon 访 形 在 经 过 有 限 个 有 非 界 中 心 点 的 独 异 变换 后 , 可 成 为 射 
影 代数 的 ， 所 以 它们 距离 成 为 代数 的 不 太 远 . 

$3.41 (Hironaka4》 我 们 描述 具有 和 相似 结构 的 两 个 便于 
第 一 个 是 个 C 上 非 异 完全 的 代数 三 维 伍 但 不 是 射影 的 。 第 二 个 
是 三 维 Moihezon MER E RB. 

对 第 一 个 例子 ， 今 尤为 任意 非 异 射影 代数 三 维 灸 。 友 两 条 非 
RR <, dC X, EHCHBERABZET PR P, 各， 而 无 其 他 交点 【图 
24 EX —O LE, HIE TERR c, TRECE Bh d 的 严格 变 
J. tEX — P E, B KOT di a, REKA E e 的 严格 变形 .。 
在 外 一 了 一 8 上 ,《 技 什么 次 序 都 没关系 ) 胀 开 曲 线 c 55 d, 故 可 
FOBUADBSICTIEIB S X — P 一 8 的 逆 像 粘 合 起 来 。 结果 得 到 一 
个 非 悼 完全 代数 位 区. 我 们 要 证 明 况 不 是 对 影 的 . 磺 使 地 , 它 推出 
双 有 理 态 射 EX — X 不 能 分 解 为 独 蛋 变 黎 的 EERI, 这 是 因 


EE 


rm) 


(m 


图 24 完全 非 射影 息 


为 此 ,我 们 必须 检验 在 P 点 邻 域 中 发 生 的 情况 (图 24)。 设 1 
是 的 一 般 点 在 先 中 的 逆 像 ，m 是 4 的 一 般 点 的 逆 像 ， 注 意 ! 与 
m eh EUR, Tit, 了 的 逆 像 由 两 条 直线 m, 组 成 , 并 且 有 环 
元 间 代 数 等 价 PM h F mo m ~ m. 注意 其 非 对 称 性 来 源 于 联 
开 这 了 两 条 曲线 的 次 序 ， 现 在 ,在 的 邻 域 中 发 生 相反 的 情况 ,于 是 
f (Q) 是 两 条 直线 lo m KIH, HARKE I~ K, m — f + 
mt。 这 些 等 价 关 系 合 起 来 ,得 到 l, + ms ~ 4. 因为 曲线 有 次 数 , 它 
是 正 整 数 ， 而 次 数 是 可 加 的 ， 又 在 代数 等 价 下 保持 不 变 ， 所 以 况 
不 是 射影 的 。 

例 3.4.2 对 于 第 二 个 例子 , 我 们 仍 像 前 面 一 样 ， 从 任 一 非 异 
代数 三 维族 开始 . 设 “ 为 X 工 曲线 ， 队 了 一 个 二 重点 外 处 处 非 
异 , 且 这 个 两 重 点 具 不 同 的 转 方 向 ， 在 P 点 的 一 个 小 解析 邻 域内 ， 
先 胀 开 一 个 分 支 , 然后 再 胀 开 另 一 分 支 . 在 领域 之 外 , WI e. 把 
它们 丫 合 起 来 得 到 紧 复 流 形 关 ,因为 上 的 半 纯 洒 数 与 X 的 相同 。 
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Wig X E Moishezoo WE, RITZEN x eire OR. 

使 用 前 面相 同 的 记号 (图 23)， 我 们 有 间 调 等 价 关系 ! — 4 十 
ma mom 及 上 一 二 因为 这 两 个 分 支 在 己 之 外 桐 会 合 ， 故 育 
六 一 0， 如 果 坊 为 代数 的 , 则 其 不 可 能 如 此 。 事实 上 ,如 其 为 代数 
的 ， 设 了 是 点 上 一 点 ， 于 是 了 在 头 中 有 一 个 仿 射 邻 域 ， 设 Y EU 
中 一 个 经 过 了 EUR & LED pA duds, Env 的 闭 包 扩张 为 关中 曲 
HY. REY 5 LIBXUCPAEE T RC), 政 Y 与 1, 0035 r 
定义 且 关 0。 但 是 这 个 相交 数 是 在 同调 类 上 定义 的 ， 从 而 不 能 有 
hom 6， 于 是 半 不 是 代数 的 ， 


825 非 代数 Moisheson WE 


注 343 此 时 我 们 应 该 也 提 到 Artin 与 Knutson“! 的 代 
数 空间 。 在 任意 域 4 上 ， 他 们 定义 一 个 代数 空间 为 其 种 局 部 是 慨 
型 对 一 个 平展 等 价 关 系 的 商 的 空间 。 代 数 空间 范畴 包含 了 慨 型 范 
畴 ， 如 果 XE C 上 有 限 型 代数 空间 , 下 以 定义 其 相伴 的 复 解 析 空 
Ü Xa, Artin 证 明 C 上 的 光滑 本 征 代数 空间 范畴 ， 通过 等 价 
于 Moishezon 流 形 范畴 。 因 此 每 个 Moishezon 波形 在 代数 空间 
的 意义 下 是 “代数 的 "。 特别 地 ，Hiranaka 的 例子 (3.4.2) 给 出 了 
C 上 代数 空间 不 是 概 型 的 例子 。 


4. Kahler H € 


By UPL E WU E hibe E 8 E PO PCBURE 8 UE, 


56. 


fet ram WT R. wf MAREM 
Hodge! HARMED RECS FU St, CHE Fr SPE tt 
为 它 的 (p.24) 成 分 《也 可 见 Weill); Me 及 Nakauot 的 
消灭 定理 , 它 最 近 已 由 Grauert 与 Riemenschueider 推广 ; Grif- 
fith3 APAN] Iacobi 能 与 周期 映射 的 工 竺 。 这 里 我 们 只 促 一 
提 Kibler 准 形 的 定义 以 及 这 个 概念 是 如 何 帮 助 刻 划 出 代数 复 流 

任 一 复 流 形 具有 一 个 Hermie 度量 (有 多 种 方式 ) .一 个 He- 
rmite 度 坛 的 相伴 微分 2 ERRO, DŽI, WEEER, ME 
这 个 度量 是 Kühler 的 。 具 有 Kühler MERAY EMER KRIE Kühler 
波形 。 可 以 容易 地 证 明 , R HESSE 8 Kahler 1# fit, 
Uit T IHRE 1 Ek JE TEE VE TA E KE Kahler tA. mA 
一 个 Kihler 洲 形 关 的 许 量 的 相伴 微分 邮 式 在 HCX, C) 中 的 上 
HAR, AEREE H(X, Z) 的 像 中 ,就 称 关 是 个 Ho- 
dge HY, HAERE 

定理 4.1 (Kodaira) & Hodge 流 形 是 射影 代数 的 。 

它 可 以 署 为 上 面 引 述 的 Rieman 的 定理 (3.1) 的 推广 ， 这 是 
因为 每 个 一 维 的 紧 复 流 形 显然 是 个 Hodge 诉 形 。 我 们 还 有 

定理 42 (Moishezont1) 每 个 Kühler 的 Moishezoo 流 形 是 
sias. 

总 结 起 来 ,我 们 有 和 揽 流 形 的 性 质 闻 的 下 述 芍 备 关系 ,并 有 例子 
证 朋 不 可 能 有 更 多 的 强 台 关系 了 


Hodge eh KERN | => Ku 
= A. Moishezon 


sse 


5. 指数 序列 


通过 著 虑 指数 郭 询 , 我 们 给 出 使 用 超越 方法 的 一 个 简单 例子 . 
指数 函数 f(x) — e 给 出 Abe! 群 的 一 个 正 台 序列 
12> o, 
其 中 对 C hpm, mt C = C 一 {0} 给予 乘 社 结构 ， 如 
有 果 半 是 任 意 既 约 复 解析 空 涪 ， 孝 虑 其 凤 值 于 上 面 序列 的 全 纯 泡 
数 , 则 入 到 层 的 正 台 序列 
(>Z e eL 0, 
其 中 2 为 常 值 层 ，O, AAt, Or 是 @, 中 乘法 可 逆 元 的 层 ， 
这 个 短 正 合 序列 的 上 四 调 序列 非常 有 意思 。 设 X 是 C 上 的 
射影 竹 , 将 此 序列 运用 于 Xu， 在 好 这 一 段 , 由 于 整体 全 纯 函 数 是 
常数 , 故 恢复 到 原来 的 群 正 合 序列 0 — Z — C Ct 一 0。 那么 
从 H! 开 始 ,有 一 个 正名 序列 
0 > H'(X,, Z) — H'(X,,@x,) > H'(X,, e$) 
H(X,,2) 一 H(X is O) — 
由 Serre PIECI, H'OG, Cx) S H(X, 0r) 另 一 方 
iB, dU TCR E E,SI SRL 458 EBE H.E SIRO RI YI A 
H(X, O) = PicX , 
但 是 Serre 的 定理 (2.1) 也 给 出 了 它们 凝聚 层 范畴 的 等 价 性 , 故 有 
PicX, = PicX， 所 以 可 将 此 序列 重新 写成 
0— H'(X,, Z) -> H(X, Ox) 一 PicX  H(G,2) > 
H(X,6,)— --- 
WERA E X, ERA EARR DOG EREMO. 
Rapt ez CPU, Hironaka), HENARE H(X, Z) 则 
是 有 限 生 成 Abel 群 。 由 此 序列 可 以 推导 出 有 关 X 的 Picard Bf 
的 某 些 知识 。 
首先 ,容易 看 出 ,代数 等 价 的 Cartier 除 子 给 出 了 IP(X,, D 


sa- 


中 相同 的 元 ， 因 此 X 的 Néron-Severi 群 是 H(X, Z) 的 了 群 ， 
从 而 是 有 限 生成 的 \ 郭 五 系 , 习 是 1.7)。 另 一 方面 ， 代 炒 等 价 于 零 
的 浆 子 的 线性 等 价 类 群 PicsX AAF HX, 0:)/B(X,, Z). 
可 以 证 明 这 是 个 复 环 体 ， 实则 是 个 Abel SERÜ XJ Picard ia 
如 果 交 是 亏 格 & 的 非 性 曲线， 我 们 可 以 更 清楚 看 出 拟 发 生 的 
情况 。 这 时 X, 是 亏 格 8 的 紧 Riemana 而 。 作 为 拓扑 空间 , 它 是 
个 紧 的 定向 实 二 维 流 形 , 同 狂 于 装 有 4? Vo a pz 
H(G,2) = EX., Z) — 
及 H'(X,, Z) = Zi, 
Bh, HX, Ox) «Ct, i 
Pic?X e C/Z, 
是 X 的 Jacobi RCRA, $4), 它 基 8 维 Abel $E, B 
此 时 N: (X) e Z, T ib esi Sieb. 
3 B 

6.1 UEDI C rh 8 ERU IRAE Xs. rh x HERRER 

$.2 设 >，… 是 复数 的 无 隐 序 列 ,满足 "一 co tilo, ig qo, 是 
在 所 有 为 零 的 全 纯 函 数 构成 的 型 想 层 。 证明, 当 X — Ak 时 ,不 存 
ERRRREBE Cox 使 得 在 Q. tP ESE RE T = Fs。 另 一 
AEA EA LARI 9 使 S =, EXER FR 

€.3 (Serre) 在 C'— (50) Eg X DÉMETS C ga F: ruo €= 
9; 3 z 一 0 Š=; 当 r, 20 ki, KAK I, 在 《esw) 点 的 局 
部 环 中 以 eU RAKSA E. 证 明 不 存在 A 一 {0,0} 上 的 可 地 
RIS ve. 

45 直 按 还 及， 加 果 X 为 C 上 的 既 药 本 征 概 型 ， 则 HOC, Or) e H’ OG. 
9x) 反之 ， 证 明 当 X 在 C 二 不 为 本 定时 ， 则 存在 X 上 凝 来 层 多 使 
HG S) HG, Z), 

45 ËX X RRE XX, 的 非 异 仿 射 代数 曲线 ,证 明 ASA, 

5.6 THWR X, Y D CI MEE, SY, 为 解析 空间 的 态 射 ， 刚 
存在 (唯一 的 ) 态 射 三 xy ES =i. 【提示 : 首先 化 为 X 呈 P* 的 
HE ARSE LATERNA = F00) HEODEZ 
章 ;$?? 中 的 技巧 .】 
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MRC Wei 猜 想 


1949 ££, André Weil 叙述 了 关于 有 限 域 上 代数 方程 组 解 
数 的 著名 猪 想 ， 这 些 铺 想 提示 了 有 限 域 上 定义 的 代数 繁 的 算术 和 
f ROB HER ZA RUIT m ARAKA, Weil 还 指出 ,类 似 于 复 代 
效 敌 的 通常 上 同调 理论 ， 如 果 能 够 对 抽象 代数 和 给 出 适当 的 上 同 
请 岂 论 ， 那 么 从 上 同 机 理论 各 种 标准 的 性 质 就 会 得 到 他 的 猜想 。 
这 种 观察 是 将 各 种 上 间 调 理 沦 引 进 抽象 代数 几何 的 一 个 主要 原 
Vl, 1963 年 ，Grothendieck 终于 能 够 证 明 , 他 的 上 进 上 同调 具有 
足够 多 的 性 质 来 手 导 出 Weil 猜想 的 一 部 分 《zeta 函数 的 有 理 
4). Deligne?! 于 1973 年 证 明了 Weil 猜想 的 其 余部 分 《 即 
“Riemann 和 铺 想 "的 类 比 )， 这 局 看 成 是 从 Grothendieck, M. Artin 
和 法 国学 派 共 他 人 [SGA41,[SGA5],fSGA,7] FATI EL 
同调 研究 工作 的 积 黑 ， 


l Zeta 函数 和 Weil 猜想 


设 k— F, 为 9 TARR, XJÉR ETIIREURIBUM,. Dlinx 
"TELE 8389 ST k BU RAP Khi Lye k F OH t as 
间 中 的 解 集合 ， Q AERE, X — X x oo k Eshu: 
的 概 型 ， 对 于 每 个 整数 r > 1, 以 N, Son X IS k, 有 理 点 数 , 共 中 
各 一 sr 为 49' 元 域 , 换 名 话说 ，N, E. X L ba R k, 的 点 数 . 数 
N. Na Noc 在 研究 概 型 的 算术 性 质 时 显然 是 极其 重要 的 ， 
为 了 研究 这 些 数 , 我 们 (按照 Weil) 作成 X 的 Zea 函数 , 它 定 义 
为 


z() — Z(X; 0 = eef $1 N, £). 


` r 


agita 


HEAR FUE HEURE RUR S ZG) € QUUM. 
PIMAT X = PU HARR, Pi 中 心 数 比 该 域 中 元 素 个 数 
$1, 从 而 ,一 4 十 1。 因 此 
zPso- ee Dt 
TTE Ee 386 Aia h 
IM — MEE —- 
APT q— QT 
Nb CE WALER. 
RERET Weil HB. k XE k= F, bsutR 
HEE, ZO 是 X 的 zeta TAM BM 
11 qr. ZG) 是 DAREK MAARRE ERZ 
fü. 
12 RHE. WE X x 天 中 对 角 线 A 的 自 相交 数 《 它 
也 等 于 X 的 切 共 的 最 高 次 陈 关 见 附录 A, HE 5.6), RU ZG) W 
Ji FARDE 


1 aen 
z (22 一 rU). 
13 Riemann 铺 想 的 类 比 。 可 以 将 ZCO 写成 
PDPI PRG 

BE oT YO Ea 
其 中 P4 = 1— r, PL = (0 — 4*0, MRF (< i < 2n— 
1, PG) 是 整 系数 多 项 式 ,并 且 可 写成 

PO = TO — aD, 

Hd EREKE losl 一 9、《 注 意 这 毕 条 件 个 一 决定 
TEIR PO.) 

L4 Bed 数 .假设 (1.37 威 立 ,可 以 将 多 项 式 PO) 的 次 数 
定义 为 第 个 Bend 数 B, — BO, MIRIA E= EYB, 
进而 ， 爸 苦头 是 从 定义 于 某 代 数 整 数 环 R 上 的 代数 全 Y BIAR 
BAA e ARERI, Wi BOO 等 于 拓扑 空间 Y, — QY x aC) 


|! 


(附录 B) 的 第 i 个 Beri 数 , 即 BCX) 是 通常 上 同调 群 HO, 
Z) 的 秩 . 

让 我 们 对 于 X = P 验证 这 些 猜想 成 立 。 我 们 已 经 看 到 Z) 
为 有 理 函 数 。 卫 ' 的 不 变量 召 是 2， 可 以 直接 验证 对 这 一 情形 的 孙 
数 方程 


z G) ~ qez(0. 


Riemann 和 销 想 的 类 比 很 容 县 得 到 ， 其 中 kg) 1. FE Bo 一 
=l, B, — 0. 它们 恰好 是 球 Pe 的 通常 Betti 数 。 最 后 ,三 一 
XC-1YB.. 


2 XT Weil 猜想 方面 工作 的 历史 


Weil 通过 考查 一 些 特殊 代数 簧 的 zeta 函数 得 出 他 的 猜想 . 
关于 数论 背景 和 对 于 “Fermat MAn Dar 一 0 所 作 的 计算 可 
Jh Weil, Weil 诸多 重要 工作 之 一 是 对 于 曲线 证 明了 他 的 猜 
想 , 这 在 他 的 节 中 给 出 (Weil2). 从 曲线 的 Riemann-Roch 定理 得 
到 有 理性 及 函数 方程 ， 而 Rieman 狂想 类 比 则 更 为 深 克 【第 五 
章 , 习 题 1.10)， 他 是 从 关于 曲线 上 对 应 的 Castelnuovo 和 Severi 
不 等 式 (第 五 章 ， 习 题 1.9) 得 到 了 Riemann 猜想 的 类 比 。 这 个 证 
明 后 来 由 Matek, Tate"! 和 Grothendieck! (fife, Weil?! F) 
用 Abel # E Frobenius 的 ! 进 表 示 又 给 出 另 一 证 明 ， 这 个 证 明 
促使 建立 了 后 来 的 上 同调 方法 。 EX, Stepanov, Schmidt 和 
Bombieri (li, BombieritT) 发 现 了 关于 曲线 上 Riemann 猜想 的 
完全 独立 的 初等 证 明 。 

对 于 高 维 代数 位 ，Dworkm 采用 进 分 析 的 方法 首先 证 明了 
zeta 函数 的 有 理性 及 函数 方程 。 关 于 这 个 证 明 还 可 参见 Ser reta, 

关于 Weil 猜想 的 大 多 数 其 他 工作 是 集中 于 对 于 特征 域 上 
代数 做 寻找 好 的 上 同调 理论 , 这 种 理论 会 给 出 如 上 面 (1.4) 中 所 定 
义 的 “正确 "的 Bei 数 。 此 外 ， 这 个 上 同调 理论 的 系数 还 应 当 属 
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THESE, M BB Lefschetz gU, — us tipo sacan 
Dit 8k tE EEA CT a, 

Serce? WARRE (第 三 章 ) 第 一 个 将 同调 引入 护 象 代数 
几何 中 ， 由 于 系数 属于 代数 稍 的 定义 域 从 而 不 满足 上 述 受 求 ， 但 
是 它 为 发 展 后 来 的 上 同调 理论 莫 定 基础 。 Serre% 又 建议 系数 是 
Wi 向 量 的 一 个 上 同调 ， 但 也 不 能 用 来 证 明 很 多 东西 ， 由 Serre 
— E EMBSTEUR, Grothendieck 看 出 , Zire FREIHEIT dE 
分 岐 发 登 放 在 一 起 芳 履 ， 便 豆 得 到 好 的 理论 。 这 就 是 他 的 平展 拓 
扑 理 论 的 开端 ,后 来 与 M，Artin 一 起 对 此 作 了 发 展 , 而 化 又 月 此 
定义 了 4 进 上 同调 ， 从 而 给 出 zea 函数 有 理性 及 函数 方程 的 又 
一 个 证 明 ， 关 于 这 些 盏 论 的 摘要 见 GrothendieckW， 关 于 平展 上 
同调 基础 见 Aria 和 [SGA4]; 关于 zeta 函数 有 理性 的 证 明 
Ji, Grorhendieckm, 其 中 所 用 的 关于 上 进 上 同调 一 般 性 质 将 出 现 于 
[SGA5] GERE) Lubkinm 在 某 种 程度 土 独立 地 发 展 了 一 
种 上 进 上 同调 理论 ， 对 于 那些 能 提升 到 特征 零 域 上 的 代数 往 也 可 
用 它 来 证 明 有 理性 及 函数 方程 。Grorhendiecktg 及 Berthelot 
晶体 土 同 调 给 出 Weil 狂想 另 一 个 类 似 的 上 同调 解释 。 

关于 Riemann 猜想 的 类 比 则 更 难处 理 。 Lang 和 Weil 对 
于 维 代数 签 建立 了 一 个 不 等 式 ， 对 于 ”一 1 的 情形 它 等 价 于 
Riemann 猜想 的 类 比 ， 但 是 对 于 a 02 的 情形 这 个 不 等 式 运 远 
远 不 够 用 ， 利 用 Hodge AWRA HAR, Serre! 对 于 Kaihier 
注 形 上 同调 上 某 些 算 子 的 特征 值 建立 了 Riemann 狂想 的 另 一 个 类 
比 。 这 建议 人 们 利用 Hodge 理论 ,特别 是 " 强 Lefschetz 定理 "和 
“广义 Hodge 指数 定理 "， 在 抽象 代数 几何 中 可 以 建立 复 流 形 的 
其 些 已 知 结果 。 Geolhendieck 乐观 地 把 这 些 叫 做 “标准 秒 想 ”， 
并 且 措 出 出 此 可 直接 但 出 Riemann 猜想 的 类 比 ， 更 详细 的 讨论 
这 些 铺 想 及 它们 之 间 的 联系 还 可 见 Kleiman?!, 

在 Deligne? VEBH Riemann 猪 想 的 一 般 类 比 之 前 ， 只 知道 
下 面 很 少 的 特殊 情形 :曲线 (如 上 所 述 ), 有 理 三 维 流 形 ( 由 Manin 外 
证 明 ,还 见 Demazure?!); K3 曲面 (由 Delignet? A) ARAE 
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ZEH (Delignetn). 

除了 上 面 给 出 的 文献 之 外 ， 我 还 贸 提 一 下 Serre 的 综述 文 
En Tate 的 伴随 文章 由 ,它们 进一步 建议 (虽然 没有 深 人 释 硕 ) 
关于 特征 缚 域 上 代数 簇 上 环 元 的 一 些 猜想。 此 外 ， 对 于 数论 学 家 
来 说 ，Deligne 文章 中 还 证 明 由 Riemann 稍 想 的 类 比 推 山 关 于 
TAKAI Ramanujan 48. 


3 d 进 土 同 调 


本 节 和 下 节 我 们 要 末 用 Grothendieck ñ 2 进 上 同调 语言 找 
iR Weil RRR LAMME. 在 具有 类 似 的 形式 些 质 的 任意 上 同 
调理 伦 中 都 有 类 似 的 结果 。 关于 “Weil LAWER” 的 公理 化 
处 理 方法 可 见 Kleiman”, 

设 X 是 特征 p >> 0 的 代 歼 团 域 上 有 有 限 型 的 概 型 。 1 XE 
Wo L6 p. Z, 一 limZ/zZ x 1 HERR, Q ECHR. RN 
考虑 大 的 平展 拓扑 [ 见 Arn? 或 者 [SGA1])， 然 后 利用 平展 上 
同调 ,定义 区 的 7 进 上 同调 为 

HCX, Q) ~ limH (X, Z//Z)@Z,Q,, 


这 里 我 们 不 再 详细 解释 这 个 定义 { 见 |SGA 4 地] 而 宁 区 列举 这 
个 1 选 上 间 亩 的 主要 痊 质 . 

34 Bb H'(X, QD) DQ LOARA, RT 0 <i<2n 
(a = dimX) Zi ENDR. Xk LATE WETERE 
(一 般 情形 下 均 期 望 它们 是 有 限 继 的 ,但 是 由 于 特征 p > 0 情形 的 
奇 点 分 解 问 是 ,至 今 未 能 证 明 )。 

3.2 H(X, QÙ) DXR. 

33 WWE i j， 均 有 上 职 结构 

HG 9) x H(X, QD > HX, Q). 

34. Poincare 对 偶 ， 若 美 在 & 上 光滑 并 且 本 征 ，dimX 一 

则 EXOD 是 一 些 的 ,并 且 对 每 个 六 0 ji << 29， 上 积 配对 


DE 


HK, Q) x HX, Q) HX, QD 
是 完全 配对 的 。 

3.5 Lelscher, 不 动 点 公式 . 设 x d £ 上 光滑 并 且 本 征 。 
fiX—XPERS«HUL^ 射 ,对 每 个 不 动 点 +E 久 ,假定 1- 
df 在 9 上 的 作用 为 单 射 。 这 后 一 条 件 是 说 : 不 动 点 的 “ 重 数 ” 
HALS LOS X) 为 了 的 不 动 点 数 ， 则 

LC, X) = PINT; H'(X, 00), 
Xu f* # f dE X 09 EA AERE SERA. 

36 X; f:X— Y XotRAUSWH. MH Y 连通 ， 则 对 于 
YEY, dimH(X,, Q) ARK. ERIS ERU TEM, dimHi(X, 
90 为 常数 . 

3.7 比较 定理 XA CODO LET M 

HQ, Q)@Q,C = HK, O), 
其 中 心 是 相伴 的 复 流 形 (对 于 它 的 经 典 拓扑 , 见 附录 BD. 


38 环 元 的 上 同调 类 。 Ux 在 和 上 光滑 县 本 征 ， 2 为 
codim 一 4 的 于 乱 , 则 Z 林 伴 了 一 个 上 同调 类 3(Z) € H(XC,0)). 
这 个 映射 可 线性 扩充 到 环 元 上 .有理 等 从 的 环 元 具有 相同 的 上 同 
HA. 环 元 的 相交 对 应 着 上 同调 类 的 上 积 . 换 句 话说 , n 是 从 局 环 
ACX) 到 上 同调 环 HIX, Q) 的 同 态 ， 最 后 ， ?是非 平凡 的 : 
# PEX 为 闭 点 , 则 CP) e (X, Q) PAR. 

还 有 一 华 姓 质 我 们 不 再 罗列 ， 特 别 地 ， 我 们 没有 提 到 所 系数 
BARER, Leray 谱 序 列 等 。 关 于 进一步 处 质 以 及 上 述 姓 质 的 
EHTE (SGA 《对 于 具有 挠 系数 的 情形 》 和 [SGA5] 《通过 
极限 转 到 系数 属于 Z, 或 Q, 的 情形 )， 


4 Weil 猜想 的 上 同调 解释 


利用 上 . 面 描 述 的 上进 上 同调 ， 我 们 可 以 给 出 Weil 猜想 的 一 
个 上 同调 解释 ， 主 要 思想 是 很 简单 的 ,这 种 思想 来 源 于 Weil， 设 
x 蛙 定 义 在 有 限 域 上 一 F， 上 的 射影 络 ， 居 一 多 x QR 是 定义 于 


RETES 


kevin e k EDU SW. 我 们 定义 Frobenius 态 射 f: 
X— X, 它 把 坐标 为 《ai)(ai k) 的 点 P 映 成 坐标 为 《af) 的 点 
n 这 是 站 线性 的 Frobenius 态 射 ， 其 中 X, F X CEN 
A, 2.4.1), 由 十 六 是 由 系数 属于 《的 方程 组 所 定义 的 ,从 而 KP》 
也 是 台中 的 点 ， 坦 而 ，P 为 上 的 不 动 点 的 充分 必要 条 性 是 点 疡 的 
BERART k. Miah, P AGATUR 戎 的 不 动 点 , 当 且 促 当 也 
的 又 标 均 属于 域名 一 F,r, POUR S1 中 的 记号 ,我们 有 
N, = # (f REF) = LO, X. 

如 果 X 是 光滑 的 ,我 们 可 以 用 Lefscherz 不 动 点 公式 (3.5) 来 计算 
这 个 数 , 于 是 有 


N= E YTG": H, Q). 
代 人 到 zeta 函数 的 定义 中 ,出 
zad = [I [eo (3 roo o E)" 
2 


Cer 


为 了 简化 这 个 表达 式 ,我 们 需要 一 个 初等 引 理 ， 
sme Moon po r HRAS, M 


exp (Ër TS V) Si- = da(1— pr; VY, 

证 明 如果 dimV =1, WEHR 4 € K, ERMA 

|. 1 

= (> a Tui; 

这 个 初等 计算 我 们 在 计算 P 的 zea 函数 时 已 经 作 过 了 。 对 于 一 

盘 情 形 ,我 们 对 dim 归纳 。 此 外 ， 我 们 显然 可 以 假定 K 是 代数 

堵 域 ,从 而 9 有 特征 向 量 , 从 而 有 不 变 子 空间 VY 利用 正 合 序 
列 


GV >V >V >o 
和 如 下 事实 : gu Bu 2 POE RK EAF UB d EIE 
的 。 从 而 由 数学 归纳 法 即 证 结果 ， 


LEE 


利用 这 个 引 理 ,我 们 立刻 得 到 如 二 结果 。 
定理 4.2 iXX k= F E n ER HESS 
. P) 
206 0 mare PO 

其 中 PO) — dea (n HRQ), qi F* rH Frobenius 态 
8 GXX 在 上 回调 上 诱导 的 只 和 

KAERAREN] ZG) RE SURST Q, 的 多 项 式 之 商 。 利 
用 肾 级 数 的 一 个 初 每 推导 可 以 证 明 QNO —- QCXOD. (m, 
Bourbabi [2, 第 1V 章 ，45， 练 习 3，p. 66)。 由 于 我 们 知道 ZO 
EQ Eug. Jam ZG) dme. xem TD. f 
是 要 注 荡 ,我 们 还 不 知道 PI 是否 灵 有 有 理 系数 , BUR HUB 
它们 是 否 为 (1.3) 中 所 说 的 出 种 多 项 式 。 

从 二 述 定理 中 我 们 还 可 提取 一 点 信息 。 由 于 六 在 ECXOD) 
上 的 作用 是 但 等 映射 ， 从 而 PO 一 1— 4. 此 外 , 我 们 还 可 决定 
PG), Frobenius BHE g 次 有 限 态 射 ， 从 而 在 HOC Q.) 的 
某 个 生成 元 上 的 作用 必然 是 乘 以 9。 因此 Pu — 1 — 4i. 如 
果 我 们 予 先 定义 第 i 个 Beri $ 8; 为 dimH:(X, Q), WIB, = 
degP;Kt)， 然 后 容易 证 明 X 的 不 变 晤 E 为 

E -YC-COYB. 

因此 ,我 们 将 E nl fk X 8) "Euler-Poincaré HIREK. RIDE 
不 知 Bei 数 的 这 个 定义 与 亲 面 (1.4) 给 出 的 定义 是 否 一 致 ， 但 
是 ,一 旦 我 们 知道 这 二 者 是 一 致 的 ， 则 (1.4) 即 由 进 上 同调 的 一 
般 性 质 (3.6) 和 (3.7) 推 出 。 

接 下 来 ,我 们 要 由 Boincare 对 偶 原 则 证 明 范 数 方程 。 这 又 需 
要 线性 代数 中 一 个 引 理 . 

mas 设 V x W — K 为 天 上 > 维 向 量 空间 VWE 


ve v; wE w 
Cpr, du) — 1v, w), 
Mí 


153]. 


det in w) ~ CLE a (i ziv) 


Lu 一 
de(o; V) 

定理 44 在 (4.2) 的 假设 之 下 ，zera PZA, 9 满足 硬 数 
方程 (4.2》。 

证 明 根据 Poincaré 对 侦 (3.4), 将 上 述 引 理 ( 这 个 引 理 的 证 
MESH ATER 

HC, Q) x H* (x, Q) — H'X(X, Q), 

利用 f? 与 上 积 相 容 这 一 事实 ,并 且 f* 在 HCX, Q) 上 的 作用 为 
乘 以 9, 我们 得 到 用 P, 表 示 P3,-; 的 如 下 表达 式 : 


Pa. (D m (— 15 xi^ G L). 


delh, W) = 


进而 ,我 们 有 

ph 
deccf*; Hi)" 

将 这 些 代 人 公式 (4.2? 并 且 利用 E = XKC- UB, 便 得 到 函数 方 
5. 

于 是 我 们 看 到 ,一 旦 我 们 把 zea 函数 解释 成 (4.27 中 的 公式 
那么 由 上 进 上 同调 的 形式 性 质 就 得 到 狂想 (1.1)，(1.2) 和 (1.4)。 
而 Riemann 和 销 想 的 类 比 则 要 深刻 得 多 . 

定理 45 (Deligne?") 在 (4. DEBER, £9 PO 


defit; 97) — 


"m lo — a, 
其 中 om 为 代数 整数 ,并 且 1ai| = g^. 
这 个 结果 完全 解决 了 Weil 猜想 。 注意 由 此 推出 (4.2) 中 的 
多 项 式 pe) 和 (1.3) 中 的 多 项 式 相 同 , 从 而 Bei 数 的 两 个 定义 
是 一 致 的 . 
我 们 在 这 里 不 能 描述 Deligne 的 证 明 , 只 能 说 ， 它 依赖 于 在 
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[3GA41, [SGAS] 如 [SGA ?] 中 所 发 展 的 /直上 同调 的 一 系 
IRAE. AE, ERRAT Lefscherz 技巧 将 一 个 代数 
BA “Lefschetz 柬 " 作 纤维 化 ,并 且 研 究 在 奇异 纤维 附近 的 
上 同调 群 上 的 单 值 化 作用 。 


习 E 
5.3 VE X E — EIAS ER TCR X, 的 作 交 证 :证 鹃 ZOG 0) m TEZCX i, O, 
5.2 i X — Pj. Ep 4 = F.. JA zea ARRENA 


ta) eL LLL LL A 
KP = nya wy = mn ° 


EFP iE Weil fn. 
5.3 jR X EF, AMER, A! Ait aR EA 
Z(XxA', 1) = Z(X, ar). 
5.4 Riemann zeta 函数 定义 为 


s= THn—L ie 
1—p 


XCRSERRGISMDEOR p。 IURIS IRUIOAG TAS Spee Z， 
那么 对 于 Sel LGARDURSGpu X. AMEX 
£x) = UTC 一 MD， 
其 中 乘积 是 取 所 有 半点 < eX， 而 NC IET ACRI, KC 中 的 元 
FOM. WE: EX R P. 上 有 限 型 的 ,出 SC O) 与 ZCX， 的 联系 为 
SQ) = 2(X, 7. 

IB: 两边 作 运算 dor, 将 4-' 改 为 + 并 进行 比较 .] 

5.8 WX RA ER e das. RR. Weil RBO SO Of iE 
MÀ Ni Noe N REER NIGRO, 

5.6 PMDE LS 62 RUB Weil Me. BEEE, N 
^n 


Noag- riri 
其 中 1 = F. RARAWA Z0) 并 且 得 到 


MEME =i) 
AO Ley 


从 而 


] — et og 
a-900-40' 


20) 
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其 中 上 + 1 = sx。 这 就 立刻 得 烈 有 理性， 再 答 证 函数 方程 ， 最 后 ， 沟 
记 

] — a+ 4! =(1 —a)(1 — A), 
WE: pjeva ela] = jl = 4. BEA Riemana Sint de 
iEM JC DU RE S21 BR 4.164). 
HACER 1.10) X8 F F, LERTE e RAS C 证 明 Riemann 
和 销 想 的 美 比 (1 3), di M =l- 4 & v, RABCE TIR IL. 10) 
可 知 

ied ens I, 

另 一 方面 ,由 (4.2) 知 C 的 ze 函数 可 写成 


m P) 
0 = Tj 


其 中 
P.G) 一 í O — an) 


是 ig( -dinH'(C, Q) 次 多 项 式 ， 
(a) 利用 zea 函数 的 定义 再 取 tog 可 证 : 对 每 个 rs 


"ES 
e 
(b) 然后 证 明 : 


lalau TREA ode < "TOP RA D. 
[提示 ;一 个 方向 是 容易 的 ,对 另 一 方向 刚 利用 至 级 数 展开 


Peer 
其 中 + 为 过 当 的 复数 .] 
C) ÉRRIABUS ERG OUR jals W 7 (对 每 个 门 ， 可 得 出 
la = GA D. 
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attaciated ta a scheme aver C 
与 C 上 概 型 相伴 的 一 51035531 
cohomalogy of 一 的 虐 所 出 52 
definition dg X. 519 
Complex cobemology, Hi - ,C) 
BELAR Hi C) 515 
Complex in an alieliza caregory 
Ahel HEHHE 241,335 
Compier manifald, MYE 


296,343,515,519,535 
whea is it algebraic? Tp 
HUREID 0522-526 

Complex multiplicatioo AE 


391— 393,399 —401 
Complex numbers, C. i$ C 
386 —392,498,501 
Condition (ML) of Mittag-Leffler 
Miuag-Letf'er %tt (ML) 
216 38,330,345 
Coadition S, of Serre 
s no 
Conductor $P 392,492 
Cooe ME 17,48,60,317 
blowing up verex of 
顶点 46,443,451 
divisor class group ol ~ 的 际 千 
DI MU 
culiug ou AIBR 159 
Conligararion ol 27 lices 27 条 直 
线 构 形 490 
Conic, (Md 12,22,30,212,363 
P' 的 一 个 


Serte 条 件 


as a real (arm of 
XH iN 
determined by $ points 
5 个 点 次 定 一 470 
linear system ol — afe SEE IE TR 
202,469—471 
Pescal's theorem 一 的 Pascal Æ 
理 483 
Conical double poiat 四 锥 二 重点 
45 
Connected i BS 


»mple divisor ia 


平面 上 


强 除 子 是 一 


150 
complere iotersceriaa 
XE 222,274 
libre is, MER~ 332.10 
tota! ttantform of a points 
一 个 点 的 总 变形 其 一 486 
when Spec A is {At Spec A $ 
~) 98 
Caanectedness priaciple 
ER 226,334 
Conormal sheaf, F/P? REZ g) 
g’ 216,292,193 
ot a nonsiogular sabvariety 非 
APES iM 
of a twisied cubic curve ff 
次 向 线 的 一 “157 
relarion w differenujals 
RF 208,209 
Coaeramt sheaf KA 75,79 
in flatqoe RE @ 
of funcion field 函数 域 的 一 
33,133,172 
Coastrocrible sect BL Mr 
112,317 
Cootinoous lamily 连续 族 305—316 
Coarractible curve 可 收缩 曲线 
495,497,493 
Contraction (yd 
adi exceptional curves 例外 曲线 
的 ~ 482,491 —493 
problem ”一 问题 495,497 
Coordinates 444k 
atfioe (güf— 5 
homageaeous Jez~ 1 
Correspondence on a curve Hg E 
的 对 应 关系 532 
Corangeol compler dU 119 
Countiag coastsurs. HREM 475 
Cousin problem Cousin 问题 83 
Ciemoas uanslormation. Cremona 
[NES 
Crysralliae cobomology 
调 533 
Cubic curre 


rr 


EL 


aLa 


HR 


4559. 


linear system of 一 的 线性 系 
472 
thenugh 8 points determines a 9 
th 过 4 个 点 的 一 决定 第 9 个 点 
474 
Cubic surface in P^. P? 中 的 三 次 曲 
ij 468—485 
ample divisots on fE— ff ie 
Ton 
as P! widi 6 points blown up 
一 可 作为 PU 6 j 85k 3F 
474 
canonical sheat of 一 的 典 虽 层 
217,475 
curves on, ~ Fiqd8£e 
475,482- 485 
Picard group of 一 的 Picard Bi 
161,475 
27 liner on. 一 上 的 27 条 直线 
416— 482 
Cubic threcfold is not rational 
三 次 立体 不 是 有 理 的 218 
Cup-product Cup B 534,535,537 
Curve, See olto Abstract nonsing- 
alar curve; Nonsingular 
curve; Plone curve 曲线 
125,161 
alfite 仿 射 一 
8,12,58,351,353,456 
ample divisor on 一 上 的 强 除 子 
186,363,365,440 
any two homeomorphic 任意 2 条 
Fin 39 
behavior under monoidal transito 
rmarion ~AR EET ISI 
460—467 
birational to a plane carve with 
nodee — Z HE S tr T f p If 
曲线 322 
can be embedded in P^. ~ai 
A P: 中 347 
classification of, 一 的 分 类 
68,403,408—411 
aomplete intersection 为 完全 交 的 


DELIR 


— 40,404,409 117 
complere= projective 完全 一 
MERI 55,161,275,348 

divisars no 一 上 的 除 子 
154,162---166,34h 

dual R~ 66,358 

elliptic. See Elliptic cnrve fE 
一 dn 

elliptic quartic f B 4 次 一 
48,373,518 

equivalence ot «ingulatities 一 
奇 点 的 等 价 关系 466 

exceptional, Ses Éxceprional cut, 
ve 例外 ~ 12,128, 458,484 

existence for al! £20 对 所 有 

£20-|'fritfk 348,456,467 

genus bounded hy degree 一 的 亏 
BAREH 373,415,483 

genus of. See Geans HFR 

geuus of normalization 一 正规 
化 的 亏 格 466 

hyperelliptic EMüBL— 
353,362,40. 

in Pi, classification of P'rh— 
的 分 类 413—420 

invariant £p of a singularity ~ 
奇 点 的 不 变量 5 353466 一 468 

lacatty free shenf on 一 上 的 局 部 
自由 层 437,440,448 

af degree 4 4 次 一 
189,366,404,418 

of degree 2. 2 次 ~ 373,418 


ol degree 3 3 次 一 1B9,373,418 
of degree 5 sik 412,418,420 
of degree 6 6 次 一 4043111;118 
of degrec 7 7 次 一 418,482 
of degree B 8 次 一 409,485 
of degree 9 9 次 一 419,420 


of genus 0 SROP 351,408 
of genus 1 SË 10 314—402 
of genus 2 FH 2 的 一 
353,366,373,411 
of genus 3 3⁄3 M~ 
404,409 —412 


af genus 4 É A 
404341093111 
ol genu 5 亏 格 5 的 一 


409,411 ,412,482. 

ab genus 6 =H 6 Mi~ 
of genus 10. Slp — 420,485 
FAUM 411,45 
Athini tag 


411,435 


al genus 41 


on a cubic surlace 
— 415,182 —485 
on a quadric surface 二 次 曲 而 上 
的 一 3274334834393415451 
over a finie field ZB Eft 
401,435,539 
over R R bo~ 
product nf ~E 
55,399,434,435 
ruled surface over, See Ruled 
surface 一 上 的 丰 纹 市 417—456 
singulacities 一 的 奇 点 
44445,458,466 
siugalar, Picard group of 
一 的 Picard pt 176 
strange siR 369,374 
trigonal ~ EZMA 408 
twisted cubic XU 
17—19,373,418 
twisted 4uarlie 四 次 所 一 
30.188,2174,373,458 
一 的 Zea BU 


ss 


zeta function of 

539 
Cusp RA 45,351,465 

higher order. 商 阶 一 46 

Cuspidal enhic curve RA 
9p 26,703,328 

as 4 projection 
29,316 

hlowu up “一 的 贝 开 39,465 

divisor class group of HPF 
RÆ 169,176 


is nat ancmal 


Li 
fF 252 9 RI ~ 


cÉEAFEMU 30 
is eon! 一 是 有 理 的 38 
Cycle 环 元 504 

assaciated ra a closed subscheme 


Sir 504 


cahomolagy class of —f# E52 
28 515,535 
homological equivalence of 
AARAA 515,525 
oí dimension zero A~ 547 
rational equivalence ol —R1A M 
等 价 关系 504,505,516,535 
Dscomposshte lacally Lree sheal 
TARRAA 445.448,454 
l2edekiud domaia Dedehiud EFF 
50,51,70,157 
Detormaiion 


一 的 


107,222,317 
Tib as 


Deformarion theory 

次 数 

of a cohereut sheal nu a curve 
fn EXEmIE( 177.440 

of a divisor on a curve 曲线 上 
MATMP- 163,169,348 

of a divisor po a projective var- 
iey HRIREBKET T 

157,173 

of a finile morphism af curees 
曲线 间 有 限 态 射 的 一 163353 

of a hypersurface 牛山 面 的 一 
E 


ef a liuear syerem ou à curve 
dig ERR T 104 

of an interseclion 相交 的 一 6&6 

of a plaue curve 亚 面 曲线 的 一 
8,67 

of a projective variety MERRI 
— 58,54,70,297,366 


Degree 


of a zero-cyele O- 环 元 的 ~ 
505,507 

Del Pezzo aurface Del Pezzo gh 
Hi 675,484 

-funetor 2-0 T 
143,260,278,283,335 

Density of + vet of primes MI 
HEF 394,40 

Depih E 207,281,288,314 
zabomological iurerpretation of 
ALAM 153 

Derivatiom RẸ 204,224 


4561 < 


Derivative FAM 39,355 

Derived funciar GHAZ 

238—244 
Cchemolegy 作为 一 的 上 后 记 
216,150,520 

Ex 作 关 一 的 Ext 176 

higher direct images, Rij。 作为 
AREA KM, 17 

lacal cohomo:ogy modules, Hz 
(M) fex mi dunt 
H(Mi) 158 

Derermioam al a colerea, sheal 

genmgztzts 177,362 

Diagonal, ff 31,59 

closed e» scheme separated ANI 
—ARennipmem 114 

homamorphism ~fi 114,206 

morphism ~HA 
114,118,127,208,506 

reduction to the {EFI ~% E 
506,507 

aell-inierseccion af ~B% 
434,425,517,531 

Diagonalized Lilinear form 对 入 

ALAJAR 431 

Diagiam-chasing WEAR 241 

Dilference polyaomial 差分 多 项 式 

60 

Diflerentiable scructores on a eph- 

ere HEERMA 500 

Dilferential geometry f ALII 

369,519,526 

Differentials fár 70,204 一 225 

Kühler Kabler 一 204 一 208 

modole lree «» regular local ring 
EPHENDeIt-—MBH 207 

ol a polyoomis] ring 多 硕 武 环 
的 一 206 n 

on A" A" 上 的 一 “209 

oa a product 职 空间 的 一 221 

oo P" P' 上 的 一 209 

residues of  — PER 294 

sheal tocally [ree co onnsingular 


Yarjel? FROH IRR SB 


* 562 < 


E 210,211,326 
sheaf of ~ 208—110,260,318 
sheal of g-forms, Ogli 4 E 

~ gy, 225,294,296 
Dilaction fje 458 
Dimension fett 
equal to traoaceadence degree 
—*% Fibra 11 
cl a linea: aystem B TIT 
187,349,423,503 
cf A' is a 由 "的 一 是 ?11 
«f a arojecdive variety LB 
~ 15,70 
of a ring (Tfj 1,183 
of a Scheme 概 型 的 一 
103,104,112 
af n special liaear system, 341. 
See alro Cliffotd'a theorem 

特殊 线性 系 的 一 403 

of n :apalogicaf epace fib 
Bo 9,123247 

of libres of a morphism 起 对 的 
纤维 的 一 11333053320 

in:eraections 村 交 约 一 59 
en P fan 
relative A= 03 

Diophantine eqoatioa Diophaetine 
方程 396,402 

Direer image ER 

cycle 环 元 的 一 304 

divisor 除 子 的 一 362,516 
heal, fg 层 的 一 la 
78,129,137, 42,297 

Direct limit, lim EARM lim 


80,87,129,247,248 

Direa product Rl 98,129 
Direct sum, @ ANP 79,129 
Dirichlet's miaimum principle 
Dirichle 极 小 原理 522 
Dirichlets rhearem Dirichlet P 
f& 396,001 

Discrete valuation ring REIRI 
K 50,52,56,127, 128 


cener of, on a curve 一 在 曲线 
上 的 中 心 163 
of a prime divisor 宕 除 子 的 一 
155 
set of 一 的 集合 2 一 
apectrum of ~AR 
39,111,113,147 
Disjoint union RÆ 46 
Divisor RP 154—177 
algebeaic equivaíence of 一 的 代 
数 等 价 关系 ”167;434;437 
associated Lo an inveclibíe sheaf 
ATA RRR 
172,173,348,504 
cohomology class of 一 的 上 同调 
类 04,6 
degree of — RE 
157,163,169,348 
alfective NR 155 
group of all, Div(X) 所 有 一 的 
PPDiv(X) 155,423 
inverse image of, f* (iiti rt 
161,163,354 
linear equivalence oí ~M t 
BARA 156,168,318,504 
locally principal BE~ 169 
anmerical equivalence of 一 的 数 
FREA 131,134,437 
of an elliptic foncion RAEN 
[EI 
of a rational lunclion 有 理 函 数 
的 一 155,156,348 
on a curve H4 bi~ 
154,162—166,348 
vn a surface 曲面 上 的 一 
161,123 
prime R~ 155 
principal £~ 156,157,164,168 
ipecial, Ek 351 
very ample Bj 363,364,424 
ing, OX 


with normal cro 
的 一 463 

Divisor class group, CI(X) B 
yi CIX) 156,102 


exact sequence af an open suheer 
开 集 上 一 的 正 倒序 列 158 

ia zero 4e UFD 一 为 0cUFD i 
型 156 

ef a cone A~ 173 

of a cuhic enrface 
16i 

of a curve. 曲线 的 一 


店面 的 一 


165,169,176 

of a Dedekind demaio Dedekind 
wufm- 157 

of a product RRAN 
159,173 : 

of a qundtic hypersurface Z% 
超 曲 面 的 一 ”1314 

of & quadric surface 二 次 曲面 的 
一 158,160 

of a variety in Pe P 中 能 的 一 
173 


of P" P* 的 一 157 
Domimant morphism ZECH 
30,96,108,163 
Damiosar rational map 
LT 32333 
Domination (of local rings) (RE 
环 的 ) 支 配 关系 50,117 
Double liae 二 重 直 线 45,107 
Double point ZEA 45,47,466 
Donbly periodic funcion SAM 
[ME 
Duel carve 对 但 曲线 67,360 
Duslity ARCH) 284—196 

for a fiaire flac morphism 对 有 

限 平坦 直射 的 一 2843362 
Duilizing shesf HAKE 
284,287,293,353 


Dual locally feee sheal, £ RERA 


BEBE 了 146,170,279 

Deal numbers, ring of 对 偶数 环 
98,316,383 

Dual projeciive space, (P*)* atA 
射影 空间 CP")* 67,155,360,374 

d-Uple embedding d B ERA 


ZRIN 


DELTEI 


15,28,185,346,406 
Dynkin disgcam Dynbia 图 498 
Effaceahle luactot TARAF 
244 
lfective divisor. 有 效 阶 子 
155,172,349,430 
Flitnination theory 消去 理论 
44,48 
Elliptic curve EB 
57,347,314 —402 
as a plane cnbic curve 作为 平面 
了 次 出 编 的 一 “35663377 
autamacphisms of 一 的 自 同 构 
377,380,397 
canonica] divisor 一 的 典 则 除 子 
ası 
classilieå by j-invariane 一 由 1 
一 不 变星 分 类 376,404 
complex mblriplication on 一 上 
PE 391 一 92,399 一 40L 
defined over Q 定义 在 Q 上 的 一 
396 
dual of à morgbism 
xii 398 
group sttucture 一 的 群 结构 
351,374,300—362 
group stractnte over C C 上 一 
agaci 350 
Heswe iusariant of 一 的 Hasac 
不 变量 376,392 一 396,401 
in characterietie p 特征 pp 的 一 
376,392——396 
isogeny of ~HA 399 
Jacobian variety of 一 的 Iacobi 
DOW 374,382—386,399 
jipverisal 一 的 j- 不 变量 
374—380,397,411 
lucally Feee eheaves on 一 上 的 局 
HAHA 448 
over C C 上 的 ~ 386—393 
Picard group ef 一 的 Picard ff 
352,382 
paints of order m 一 上 的 a 阶 息 
381,390,399,401 


一 上 态 射 的 


19655 


poiats of order p 一 上 的 Pp 阶 点 
40 
poini witb integer coordinates 
一 上 具 整 煞 企 标的 点 402 
quartie 中 次 一 46,373,418 
ratiooal poina over Fe F, 上 ~ 
的 有 有理 点 405 
tational poinu over Q Q ~ 
的 有 理 点 374,396,397 
ring of endomorphisms 一 的 自 
FÆ 382,399,391,402 
aupersiugular Haj 392 
aeta function af 一 的 Zea 函数 
539 
Ehiptic inncrion, AMBK 
314,186—391,399 
Ellipiic enled turface HAARE 
437 ,444,455,521 
clasaificalion of 一 的 分 类 446 
Elliptic acco) MRAKA 456 
Ellipric eciace MEAE 50 
Embedded poioi {KAA 102,308 
Embedded cesolucion of singulacit- 
iet 奇 点 的 苦 人 分 解 462,465,497 
Embedding #A 
a curve iu projective space H4 
在 射影 空间 的 一 363 一 374 
a variety in a complere variety 
WexcWe e 199 
Eooogb injective ”具有 足够 内 射 元 
243,258 
Ewough locally frees FUE E 8ERLUS 
自由 元 83,284 
Enougb projectives R£ E Witt JE 
279 
Eniiquer-Sereri 


ariski, lemma of 
Zarisbi 引 理 


Ruciques-Severi 
290 
Enriques surface Enriques HUE 
501 
Eqnidimensional J$!) 289 
Eapace éalé of a presbeat HEF 
PAZA 40 
Éa 子 展 


colrmoloys -= [tli 
163,533,534 
covering, Md 
351,359 ,402,523 
equivalence rejation 一 % E 
526 
morphism — $ 319,328,354 
neighborhood ~igi 119 
topology [ff 534,534 
Euler chotactetistic Euler ditt 
211,149,417,411 
EuJer-Poincaré characcesiatic, top- 
ological fhig Euler-Poincaté 
示 性 类 537 
Euler's lemma Euler 引 理 46 
Hxsct in the middle HADES 
243,335 
Exaat sequence af sheaves AOE 
合 列 78,79,81,129 
Excepünnal cuive — BAL UBER 
37,128,445,517 
conlracciun of PLE 
486,491—493 
infinitely many SERIES £S 
~ 486,496 
of the firar kind 第 一 类 一 
487,491,495 
sell-inerseciion of 一 的 自 交 
458 
Excision Wk 252 
Exotic sphere (gf 500 
Exponencial Chern character 指数 
AMETS 511,515 
Exponencial sequence {EMEF 
528,529 
Enending f% 
a Ennctisa to a normal point 
一 前 狼 他 正规 点 30,258 
a morphium ~at 
53.55,116,438 
a section of o sheaf — EI K 
81,133,140 B 
* sheaf by zero 用 和 一 县 
32,132,177 


coherent sheaves —- EE 150 
Eetension fa 
of invertible sheaves TJPE 
4404,4344,484 
of Éy-modulcs Óg-iiPp— 281 
ol quasicoherenc sheaves Agi 
Eje 135 
Erierior algebra, AM fü AM 
151 
Exterior power, A'M AR A 
151,177,215,510 
Ert group Exe Eb 277—186,444 
Ext sheal Ext 层 277—245,287 
Faiibíel [unctot EKAP 345 
Family 族 
fac Ege 305—316,343,373 
ol curves of genos g JZ & 0988 


Hune d£ 

ol divisors 除 子 的 一 
310,434,455 

of elliptic curves SIBI 
302,411 


of hypersurfaces 超 曲 面 的 一 346 

of invertible sheavea 可 造 慨 的 一 
382 

ol locally free sheaves AREIK 

449 

of plane curves 平面 曲线 的 一 
48 

c plane curves with nodes f 
结 点 的 曲线 的 ~ 372 

of schemes 概 型 的 一 
107,240,300 


of varieties RBS 89,313 
Fermat carve Fetmar 曲线 
379,396,401 

Fermat hypersurlace Fermat Hii 
a sa 


Fermats problem Fermar (M 
79,396 
Fermac surface Fermat fg 486 
Fibre 纤维 
cohomology of 一 的 上 同调 
297,304.334,345 


2565. 


dimension of -MER 
114,305,320 

is connected — — ERG T E 
431,333 

of a marphisa 态 射 的 ~ 
196,109 

wirh nilporent elemens SAFIH 
的 一 303,329,373 

Fibred prndmec 纤维 可 104,119 
Field M 

algebraically closed 代数 于 
1,8,29,18L 

of characteristic p. Sre Chacacr 
erieic p EHE DI 

39,56,328,375,393—396 

of comples sumbera JB 
386 —392,498,501 

oi ellipuc functions, MEE 
387 

of moromorphic lnnarione #4 
aw 55 

af qosdraiie numbere 二 次 扩 一 
391—393,395,402 

of rarional numbera REL 


176,396 

of real numbers, R 实数 一 
3,12,36,125 

of represeorativet 表示 一 
222,327 


per[ect 完全 一 34,111,221 
separable closure of ~Ha A 
& ul 


spectrum af —f 99 
rraascendence degree of [fH 
HE 【1534 


uncountable 不 可 数 的 ~ 486,494 
Field extension PR 

abelian Abel~ 393 

purely inseparable 纯 不 可 分 一 

357,360,456 

pure tranecendemiol ja. 

358 

separable 可 分 一 32,355,501 
qeparably generated 可 分 生成 一 


2566 « 


35,207,221,123 
Finalobiec £m; 95 
Fine moduli wariety f Dn 
Fine resolciion £t 239 
Finite lield ipuf& 96,401 
same: nf sel 


inus of polyno- 

mialeqnarions over 在 一 上 多 二 
RIRH 525 

Finite morphina 4H 
101,108,142,332,517 

a projecive, duasi-finite mocphi 
emis BEECEIRURIE SS H 

E 

i4 alline £d) 152 

is closed 一 基 团 的 108 . 
is proper 一 是 本 征 的 125 

is qaaci-linite ~A RS 
[rm 

af curves aA 
163,353—363 

Finite zype,morphism locally of 
RUEDAS 100,102 

Finite ypo, morphism cf igi 
ET MEUMUTNDMIE 

Fizod poin: of a morphism ®t 
的 不 动 点 542,534,535 

Flasque retolution fA 
139,241,151,125 

Flaeque sheaf ME 81,146 
cohomology vanishes 一 的 上 同调 
为 0 247,261,298 

diron limit of 一 的 正身 极 没 
243 

injective sheal js p34: 
245 

Flat PH 

base extension — XU dE 
304,441 

family —%& 301,305. 316.373 
module 一 楼 300 

morphiem ~it 
264,301—312,402 

morphism is open ~t ARI 
316 


E 


sheaf ~ 302,435 
Plarness HI 
ie an apen condicion 一 是 一 个 开 
第 件 316 
local cricerion of — —f' ELE ER 
XD 321 
Formel completion, $ee Completion 
形式 完备 化 
Formal lunctione EAM 
328- 334,4159,492 
Forms! neighbcehnod ERRA 
225 
Formal power series BERRY 
44 
Formal-regular lumciione ERE 
TIR 247,332 
Formal echeme PREY 
226—237,332 
Picard group of 一 的 Picard Ef 
334 
fractiunal lineal transformation 
rie bei 52, 588 
Feee module fiit 207 
Freshma ncalcolne MBARA 484 
Frobenius morphism Frabenius Af 
23,323,357,402 
fired poiocs of 一 的 不 动 点 535 
k-linear ~S k RERI 
357,401,435,457 
ladice representation of 一 的 
进击 示 532 
ltace on cohomology 一 在 上 同调 
群 上 的 迹 537 
Fancional equation Zi) BO E 
521,539 
Fuuclion field gU 22 
deiermíneebiterions ! equivalence 
can 一 决定 了 双 表 更 等 价 稀 34 
af an integral acheme WEE EIE 
108 
ol a projective variery 射影 局 的 
— 15 
cF dimension! 维 数 1 的 一 
49,55 


iranscendence degree of 一 的 组 


超度 23 

valustion tinga in ~ (ORE H. 
124,128 

Fanecor RP 

additive fee 24 


adjoint, 伴随 一 82,030,147 
caeffeceahle 上 可 滑 绿 一 
244,283,285,288 
derived. See Derived fuacior 
导出 ~ 239—244 
effaceable  GpMike 244 
eracc in the middle 中间 正 台 一 
243,335 
laithi ax 35 
left eracl ZES 
134,241,338,339 
af global eection Ski — 
80,83,134 
representable 可 表示 一 
187,383 . 
righ: eract EPQ 243,339 
datellite AN 284 
Fundamenil geonp, z, E XB z, 
225,3)9.,498,513 
Fandamenal poine 基本 点 48 
Punny curge in charsereristic p 


特殊 ?时 的 古怪 曲线 361,455 


Gsiois extension Galois 扩张 377 

Galois group Galoie 群 
175,379,399,523 

Gonséian iniegers Gana 整 败 
392,396 

General position 一 股 位 置 ， 最 广 位 
置 466,496 


Generiesl]y finite merphism 广 点 
RABAH 106,517 
Generic polni, J g 90,96,548 
in a Zariski space Zariaki 空间 
的 一 lu 
toca! cing of 局 部 环 的 一 
108,504 
Generic smonlhaets — Axe ie 
313 


3625 


Genecization IR 112 
Genus SAC) 
arithmetic. See Arithmetic genus 
Bot 61,59,2393273,319 
houaded by degree 次 数 限定 了 一 
373,415,483,484 
geometric. See Geometric geaus 


Au 
of a curve 向 线 的 一 
68,167.222,348,408 
of a curve on a surface ME E 
418,479 ,466, 475,484 
Geometrically integral scheme jl 
MERR 1t 


Geometrically irreducihle scheme 
岂 创 不 可 约 短 型 【1t1 


Geomerrically reduced scheme JL 


Las à 

Geomerrically regular JLE EM 
321 

Geomeirically ruled surface 几何 
frékg 437 -456 

Geometric genus, p, JL p, 
215,215,293, 348,500 


is a hiratiooal invariant 2X 
HETER MS 
of a complete intersection 完全 
Xj 21 
Geometry en a surlace 曲面 上 的 几 
何 423 一 435 
Germ # 75,519 
Global deformation. ARH 
315,316 
Global sections. WHE 
finitely geoersred 有 限 生成 一 
145,186,271 
funcior af —H T. 80,983,134 
restricted ve upen set DO) 限制 
taR DO) 上 的 ~ 13 
shcal generated by 一 生成 层 
143, 178— 185,363 
Gluing 粘 侣 
inelyric «paces 解析 空间 的 一 
520 
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morphism: dM 105,178 
dchewes ERIR] ~= 
30,96,108,204,520,525 
shesvea E09— 83,208 
Graded module spg 62 
associated to a sheaf, TF) 与 
丰 伴 的 一 rT) 【机 
quasi-finjtely generated MAM 
dE l48 
sheal Ñf aisociated lo 与 一 相伴 的 
EM 137 
Graded ring 分 次 环 14,467,505 
associated 10 an elliptic curve 
SHEET 397 
graded homomorphiem of 一 的 
Se 9600 
Proj of 一 的 Piaj 91 
Gaph 图 
morphíam, f 126,127 
of a birational translor:xuaiion 
双 有 理 变 换 的 ~ 487 
of a morphiam， KHN- 
436,505 
Grothendieck group, K(X) Gror 
bendaeck # K(X) 
176,273,457,515 
Group EF 
additive, G,; m~ G, 
30,169,176, 204 
fundamenral v, XX m, 
226,400 ,498,524 
Galoie Galosac- 
175,379,400,224 
general linear, GL — MR HEBE 
GL i80 
Groihendieck. See Grarhendieck 
group Grothendicck~ 
law aa cubic curve =y t) ERU 
HU 165,162,174,351, 483 
multiplicative, Ga RE~ Ga 
30,176,177 
Néreo-Severi 
167,434,496 
of automorphiens ~MAA H 


Néion-Severi— 


ot cycles maduls ratiaral equivale- 
ace HETE- 
403,508,535 
of divisar clases fif 
156,172 
of divisazs, Div( X) MF ~ Div(x) 
155,423 


of divisors modulo algebraic equi 
valence Bc Pie Rr 
167,434,495 
af divisors madulo oumerical equ 
ivalence 除了 于 的 数值 等 价 一 
Num X Num X 131,434—437 
of invertible sheaves (if GEW— 
170,216,197,413,508 
af order § 4 阶 一 377,380 
ol order 12 1 阶 一 365 
cl order 60 60g 498 
of order 168 168 防 一 413 
ol order $1840 51840 防 一 461 
projective general linear, PGL 
Byka PGL 
57,180,324,411 
tcbeme 一 概 型 354 
Yymmerric 对 称 一 360,377,484 
variery =i 
165,169,175,323,382 
Harmonic funcion ARAY 123 
Harmonic integrala 调和 积分 
515,527 
Hasse invariani Hasse Jug 
376,393—396,402 
Hausdorff roplogy Hausdar[f Hiji 
6,12,114,520 
Heigbt of n prime ideal XE A 
En 
Hermiiian metric Hermite Hf 
527 
Higher direct image sheaf, Rf, 
(3) BAERE RO 
297 ,326,439,459,517 
locally iree ATRA BR I 
342,346 
Hilbert fuocijoa Hilbert mg 63 


Hilbert polynomial Hilbert 多 项 
XpO59,605202,713,348,3 
contan jn a family rpg RF 

dp 304,310,313 

Hilbert-Samoel polynomial 
Hilbert-Samuel 多 项 式 467 

ilbert aclteme Holbert Wi 


307,413 
Hilbeu's Nullatelleaaatz Hiibert 
TARA 86 


Hodge index ebeorem Hodge fifi 
EE 411.431.433,515,533 

Hodge manilold Hedge mE 527 

Hodge numbete A^, Hodge 数 
b** 216,194 

Hodge special sequence Hodge if 
IX 343 

Hodge theary Hodge BEj& 
4915515,517,533 

Holomarphic functions SAAR 
73,185,332,391,519,529 

Homeomorphism AESH 28,39 

Homogeneous coordinate ring X 
WRA 15.15,60,152,157 
criterion (o be UFD —K UFD 
的 判别 法 174 

depende cn embedding MMF 
WA n 

Proj of 一 的 Proj 98 

Homogeneon coordinates 
o 14 

Homogeneous element 齐 次 元 14 

Hemogeneows ideal FREI 
14,110,148 

Homogeneous apace tezy 324 

Homologica! dimension 同调 维 数 
283 

Homologica] equivalence of cycles 
HG DX 515,525 

Homotopy of maps of complexes 
复 形 映射 的 同 伦 24 

Homolopy operator fem f 
21,261 

Hopf map Hepf db 458 


LI rd 
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Hurwitz's theorem Hurmitz 定理 
354.—363,376,399,452 
Hyperelliptic curve faf gus 
353,362,404,408,455 
See alto — Noahyperclliptic 
curve 
canonical diviset of — «PURA 
Yo 404,405 
existence of 一 的 存在 性 
153,467 
moduli of —fjlik 360,411 
mat 2 complere intersection 一 
TEREA IAM 
Hyserelliptie surface Wahi 
E 
Hyperosculaiiny hyperplase — £24) 
spp 399 
Hypetuzculalion point 
399,411 
Hyperplane 起 平面 15,50 
corresponds ro theaf Ø) 一 对 
mu £0) 107 


Edi Ub 


Hyperplaoe iectiou — APARE 
175,211 

Hspersurlace MAURI 8,12,17 
eny variety is birationaf to fÈ 
FERHAT- H 
arithmetic gozus of 一 的 算 林 亏 
d 66 


ranonica] sheni of — 2L 
202,218 
complemen oí ia affine ~A} 
fnr) 28,92 
fXisience of mansingular JPR 
的 看 在 姓 ”217 
lcosaledrou 二 十 看 体 495 
ideal class group WAŻ 157 
Jdeal of a ser ol points en 
w 715 
Idsal of definition SSES 233 
1dsal sheaf, Fy BUR fy 129 
blowing op KEJP 193,203 
of a closes subschcioe jj TRU 
B= 147,143,112 
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of a aubveciety TRER 85 
of denominator: ga~ 198 

ldeaporeot PH 98 

Image d 

disser E~ 78, 

inverse j= 78,130 

of a morphism of aheaves EA 
AM 77,78,79 

of a proper scheme is proper 本 
IEHUDST Rue) 126 
scheme-theoreric Kis 110 

Immersion 漫 没 143 

opem, closed F~ t01 

Indecomposable locally [ree sheaf 
不 可 分 解 局 部 自由 层 443,455 

Inder of a bilinear form RRHH 
fat 43L 

lades of speciality fk (Be 
35i 

Induced structure 诱导 结构 

of scheme 摄 型 的 一 95,103,109 
ol varieiy i 28 

inequality ol Casielnuovo and Sev- 
eri Castelauovo 5j Severi 不 等 

435,532 

Infinüely nezr poiot 无 限 争 近 点 
465,465 

Inlinitesima] deformation 无穷 小 
JE 107,222,317 

Inlinitesimal extension 无 穷 小 扩张 
124,267,275,315 

Infínitesimal lifüog property 无 
qphyentem 222 

latioitesima] neighliorhood 无 劣 小 
did 103,225,328,466 

Ioflection point $e 
165,176,366,396 

iniiial objec — Mig 96 

lojecrive module pyt 
245,254,258 

lojecrive object (of a category) 
HIIT 243,258,276 

Injeaive resolutian (5952739 
243,168 


lnjecive sheal Hm 
246,251,254 
Insepacalle morphism 不 可 分 态 射 
328,369 
lotegers, Z HIK Z 35,401 
Integral closure BEL 49,108,125 
Hinitenese of 一 的 有 限 性 
217,47,146 
Inegeafly closed domain Etg 
47,50,150, 157,174 
leegtal scheme REF 98,108 
lorersecrion divisor ZRP- 
141,173,310 
Intersection. mulcipliciy 
45,58, 66,176, 413,506 
laterseetion number AZE 
413—423, 467,516 
loteceection of affines ia afline 
ti mi RUN 126 
Inveteection ol varieties RATASE 
10,28,58—68 
Interaecrion, proper ERHI 506 
Interseccion, echeme-cheoretic HEI 
TB 204,424 
Iareraection theory 相交 论 
58—68,503—517 
axioma, ~AR 505 
on a cubic suefaoe 三 次 曲面 上 的 
一 05 
on a moooidal transform ARR 
变换 下 的 一 159 
on à nonaingulat dusti-ptojective 
varie dESEKU HIER Ef 
506 
on a quadtic suz[ace 二 次 曲面 
ke r4 
on a caled surface EA E 
的 ~ 48 
on a singular variety ZR 
PELEETL 
on a aurlace 曲面 上 的 ~ 
412—418,433,504 
on P: P 上 的 一 427 
luveriant theory 不 变 理论 498 


inverse image BIB 

ideal shesL, [Cs Oy AMA 
的 一 (ug. Br 194,220 

of cycles 环 元 的 ~ 505 

of divisors, f*. FRIS [* 
161.163,354 

sheal, (Z gib [^g 78 

steal, f° Ei PF 
130,131,152,354 


lavecee limi, lim SAMIR lim 


in a caregoty NP 218 
of abelian groupe 上 bel 群 的 一 
214—228,329 
of rioga Wü 42 
of sheavea Ef 89,129,228 
Inverse tystem 反 向 系 226 
lnvertible sheaf ap 
129,139,148,170—172 
ample 强 一 178,182—186,191 
associated ro a divisor SFE 
Bü 172,187,348,504 
determines a morphism io P* 
一 决定 到 P* TII 
178—182,188,363,402 
creteasion of 一 的 扩张 
440,445,454,516 
generated by globel teclions Ek 
HELERI 
178—185,363,424,431 
group of. See Picard group ~ 
的 群 
on « [amily 族 上 的 一 346 
vary ample fuk 
182—185,271,280 
involution 对 合 126,361 
Irreducible 不 可 约 
closed snbsel 一 团子 委 94,96 
component ~K 
10,12,16,58,432 
scheme 一 艇 型 98 
topological space ~j A 
148,12,16 
Irregularity PENS 
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294,301,501 

Irrelevant ideal AR (é 

lsogeny of elliptic curves MIAH 
Segui 359 

lalated singulariiy Mugg 498 

Jacobiau mariz Jacobi $EDZ 

4 

Jacobian polynomial 
Xon 

Jacobian variety Jacobi f 
125,168 ,374,302 386,529 

j-Invariant of an elliptic curve 
RAME RER 

374—-380,392,408,411 

Kibler diíferenúals Kabler f235 
70,204—225 

Kibler manifold Kihler H7 
527,528,533 

Kernel E 77,78,128 

Kndsira dimension Kodaira $% 
500,501 

Kogaira vanishing theorem Kodai, 
fa ERER 295,494,502,527 

Koszul compler KKorzul fff 
292,461 

Kenll-Akizuki, ibeorem of Krull- 
Akireki 定理 128 

Krull dimension Krull 维 数 


Jacobi 多 项 


11,103 
Krulls Haupiidealsat2 Krul 8 
AMO 12,59 
K3 surface K3 RE 501,518,533 
i-Adic cohomology I d Füdiá 
513,530,533—538 
i-Adic integers 1 YEM 


400,534 

Latrice # 386 

Lefsoberz fixed-point formula 
Lefschetz RAHAA 534,555 

Lefacheiz pencil Lefachetr JR 
518 

Lefscbete thearem Lefschetz SH 
125,334 
strong dee 333 


527 


Left derived functor 左 导出 函 子 
243 
Left exact fuucror FEF AU 
U4,241,335,339 
Length of a module Sifi% 
62,345,427,467 
Leray spectral sequence leray 谱 
序列 299 
Leray, theorem of Leray 定理 
E 
Lie group Lie # 388 
Line 直线 29,35,154,217 
on a surface 曲面 上 的 一 
18316234343476 一 123431 
Lineat equivalence 线性 等 价 关系 
156,168,343,504 
—lgebrsiçc equivalence 一 一 > 
代数 每 价 关 系 434 
Linear projection, See Projection 
线性 投身 
Linear syitem £F E 
155,178,186—190,326 
complere 完全 一 107,180,202; 
348 
determines a morphism 1o P^ 
一 决定 到 P" fist 
188,363,377 
dimemion of 一 的 准 数 
187,349,423,503 
nor composite with a peacil 
*XHARme 333 
eb conics 二 次 曲线 金成 的 一 
202,469—421 
of plane cnbic curves 平 
曲线 构成 的 一 ”4722474 
on acurye 曲线 上 的 一 363 
separates points 分 部 点 的 一 
188,3652450 
teparales cangeut vectors SYA ED 
AË 188,364,430 
very ample Ham 
188,364,365,469 
with assigned baie poina AN 
定 基点 的 一 468 


wWirtohkut base points 无 基点 的 
188,364,403 
Linear variety fitti 
18,48,59,68,201,374 
Local complete intersection FARE 
TEE 121,118—220,291 
Local cohomclogy RA Eidi 
252,258 
Local criterion of flaineas PHE 
AEA 321 
Local homomorphism 928694 
287,89,182 
Locally closed anbser APATA 
15,112 
Locally factorial scheme 局 部 可 分 
MISSE 165,172,076,283 
Locally free resolution yir 
解 177,278,284 
Locally free sheaf REF BE: 
129.148,151,211 
as an extension of invertible 
aheaves HEX Spur km 
440,444,454,509 
Chera classes oi, eec Chern class 
Wed 509 一 S44 
decomposable -可 分 解 一 
145,448,454,455 
dual of PIRMA 
146,170,280,509 
indecompessble JE rM 
445,455 
of rank 2 26e 
422,438,445,517 
on s curve. 曲线 上 的 一 
437,438,449,455 
on ao affine cnrve (5B BB ER EAS 
一 47 
projecrive apace bundle of. See 
Projective ~ 202,203,226 
space hondle ~ f fW ZI 
32 
rescluion by G~ 
177,278,204 
nable, E~ 449,455 


trivial eubabeaf of APATE 
11 
vector bnndle Vg) oL— ISI] R M. 
VEA) 152,202 
zeros of a section ~j- TRR 
HAR 1051 
Locally noetherian scheme FR 
Noether $E) 99 
Locally principal closed subscheme 
REXHTNUM 172 
Locally principal Weil divisor fj 
部 主 Weil £T 169 
Locally quadratic craostormacion 
局 部 二 次 变换 458 
Locally ringed space iB ERR si] 
687,88,201 
Local parameter AMBK 
163,307,354 
Local ring REAR 
complete 完备 一 
41—44,211,327,498 
local hamomorphism of ”一 的 局 
BAS 87,89 
af « point. 一 个 点 的 一 
24,19 ,39,75,96 
of a suhsarietg TE 29, 
regular 正则 一 
41,48,50, 55,283,492 
Local space 局 部 空间 253 
Logarithmic differential, diog 对 
ERA dog 297,434,538 
Liroth' theorem — Lürorh 定理 
359,501 
Manifold Wø 39 
Maximal ideal 级 大 理想 8 
Mayer-Vieloris aeqoence 
Vieorie 序列 252 
Meromorpbic lnoction YARI 
381,523 
Minimal model fj MUS. 
69,481, 496,497, 500 
Minimal paolyoomial 
1M 
Minima) prime ideal MEAM 


Mayar- 


极 小 多 项 式 


25755 


12,462,117 
Mi:tag-Lefflec conditian, (ML) 
Mirrag-Leiltec ded (ME) 
226,127,237,330,345 


Iree Cii 202 
graded. See Graded module 分 
次 ~ a 

ol finie jength 有 限 长 的 一 
62.345,427,467 

Moduli, variety ol NE 
$9,317,376,409,500 

Moishezon manifold Moishezon Bf 
E 523—528 

noqalgebtaic 非 代数 的 一 515 

Moncdromy Mik 538 

Monoidal trausformation f Sede S 
422,458. 463,491 


ample divisor on 一 下 的 强 除 子 
4 

behavior of à curve 一 下 曲线 的 
fix 4850--462 


bebavior ol aritbmeric genus 一 


CRGDCHSSSPA 459—461 
bebsvior of cohomology groupt 


一 下 上 同调 群 的 行为 “461497 


canonical divisor of ~F 6y g Dl] 
HP 461 

Chow riag of 一 下 的 向 环 518 
intersecrion rbeory oo 一 下 的 相 
Tub 459 

local compuration ”一 失 局 于 计算 
461 

Picard group of 一 下 的 Picard 
群 461 

Morphism dfi, Ri 

afline (pj 152,264,299 


closed ff 108,119 
determined by au open eet 由 开 
朱 决 定 的 一 32,125 

dominant 支 所 一 30,98,108 
cale P~ 319,327,328,354 
generically loire PARAR~ 
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108,514 
gloeiog of =A 105,078 
injective, of sheaves  fifTdho- 
n 
inseparable 不 可 分 一 3283369 
Jocafly of finite type MEAR 
一 4014107 
of finite type 有限 型 一 
i101,108,311 
of Spec K io X & SpecK Bj X 
Hj 96 
piaiectjive 射影 一 
123,127,177—102,334 
Proper, See Proper morphiem 
X üt. E 114—128,300, 
332 
qoasi-compact E~ 108 
quasi-fioire RAM- 
108,333,433 
quaci-projective ig gi 123 
ramified 分 睹 ~ 354,369 
separated 分离 一 144 一 128 
smooth X~ 349 一 32833S8 
tarjectjve，ol sbeaves REM 
78,79 
determiced by an inverti- 
ble sheat 内 可 逆 层 决定 的 到 Pe 
的 一 178--182,192,363,402 
universally closed Zip 119 
unramified deAgfe 317,354 
Moving lemms 活动 引 理 
504,507,515 
Moving singularities 变 下 的 奇 点 
328 
Mulliple raagent UE 361 
Mulriplicity KH — 45,63,460,466 
Mulrisecant 《多 ) 志 市 线 307,420 
Nakəi-Moishezon criterion Nakai- 
Moiskezan 判别 准则 
421,432,452 
Nakayama' Lemma Nakayama 3| 
m 048,082,208,342 
Natural isomorphisu GAH 
205 


Negative definite 人 负 定 436,497 
Néron-Severi group — Néron-Seveti 
Eb 167,434,496 
is fiairely generated. 一 有 限 生成 
的 529 
Néton.Seveci Iheorem | Néroo-Seve- 
ti B 431,434,435 
Nilporem element WE 
ting of 一 的 环 95,216,383 
ina riag 环 的 一 95 一 97 
in a scheme BIB 
95,101,225,308,373 
Nilradical of a ring Rf ug 
98 
Nodal cubic curve 结 点 型 三 次 曲线 
308,313,328 
blawo np —RWeRR 37 
divisor clas: group of 一 除 于 类 
群 176 
i rational ~ RAMME 38 
Node 结 点 45,307,353,465,467 
analyrin isomorphism of 一 的 解 
dri 3,47 
plane curve wirh 
i& 367—374 
Noetherisn formal scheme | Noerher 
XE 230 
Noetherizn hypothesea Noetber fg 
定 119,230,219,254— 255 
Noetberian induction Noether 归纳 
11,112,254 
Noerberian ring, Noetber 环 96 
Noerherian scheme Noerber gH 
99 
Noetberisn topological space Noe- 
rber 拓扑 空间 00,12,16,96 
Nonslgebraic complex manifold 


REHE 325 


kiak A: 


EZE Ti: 


Nonhyperellipric cut ve 
线 40 

existeoce af E ERE 
404,408,456 

Nauprojeciive scheme — (Eft RENIE 
n ou 


Naaprajeclive varierg — VERUS 
203,514 
Noariozalar cubic curve 
曲 终 
ample 4heavet on W~ EMAR 
Lea 
canonical shesf oi 一 的 暴风 你 子 
Mé 
divicor class group of ~Me TS 
群 165 
group law on ~ ERO BEST 
165, 014,351,494 
bae9 inlleclíon pomme 一 有 9 个 
JA 360,381 
ia nol caions! 一 不 是 有 理 的 
52,165,217,273 
Nonsingnlar curve 非 异 幅 线 
45—58,161 
abattact fee. Abscract nonsingular 
curve 抽象 一 51—56 
divieors on 一 上 的 除 子 153 
exísience of 一 的 存在 性 
46,174,417,432 
Grotbendieck gronp of 
一 的 Grorbendieck Eb 177 
morphism of 一 的 态 射 163 
projective eo complete — Rie 
完全 一 161 
Nonsingnlar in codimnntion one 
#E#3 1 非 异 155 
Nonsingular pointe FFEA 41,46 
form an open subset ERE f. 
42,211,221 
Noasingulet variety JERA 
39—48,155,210—714 
Smoorh morphism 
时 319—328 
byperplane 4ecricn of ~AR 
aE 212,217,222 
infinitesimal liliing property 
cÁEESDMBTRPEE 23 
Q is locally [ree ~io gag 
Abii 210,211,328 
Nonspecial divisor dJF66%584 


HEC 


M58. 


— — 


551,406,411 
Norm(a( a field excension) (frt 
mM 5 
Normal TAGE 
bundle ¿EJ 
216,428 ,458,511,516 
crossiags, divisor wich Wifi 
AR 46 
caspidal cubic curve is noc A 
型 三 次 曲线 不 是 一 “30 
poiot 一 点 30,47 
quadric surface ia 二 次 曲面 时 一 
30,124 
ting 一 环 219,314 
SR +S —eR +Š, 220 
erheme ELA 
1085150,155,290,333 
sheaf, Nyie EL Frrr 
216,428,458, 511,516 
variecy KR 30,313,487 
Noijmalizarion EM 30,108,505 
of a cnrve 弗 线 的 一 
176,275,307,353,406 
Number theory ËP 374,522,533 
Numerical equivalence 数值 等 价 天 
系 431434,437.515 
Numerical invariant 数值 不 变量 
305,428,440,448,513 
Open atliae obsee JUI RET $ 
33,126 
Open immection FÈ 100 
Open sec X, FR X, 97,140,180 
Open subecheme FPZ! 95,102 
Ordinary double paint See Node 
HOEA 45,307,353,465 


Ordinaty ialection point RBA 
3⁄4 

Ordicary r-fold point 常 -EA 
46,366 


Osculatiag hyperplane UJ E 
399 

p-Adic analysis pika 532 
e-Adic cohomology p 进 上 同调 
533 


< 576 + 


Parameter space 区 数 空间 69 

Paramerrie representation BMH 
12,219,309 

Pascals theorem  Paacal 定理 483 

Pencil Æ 333,501 


Perfect field. Z4 34,111,221 
Period mapping 周期 映射 527 
Period parallelogram ”办 期 平行 外边 

形 386 
Picard group, Pic X Pic É Pic X 

170,276,297, 423,508 

as Rt OGAY 一 作为 HX 0p) 

170,266 434,52 

Lelarbecz theorem ~ 的 

Lefschetz 定理 225 
af ablowing.up 胀 开 下 的 一 222 
of a cubic anrlacein in P? P? 中 
三 次 曲面 的 一 47 
af a family g~ 382 
af a [ormal scheme EC RERUM 
237,334 

of a lise witb poine davbled @ 
L—E€AOM HO 201 

of a monoidal rtansformation 


独 异 变换 下 的 一 458 


of an ellipiic curve — 8d ig 
一 351,382 

of a nonprujective variety JE% 
KR 20 


ota PCs) P(4) 的 ~ 101,446 

of a produe:  3ERLZs [HII 
346,400,434 

of a projective vaciety over C 
C rg 525 

of à roled surface 直 纹 而 的 一 


438 

of a singular curve ASRA 
~ 176 

torsion elemen of ~IR 
362 


Picard variety Picard @ 167,329 
Pioch point FAA 45 

Plane curve PHAR 
44—48,360,378,483 


birarianal to a curve with ordia- 
acy RA HT d AM 
singalaciries fig 483 
with nodes Ei fi~ 
361—374,398,411 
p-Linear map p-SRfEBE&) 392 


Plurigenus, P, HÓ SB P, 
225,501 

Poincaré duslity Poincaré Xi (Aft 
534,537 

Poin 点 


closed ~ 89,90,97,111 
embedded A~ 102,308 
generic /~ 90,96,348 

apea F~ 89 

Talional over } (Ek FABIA 
69 

Pole of a tational function ARE 
数 的 极点 155,156,352 

Polyoomial equations HARYA 
68 

over finire lieldt 有 限 域 上 的 一 
530 

Presheaf FE 74,75,129,219 

Prime divisor #RF 155 

Prime ideal AA 
8516,29,85,90,157 

Primes ia an arirkmetic progressi- 

on WRQpECREPERE 396 


Primitive element, theorem of 本 


Es r4 34 

Principal divisor ERF 
156,168,434 

has degree zero 一 的 次 数 为 9 
157,164 


Priocipal ideal domaia AMG 
301 

Product RCHA) 

arithmetic genus of ^—Zusg 


RIR 6 
canonical sheal of ~za felt da au 
g m 
Cartesian, of graded riage 分 次 
"auk 148 


differeatialt on 一 空间 的 徽 分 
anm 

fibted pág 104,119 

in a category RHES 
29,79,104 

morphism Ai) 114 

of curves 曲线 的 一 55,399,434 
of ichemea 概 型 的 一 104 

of varitrie« gif) 29 

Pietrd group of 一 空间 的 Picatd 
Ë 346,399,434 

Segre embedding of — 一 纪 问 的 

Segre HEA 18,29,127,148,186 


topological «pace of ”一 空间 的 了 
空间 105 
Zariski apology on 一 空间 的 
Zariski IF 12 
Proj Proj 91,92 
closed subschemel of -MAF 


概 型 110,141,148 
of a graded homomorphism 分 
次 同 态 的 一 96;109 

thesves of modules on 一 上 的 入 
层 137 一 146,148 

Proj Proj 190—201 

Projecrjon 投身 

birmional AAR 38,39,367 
formula 一 公式 
147,300, 450,497,511 
from a linear space 
为 中 心 的 一 “201 
from a poit 由 一 个 点 为 中 心 的 一 
29,181,308,366—374 
morphism -EH 104 

of a twisted cubic cutve Efl 
mer~ 29 

Projective closure 射影 闭 包 17 

Projective cone HE# 
17,48,60,317 

Projeclive dimensión 98 868 
ET 

Projercive general linear groug, 
PGL —KNEXEREPGL 
51,180,324, 411 


由 线性 空间 


+577。 


Projectively narmal 射影 式 正 现 的 
30,174,189,222,317 
canonical curve is 

412 
curve —tfh 
30,174,313,397,420 
d-uple embedding it d-4 «EIE A 
是 一 158 

Proiective module 机 对 各 281,338 

Projective morphism MEES 
123,117,177— 204,334 

Drojective n-space, P* >x fEqQt os 
Ë] P^. 13,15,92,123,247—173 

Projective object (iu a category) 
CORRERE 243,281 

Projecrive resolution 投射 分 解 


典 风 曲线 是 一 


243,201 

Projective scheme 射影 极 型 
123,142,275 

Prajeciive space bundle 射影 空间 从 
202,203,220 


associaced ro a locally [eee aheafe 

PCL) 。 与 局 部 自由 层 相 伴 的 一 
PCA) 191—201 

canonical abeal of 一 的 典 刚 号 
300 

Chow ring of 一 的 周 环 509 

cobomalogy oí 一 的 上 同音 100 

Picard group of 一 的 Picard Bf 


202,346 
tuled surface wç BUR E2— 
438 


Projeiive variery HÆR 12—19 

Proper intersection 正常 相交 506 

Proper morphism KEBI ERE 
&p114—128,191,300,132 
is cloaed 一 是 闲 的 119,081 

Purely insepsrable 纯 不 可 分 
357,361,455 

Pure Lranscendeniel field extension 
FMR 358 

Qoadracic number (ield = kË ik 
391—393,394,402 

Quadratic transformation — fg 


1578 + ， 


39,470,471,482,485 
Birational trantformatioa ~ 与 
A Pt h 
486—198 
Quadric cone =k 
30,159,169,409,s08 
curves on 一 上 的 曲线 455 
Quadric bypeisuríace 二 次 地 曲面 
48,68 
divisor class group of 
Er 
Quadrie surlace 二 次 曲面 
18,19,30,38 
ample sheaves or — PHA 


一 的 阶 子 


186,433 

ssa fuled surface 作为 站 纹 面 的 
—437,451 

canonical sheal of 一 的 典 则 层 
n7 


cobomology of 一 的 上 同调 17 
corres on 一 上 的 曲线 
274,3485409,415,417,451 
divisor clam group of —@J J 
mit 158,160 
imterecrrion theory on 
Jj 428,430 
2-uple embedding of ~E] 1 重 分 
REA 05 
Quantic curve Sae alie Curve, al 
degree 1 Pli 
189,366, 404,418 
elliptic Bi 48,373,418 
ha: 18 bilangents 一 有 2b RRI 


一 上 的 相 


a 366 
rational. See Racional quertic 
curve 有 理 一 


Quatiic Lbreclold ia not tational 
四 次 立体 不 是 有 理 的 218 

Quesi.aífine voriety MHR 
7,208,265 

Qussi-Cobereur sheaf RRA 
132- 07,158 

Quasi-compact morphism — fa sf 
198 


Üuasi-campae scheme IEEE 
96.14 

Quasi-compacc topological space 
REIR 12,96 

Quasi-finiie mocphism WAEA A 
109,333,434 

Quasi-projective mocphiem fu 4E 
AH 123 

Quasi-projeciive variety fü EE 
15 

Quotient sheat ME 78,129,168 

Quotient topology iath 90 

Radical ideal JRE 5 

Redical of an ideal SEH 7 
Ramacujan r-fuactiao Ramaonjao 


r-a 533 
Ramificaiion divisor MARET 
356,45 


Remificsioo jiodex 分 时 指数 354 
Romificaliao poimi 分 歧 点 354 
Ramitied morphiem 分 歧 杰 射 
3545369 
Raok k [29,176 
Rationnl cucve 77 BB A 
56,68,164,151,373,406 
elliptic curve is aol MAREK 
He 57,165,217 
Rniional equivalence of cycles 环 
X B| 514,505 
Radonal fuacrion ALÁ% 
12,38,56,351,497 
divisor of —f T- 
155,156,343 
Rationality of plane iovolutione 
平面 对 会 的 有 塑性 501 
Ratiooality of the zeia [unccion 
Zea ARMIA ME 530,531 
Rajonal map AMEH 


31—39,198 
Rational aormal carve 有理 正规 曲 
线 373,406 


Rational numbers, Q f; EE&&CISQ 
176,356 
fadooal poins 有 理 点 96 


onan elliptic curve MAHB i~ 


376,306,397, 401 
over a inire field, HREN- 
436,530 
Rational quactic eneve AAPM 


189,366,404.418 
Rariaoal caled surface 有理 
3482451, 
blow-up al P: 一 是 P kf 
444,451,470 
classilicatioo of 一 的 分 类 
4453497 
embedded in P+ f&A 4E P* 中 的 
一 451,456,517 
ol degree 3 io P+ P* 中 的 3 次 一 
202,412,451,518 
Reriooal surface ARAT 
202,501 
blow-up of P! 一 是 P' MRI 
344,451,468,470 
Ratioosl variety FRA 
38,217,218 
Real nombers, R KHOR) R 
9,12,96,126 
Reduced joduced structure Etik 
GAH 103,109 
Reduced invecae image divieor BE 
HORT 463 
Reduced scheme  BE£iRERI 
95,98,432 
Reductian mod p 约 化 modp 
106,,395,402,531 
Reduction to the dingooal £j 
HMHE 506,507 
Relinemenc af a covering Wæ 


þau 265 
Regular [uncüion 正则 束 函 
21,28,38,52,75,94 


Regoler in codimension one $&# 
1 为 正 网 155,219 

Regular local riag EMARE 
40,48,155,262,492 

Sip. 43 

ia Cohen-Macaulay. — f£ Cohen- 


complere 


(5/9 


Macanlay 218 
is UPD —£ UFD 169 
localzatior af is regular 一 的 局 
WEA 210 
£i dre 一 所 其 9 为 自由 
201,210 
Regulai q-forms, sheaf of, DÍ, 
EM 2-3 On 226,294,296 
Regular scheme E NIEH 
169,202,212,283,319 
Regnlar sequence 正 刚 序列 
215,258,292,310 
Relative cobomotogy 组 对 上 同调 
297 
Relative differentials, $ee Differe- 
ntial HES 
Relative dimensior 相对 维 数 219 
Relarively minima? model. See 
Minimal model £[2ffg/[ AR 
Reluive pro,etive space 
相对 射影 空间 392 
Relative taugeat sheaf 403 ITA 
516 
Rerartirions Mpa 295 
Representable funcror HÆ CF) 函 
f 288,383 
Residue faM 284,294,295 
Residue field HRCE)A 29,96 
Resolution 分 解 
acyclic Sig 243 
by Čech camplez f Čech gE 
作 一 261 
fine 良 ( 民 ) 一 239 
flasque CBA 
239,247,252,294 
injective 内 射 ~ 243,238 
locally fre 局 前 自由 一 
177,278,284 
projective pe~ 243,281 
Resoinrion of singnlariries HAN 
分 解 36,68,200,458,498 
embedded ARIS 
462,463,465,09T 
Reiriction 限制 


4580 « 


af a sheaf to s subset, Fz 5 
PRENS Fle 29,133 
al sections of a sheal RREA 
— 416 
Riemann existence theorem Riem- 
ann FERR 523 
Riemaon hypothesis Riemann 假定 
400,435,530—533,539 
Riemann-Rach problem 
Roch (j]t& 202,350,503 
Riemann-Roch thearem 
Rach 定理 
generalized 广义 的 一 
172,102,430,511 —517 
on a cnrve 曲线 
347—354,326,445,512 
on a angular curve 奇异 曲线 的 
— 353 
or a surface hgm 
422,129—431,503,513 
on a 4-fold 立体 的 一 518 
Riemauu aorlace Riemann ifi 
400,522,529 
Riemann zera function 
mera dtp 539 
Righi derived lunctor 省 学 出 孙子 
242,246,277,297 
Right exact funcrar 
242,339 
Rigid algebra 刚性 代数 318 
igid scheme WHENA 318 
Ring W 
graded Kc 14,467,505 
loca] Wa~  22—21,29 
of dual numbers. HASH- 
96,315,318,383 
ef endomorphiem: of an elliptic 
curve 椭圆 曲线 白 同 态 的 ~ 
382,390,400,422 
oi integers io a number [ield 
PRERA 191,392 
af regular functions Eja 
22 一 24328 
spectrum of —R IRR 


Riemann- 


Riemann- 


Riemann 


HEGAF 


85—90,136 —134 
Ringed space, KAZE 87,170 
sheaf of modeles oo — HARE 
129,146,147 
Ruled surface KAT 
101,300,437—458, 441 


ample divisats on 一 上 的 强 除 子 
450,452,454 

arithmetic genus of ”一 的 第 术 亏 
fg 49 


birationally 3X4 Fü- 438,497 
blown-np cone 化 开 锥 的 一 
443,451 
canooici divisor oi 
于 442 
elementary tinnsformation of 
一 的 初等 变换 493,497 
elliptic g~ 437,944,455,521 
emhedded in P^. WA P* 的 一 


一 的 典 见 除 


451,455 
Beametiic genus of 一 的 几何 亏 格 
439 
intetaeciion cheory oa ”一 上 的 相 
Zib 438 


invariance 一 的 不 变量 < 
4143 46,455 
invaciet K! 一 的 不 变量 Kl 443 
nonsingulac curves oo — EPHE 
Seife 450 
noimalized 一 的 法 化 月 44 
Picare group oi 一 的 Picard 群 
438 
sections of S 
41,449,454 —457 
stable 对 应 于 竹 定 屋 的 ~ 449 
very ample divisnrs oo, 一 上 的 
BIA 449,450,454,456 
zero-cyclea on 一 上 的 O- 环 元 518 
Rnling' on s qnadric cone Zk% 
的 母线 158,159,507 
Satellite Iuncror MAAF 245 
Sacuration of a homogeneous ideal 
FRANEA 149 
Sheme E 81—98 


affine, see Affine scheme fit 
8s 

adtociated complex analycic spa- 
ce. See 相伴 于 复 解 条 空间 的 一 

114,299,146,494 

Compler analytic pece 

aaaaciated to e variety 相伴 于 六 
的 一 93,16 124,161 

connected 连通 一 98 

formal. Sse Formal scheme 形式 
一 226—237 

geomeiricslly integral LARS 


Ir 
geomerrically icredocible SLA 
PSOE: lM 
geomecrienlliy reduced JLEIBER] 
— n 


glueing ol Ride 
90,95,108,203,510,525 
integrel ~ 98,106 
irreducible 不 可 约 一 98 
locally factorial ”局 村 可 分 介 因 子 

的 一 l68,173,176,283 

locals naethecian 局 部 Noether 
的 ~ 99 

aoetbecian Noether ~ 99 
aonprojective 非 射影 的 一 
203,275,514 

ao0separtted 不 可 分 离 的 一 
91,115 

nonsingular in codimension one 
余 维 1 非 异 的 一 155 

notmal, See Normel 正规 一 
108,150,155,290,333 

att linite cype over a field — 9 
上 的 有 限 型 一 111 
over saoiber scheme 
M~ s3 

nover R- R 上 的 一 126 
reduced Betim 95,968,432 
regular, Sce Regular scheme E 
M~ 169,202,212,263,319 
regular in codimension ome & 


Mél EM 155,220 


另 一 概 型 上 


* 581. 


separated, See Separated scheme 
BN 91,115,126,141.155,301 
Scheme-tgeore ic closute HOXH 
a 30 
Scheme-theoretic image 
105 
Scheme-theoreric inierseciion. AR El 
HAZ 203,424 
Scldifli*e dauble-six Schläfli 的 俏 
KARE 478 
Schwartz's inequality 
BR 476 
Scroll MEM 451,456 
Secant line 3; 366,45L 
uor a mulüsecant qp 
372,374,415 
with coplanar taageors AREN 
线 的 一 367 
Secant variety HRR 367,374 
Seetion E 30,823,134 
discontinuoue, sheal ol, 
一 风 81 
af a morphism 太庙 的 一 
153,101,437 
of 9 precheaí MER~ 74 
Segre embedding Segre WA 
19,29,67,127, 49,186 
Self-ioteraeciinn A 
326,458,475,518,53L 
formula 一 公式 511,513 
of the canonical divisor, K! 典 则 
除 子 的 一 K 
418,434 ,443,459,500 


HAREE 


Schwarz 不 


TER 


Semiconcinuity theorem YET 
理 334—346,419,437 
Semi-linear automorphism RE 


AMK 125 
Semisteble 半 稳 定 435 

Separable field eztension 可 分 扩 域 
34,355,501 

Separable morphism -可 分 里 355 
Separably generaied field extension 
可 分 生成 扩 坡 ”34320??221;323 
Separated morphism 分 离 态 身 


15827 


114- 128 
Sepatared scheme HERI 
31,114,126,141,155,201 
Separate poiate ARA 
181,188,365,450 
Separate rangent vectors 
Ë 181,188,365,450 
Sepristing tianecendence base 可 
ride 34 
Serre duality Serre 对 偶 
184 — 196,342 — 349,429 
Settheoretic complete intersection 
ASEGURA 1,266 
Sheaf kt 73—83 
associated lo a presheaf SME 
和 相伴 的 一 ”383397 
coherent MN 132—137 
conetant @fR— 75,79 
fiae R~ 239 
ilaque 松 一 81,246 
free Bic 129 
generated by global secriona f 
EEEE 
178 — 185,363,424,432 
gleeing fiie 83,208 
Ham 一 的 Ham B. 部 om 
81,025 
inverse image ol 
~AR 80,130,137,152,354 
ioveriible. See Tavertible sheal 
locally feee. See Locally free 
sehaf mfit— 129,139,148, 
170—172 
局 部 自由 一 1293148.1513211 
Mf associated lo a madule 588 
für M ^ 130— 134,138 
ol diflerearials. See Dilferential- 
s. sheaf of Ep 
206—210,260,319 
of discontinous sections "jeg 
gfg- uu 
of graded algebras 分 次 代数 的 一 
190 
cf ideals. See Ideal abeaf g~ 


a 


129 

ef modules Si— 128—151,277 
of Or-algebras Oy- 代数 一 151 
of rings Ife 75,84 

of total quocient rings iiw 


168 
quasi-coherent AER 
132—132,050 
C-Process 个 过 各 458 
Signatuce (82 431 


Simpie group ffr 

of order 60 6072— 498 

of ocder 168 198 Gp 413 

ef order 25920 25920 gr— 481 
Simply counecced Scheme — (E 
MEB 359,360,402 
Singular lcena Zi ir 462 
Siogular point A 41,42,.44,45 
解析 同 


analyrically isomorphic 
Mojo 43.48.353,466 
mosiug ig a linear sywem 在 线 
tenia) 328 
multiplicity of. See Maluiplicity 
ATER 45,61,460,466 
al » cone, blowing cp Lél iiy 
一 46,443,951 
ol a curve on a aurlace jfi E. 
stu 458 
of a surface Ji~ 45,495 
resolutiop of 一 的 分 解 
363683200 458、193 
Skew commulative graded algebra 
BARAAT 151 
Skyscraper sheal — EXJ:3: SE 
82,350 
Siope 4% 38 
Smooth mnrphiem ftis 
319—318,358 
Space curves KM 413 
Special divisor 特殊 涂 子 “350 
ence of 一 的 序 在 性 408 
Specialization 分 化 111,116,419 
Special linear syslem 特殊 线性 系 
dimensina of 一 的 准 数 


404,406,414,501 
Spectral sequence — [BTE A 
281,500,343 
Spectrum of a iing, Spec À 环 的 
GR SpecA PS- 90.98 
sheal Mf nn E~ [il 
J36 -- (34 
Spectium af a sheal of algebran 
Spee (EKME Spec 
152,334,363 
Spliriug principle AERE 510 
Squace-lree polynomial EZ F 
Wnt 175 
fnble image GEF 236 
Stalle locally Iree abeaf KEYA 
EARE 449,155 
Siable raled surlace 
449 
Srable under base ertensiou EN 
FEF E 1007:105,118,02,127 
Suable under generizaión 在 归属 
FHE 12316 
Susble nader specializaiinn 在 分 化 
FEE 112,117 
Sialk 2 75,56,81.147 
Standacd conjectures of Grothendi- 
eck Groihendieck 6935283684 
515 
Sein lacrorizerimn Stein 分 解 
328,343,432 
Stein space Stein 空间 157,524 
Stereographic projection. REHE 
498 
Suange curve FAMI 369,314 
Strict transform 严格 变形 
38,39,196,203,451,460 
Surong Lelecherz theorem 强 Lefsch 
eu 十 理 533 
Sicocture sheaf AIA 89,132 
Submodule with eupparis (M) 
MIRET T4) 115 
Subscheme i 
closed. Sec Closed subscheme 
Hc 192,109 


PEKRE 


5835 


open F~ 95,101 
Subsneaf PZ T 

witli supporis HAF) MERD 

一 FY 时 
Subvaciey FE 28,504 
cahomotogy elass of 

^ 196 

lacal ring of —ffIE REIR 29,71 
Sepersbundince Ht 428 
Supersiagular ellipric curve HA 
FRAS 393 
Supporl ZR 91.147,252,256,258 
Surface dügp 8,125 

algebraic equivalence of divisors 
CEECDMURÜ ERO 434,437 
complere intersection EAEN 

— 485,501,518 

cubic. See Cubie soríace jo P! 


一 的 上 同调 


一 468—485 
definition [or Ch. IE. 第 2 章 中 一 
的 定义 125 
defioilion lor Ch. V 4s gir 
DT MEE 
Del Pezzo Del petto ~ 
415,484 


divisor om — EB 160,423 

elipüc Bg 50i 

elliptic ruled. See Elliptic roled 
aorface HR 
437,444,455,521 

Enriques Enriques ~ S01 

factorization of birarional crane- 
lormaricos 一 的 双 有 有 理 变换 的 分 

解 458,485, 4ir8 — 490,493 

geometty oo 一 上 的 几何 
423—435 

gtoup Num X ~M NomX 
431,434 

in Pe P 中 的 一 
202,412,470,513, 515,518 

invatíaot K 一 的 不 变量 K: 
428,434,443,459,50Q 

R3 K3 — 28,501,518,533 

linea on < EURI 


BELLEG 


18,162,434,476—482, 484 
minimal mode! of. See Minimal 


model —EJ HE 


69,487,496,497,500 
oí degree d in D2 P4 中 的 4 次 
一 05 


oi degree d in P^. Pari hgy g 
g~ od 
oí degrez 3 in D+ P* 中 的 3 次 一 


202,412,451,459,518 
of general rype —- 488i — 
218,501 


product of two curves HAMIR 
乘积 形成 的 一 400,434,435 
P! witb 1 point blown up P 对 
1 REFERS 444,451,470 
P' wit 2 pniote blown up Pa 对 
2 点 帐 开 形成 的 一 482 
P: with 3 poiou blowo cp P'gf 
3 点 胀 开 形成 的 一 “430 
P, with 5 pointe blowo up P! 对 
5 AERES 484 
P' with ó points blown vp Pj 
6 ARFER — 468,474 
quadric. See Quadric surface 
次 一 18,19,38,38 
tational, See Ratioval roled sur- 
face fH 702,501 
Racional sur[ece 
toled, See Ruled sor[ace Big 
202,300,437— 458,441 
valoation rioga of PARLE 
128,498 
Veronese Veronese ~ 
19,202,274 ,451 
witb infinitely many exceptional 
curves. 有 无 限 多 条 例外 曲线 的 一 
485,496 
Symmerric algebra of a module 
ARRE 151,192,443 
Symmeric function 对 称 译 数 Sid 
Symmertic group f E 
360,377,484 
Symmeiric produci of š modale 


MYER 151,219 
Tacnode HUA  45,46,49,361,402 
Tame ramificatiou RLIEAHE 
35 
Tangrot huadle Ui 53 
Tangent direction. WHA 45 
Taogent line 1948 
47,165,176,160,166,398 
Tangent sheal, Fx TH fx 
214,216,267,315,430,504,5113518 
Tensor a'gebra WRR 151 
Tensor operariona ERRA 151 
Tensos product, Qj EFR O 
29,104,129, 82,510 
Thickened fibre mga 329 
Thiee-fold ik. : 
125,218,518 
Todd clais Todd 
Topological covering space MEHR 
aom s 
Topological space 拓扑 空间 
axiom T, 一 的 T, 公理 UI 
dimension of [ies 10 
dixonnecied Rufi 98 
genetic point of ~ 内 六 点 
39,90,96,111 
irreducible 不 可 约 ~ 7 
noetherian, See Noctherjsa Lopo- 
logical Noether ~ 
10,12,16,96 
space 
quisi-compaer AR~ 13,96 
sec of irreducible closed aubsers 
af 一 的 不 可 约 团 子 集 的 梨 合 93 
underlying a acheme 概 型 的 承载 
~ on 
Topolog? 拓扑 
érale P~ 533,534 
Hausdorff Hanaderff ~ 
6,13,113,520 
af algeüraic varieties over €. € 
rsen 500 
quotient f~ 9 
Tor group Tor Bf 504,507 


Toreion sheal HE 177,440 

Torn: Ipd, 308,523,529 

Total Cheen clasa AEZ 509 

Total quatiant ring 

Total transform 

Trace map EIH 
287,194,296,163,534 

Trace of à linear tystem AER 
ys 187 

Transcendeace base figi 35 

Transcendence degree akak 
11,35,560 

Transcendeatal methods f& 72e 
343,386,434,519 一 529 

Teaoaversal intersection RAIZ 
423 426,445,504,506 

Triangulable Gai] 529 

Trigonal curve PZ 8 £ UIM 
408 

Triple pojat 三 又 点 45 

ERR 409,411 

Tien" theorem. Teen 定理 

437 

Twenty-seven lines 17 ZEH 
476-482 

lwisted cubic curva Zame 
18--20,129,373, 418 

conorma! sheal oil rk 
456 

aot a complete imersection ~ 
不 是 完全 交 19,162 

projection of 一 的 投射 295308 

Twined module, MCa) HODA 
MCa) 6 

Twisted qnattic curve, $4e Raion- 


Xt 


Trisecanr 


al quartic curve 
189,366,404,418 
Twisted shea(, FCn) Hg (a) 
139 
cohomology vanishes 一 上 同调 的 
Xx 270 
generated by global sections 由 
AREE EUM 144 
Twisriog sbea{, &(1) fg &(1) 


(585. 


134,142,267 

generated by glabal sections 由 
整 未 蔽 影 生 成 的 一 1738 

@cnejrares Pic Pe ~ 生成 Pic P* 
171 

not very ample iti 
201 


on P(g) P(é) 的 一 192 
on Proj 2 Praigüj- 190 
Type (asb) of a divisor on a qua- 
dric surface TAMAL Co) H 
fe. 160 
Unaesigned bnee point of a linear 
aysem RELI BJP A 468 
Uncounteble field zT 


4855494 
Underlying topological space 3k 
mthe 89 


Unilormiziag parameter 一 致 允 数 
307 

Unique factorizarion domain, UPD 
ERHIELT KI. UFD 

12,57 ,156, 168,174 ,498. 

Union of two planes 两 个 平面 的 并 
266,317,507 

Universal &-funcior. [5487,54 
SF 243,283,283 

Univertally closed morphism 
amat 149 

Universal parameter space 
BD 382,411 
Unmisedness theorem IRAE 


ZER 


s m 
Unramified motphium 3A 882531 
317,354 
-Uple embedding - E ERA 
185245,185,346,406 


is projeciively normal 一 是 射影 
ET 150,373 
Upper semi-cosiinuous function 
EPERAH 149,341,346 
Valuation Rf 49,353,354 
venter of 一 的 中 心 126 
e( s prime divisor RBT Mo 


* 386 < 


155,160 
Valuation ting RIEF 


50,116,120,125 
Eramples of 一 的 例子 128,498 
nondisciete ， 非 离 艇 一 “128 
Valumive crircrion of ptoperneas 
AE SEM IT UE t AMEN 
120,127,215,108,385 


Valuatise criterion of separatedneas 
FREYRE HAEA 416,120 
Vanishiag theorem MXER 
of Grothendieck Grorhendieck— 
247 
of Kodaira Kodaira ~ 
195,296, 484,502,583,527 
oí Naxano Nakano ~ 527 
oi Serre Serre ~ 270,503 
Variery }& 
abelian. Ser Abelian variety 
Abel ~ 125,166,501 
abstract 抽象 一 125 
alline. Sea Alline vatiety pitt 
一 5 一 14)27528 
algebraic lamily of. See Family 
MAIR 69,313 
complete. See Complere variety 
Ze 125,126,161 
isomorphiams af ~ Él 
22,14 
morphisms of ~g 20-30 
nanprojeciire 非 射 影 的 一 
103,524 
normal. See Normal EB 
30,313,461 
of moduli M 
69,715316,376, 409,500 
oset k 不 上 的 ~ 21,93 
projective. See Projective variety 
射影 一 12 一 (9 
projeciively normal. See Projec. 
tively normal 射影 式 正规 一 
30,174,189,122,420 
MUR 1,28,165 


rational. $e. Rational variety 


quasi-alTine 


dH 38,117,218 
scheme aseociated ta 相伴 于 一 的 
概 型 ”93;1014124 
Vector buadle fj 152,202 
heal of sections ol, SCXIYY 
PaE SAXIY) 155 
Veronese torfaee Verooese MIT 
19,202,374,451 
Veriex of a cone. 条 的 顶点 46,467 
Very ample divisors B RFRf 
363,365 
form a cone 一 构成 锥 425 
Very ample invertible sheal g4 
HYE 142,150,143 —185,271,276 
on a curve 图 线 上 的 一 363 
on Proj 9 Proj $ 上 的 一 “41 
Very Hat tamily BUpude 317 
Viriual arithmetic genns ÑE KS 
* 434 
Weiersrraas P-lunction Weierstragt 
quum 387 
Weil cohomology Weil 上 同调 
534 
Weil conjectures, Weil JAE 
530 —540 
cohomological ioterpretation of 
LESE 516-515 
Weil divisor Weil 除 子 
155—161,348,505,507,516 
Weyl group Weyl yt 481,484 
Wild ramilication Ef 354 
Win vectere Wiu fü 533 
Zariski'e Main Theorem Zariski 


主 定理 318.333.487,489 
Zerieki space Zariekì 空 闻 
11151125253 
Zaciaki (angent apace Zariski té 
间 46,96,188,315,321,383 
Zariski ropele8y Zariski 折 朴 
6,9,12,15,19,84 
base of open alline subteta. 由 开 
仿 射 广 集 形 成 一 基 3 
is not Hauador[[ 一 不 是 Haned 
adt Er 6,113 
weaker then usasl topology ~ 
DI UTETE- MER 
Zeros 零点 
commoo 公共 一 44 
ol a polynomial £IjXíf— 


6,14 
af a rational] fuaction qud 
的 ~ 155,156 


ol a seotion of a locally [ree 

sheal HRAbEKEEPIS~ 187 
Zes [unciion Zeis 函数 

530—533,537—540 

fnncticnal eanation of 
FE 5 

al a curve gaa 340 

oi an elliptic curve AARE 
~ 539 

of P! P' 的 ~ 531,532 

ol P* P* 的 一 539 

of Riemana Riemano ~ 339 

ratioaality ul 一 的 有 青竹 
530,531,533 


一 的 函数 


2 $87 - 


